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Vierter  Teil. 

Statik. 


Viertes  Kapitel. 

Attraktion. 

Isaac  Newton  (geboren  am  25.  Dezember  1642  zn  Woolsthorpe  in  der  englischen 
GrafiBchaft  Lincoln,  gestorben  am  20.  März  1727  zn  Eensington)  führte  im  Jahre  1682 
unter  fortwährendem  Widerspruch,  namentlich  von  Leibnitz^  den  Begriff  der  Attraktion 
in  die  Naturwissenschaft  ein  und  steQte  das  Gravitationsgesetz  auf.  Infolge  eines  ent- 
standenen Handschriftenstreites  wollte  im  Jahre  1867  Chasles  der  Pariser  Akademie  der 
Wissenschaften  beweisen,  dass  nicht  Newton,  sondern  Pascal  der  Entdecker  des  Gravi- 
tationsgesetzes  sei;  allein  bald  darauf  wurde  der  Fälscher  der  betreffenden  Handschriften, 
Lucas  Yrain,  entlarvt.  Yeigleiche  hierüber:  Pisko,  «Newton  oder  Pascal?"  (Wien,  1870); 
Neumann,  .Über  die  Prinzipien  der  Galilei-Newton  sehen  Theorie*  (Leipzig,  1870). 

1.  Bestimmung  der  Anziehung  eines  materiellen  Punktes  und  einer 
homogenen  materiellen  geraden  Linie,  deren  Bichtung  durch  den  Punkt 
geht,  wenn  das  Anziehungsgesetz  das  Newton'sche  ist. 

cj  Es  sei  (Fig.  1)  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes  M, 

m  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Geraden  B  C,  MB  =  a, 
MC=h^  a?  =  der  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  P  der 
Geraden  MB  von  Jf,  A  die  Grösse  der  gegenseitigen  An- 
ziehung, ju  die  Kraft,  mit  welcher  zwei  Masseneinheiten  in  der 
Einheit  des  Abstandes  gegenseitig  aufeinander  wirken. 


< 


Jf 

Fignr  1.  Dje  Anziehung  eines  Längenelementes  d  x  der  Geraden  und 

d  sß 

der  Masse  m  ist  fAmm  -  ^  >  folglich  ist  die  Attraktion  der  ganzen  Linie 

x^ 

und  des  materiellen  Punktes 

*^dx  ,b  —  a 

mm 


A  =  fimm/    —2=f^ 

Ja       X 


ab 
Beicht  die  Gerade  B  C  bis  zum  Punkte  Jf,  dann  ist  a  =  0,  folglich  -4=Qo. 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Hechaolk.    II.  1 


,9 
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Wird  dagegen  ^  =  00  genommen ,  so  ergiebt  sich  A  = =  - — - — , 

a  a^ 

d.  h.  in  diesem  Falle  ist  die  Anziehung  ebenso  gross  wie  bei  Linien  von 

der  Länge  a  im  Abstände  a  von  der  Masse  m. 

2.  Bestimmung  der  gegenseitigen  Anziehung  einer  homogenen,  mate- 
riellen Geraden  und  eines  ausserhalb  dieser  Linie  liegenden  materiellen 
Punktes. 

jc  Es  sei  (Fig.  2)   0  der  materielle  Punkt,  BC  die 

materielle  Gerade,  ODJ^BC  und  =  a,  w  der  Querschnitt, 
il?     (»  die  Dichtigkeit  dieser  Linie,  m  die  Masse  des  Punktes  O, 
^     fi  die  absolute  Ejaft. 

Ziehen  wir  die  Strahlen  OB,  0  0,  die  Strahlen  O P, 

0$  so,  dass  PQ  ein  Element  der  Geraden  jBC  ist,  be- 

^,      „        schreiben  vom  Punkte  O  aus  mit  dem  Radius  a  den  Kreis- 

Fjgur  2. 

bogen  b.Dc,  mit  dem  Halbmesser  OP  den  koncentrischen 

Bogen  Pw,  so  ist  die  Anziehung  des  Elementes  PQ  und  der  Masse  m 

PQ 
gleich  fimQO)-=--    in  der  Richtung  OP;  weil  aber  AOPD<:^  AP^n, 

also  PQ:OP=Pn:OJD,  wodurch:^  =-^^^r^  =  =^-,  so  ist 
^  OP^       OD.OP       oD^ 

sie  auch  gleich  iimpw.=^~-    Daher  ziehen  sich  das  Element  PQ  der 

geraden  Linie  BC  und  der  Punkt  O  in  derselben  Weise  an,  wie  das 
Element  p q  des  materiellen  Kreisbogens  hBc  von  gleicher  Beschaßenheit 
und  der  Punkt  O,  folglich  ist  die  Attraktion  der  ganzen  Linie  BC  der- 
jenigen des  Kreisbogens  bDc  äquivalent,  mithin  die  Anziehung  der  Geraden 
und  des  Punktes 

Bogen  hDc  e  mM 


'-■■■■/ 


wobei  8  die  Länge,  M  die  Masse  des  Kreisbogens  bezeichnet. 

Die  Richtung,  in  welcher  diese  Attraktion  wirkt,  halbiert  offenbar 
den  Winkel  BOC.  Erstreckt  sich  die  materielle  Gerade  von  D  aus  nach 
beiden  Seiten  ins  Unendliche ,  dann  wird  die  Länge  des  Bogens  «  =  a  tt, 
daher  die  Attraktion  einer  solchen  Geraden  und  des  Punktes  O 

71  ,71 

A=^  umgw-  =1  amm  — > 

^      a  a 

wenn  noch  m   die  Masse  der  Längeneinheit  der  Geraden  bezeichnet. 

Die  rein  analytische  Lösung  dieser  Aufgabe  gestaltet  sich  wie  folgt. 
Mit  O  als  Pol,  OB  als  Polaraxe,  OP=r  als  Fahrstrahl,  2iP0B=^ 
als  Polarwinkel  ist  die  Gleichung  der  Geraden  BC  r  =  as€C^;  mit  BP=y 
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ist  y=^atgx^.    Nun  ist  das  Längenelement  der  Geraden  BO  gleich  dy 
^^aeec^x^dx^^  daher  die  Anziehung  eines  solchen  Elementes  mid  des  Punk- 

tes  O gleich /i m ma aec^ S-d&.-^^fi d &,  folglich  die  Attraktion  der 

Oeraden  BC  und  des  Punktes  0,  wenn  2^BMD==&\  2i.CMB  =  »'' 
gesetzt  wird, 

mm  • 


a 

Aber  es  ist  a(y+y)  gleich  der  Länge  des  zwischen  den  Fahrstrahlen 
MB^  M C  von  dem  Mittelpunkt-e  O  aus  mit  dem  Badius  AB  =  a  be- 
fichriebenen  Kreisbogens,  folglich  auch 

.  ^  a (^►'-h d-")         mm'  8        m  M 

Erstreckt  sich  die  Gerade  B  C  nach  beiden  Seiten  hin  ins  Unendliche,  so 

TT 

wird  y=:y=-,  mithin  in  diesem  Falle 

Ä  =  amm'—' 
a 

3.  Eine  materielle  Gerade  B  C  (Fig.  3)  ist  in  eine  gerade  Linie 
gebracht  worden,  welche  die  beiden  Kraftcentra  K  und  L  verbindet.    Die 

^_^_^  Kräfte  ziehen  direkt  proportional  der  Entfernung 

^       i~?     c       i      an.    Welches  ist  die  Ruhelage  der  materiellen 
^*^''-  Linie? 

Lasse  sein  /u,/*'  die  Absultkräfte  der  Centren  K^L^  P  einen  belie- 
bigen Punkt  der  Geraden  BC,  KB  =  x,  LC  =  y,  KP  =  8,  LP -=8, 
BC=2a\  KL  =  1,  q  =  der  Dichtigkeit  des  Stabes  BC,  x  =  der  Fläche 
seines  Querschnittes.  Die  Gleichgewichtsbedingung  lautet  hier,  weil  x  und  q 
för  alle  Punkte  der  Linie  gleich  gross  sind, 

8d8  =  fixQf         sds,  sodass  iij         ada^-yl j         8 da'. 

Hieraus  folgt 

/t{(Ä?-+-2a)2— a?2j=|ii'j(y-h2a)2— y2};     ju(ir4-a)=itt'(y-ha)=iu'(Z— a-Ä?), 

(/i  4-  ju')  Ä?  =  jii'  Z  —  (jit  -h  /i')  a, 

X  =  — ^ — >  —  a,    in  entsprechender  Weise    y  =  — ^- — -,  —  a. 

Durch  diesen  Wert  von  a?  oder  y  ist  die  Gleichgewichtslage  gegeben. 

Walton,  p.  64. 

4.  Ein  Ende  Ä  (Fig.  4,  S.  4)  eines  homogenen  Stabes  befindet  sich 
auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene,  sein  anderes  Ende  B  berührt  eine 


Attraktion. 
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vertikale  Ebene.  Die  Lotebene  durch  die  Stabaxe  und 
die  genannten  Ebenen  stehen  senkrecht  auf  einander  und 
schneiden  sich  in  dem  Punkte  0,  der  das  Centrum 
einer  anziehenden  Kraft  ist.  Welches  ist  die  Gleich- 
gewichtslage des  Stabes,  wenn  die  Kraft  direkt  proportional 
^  M  Ä  der  Entfernung  wirkt? 
^«f^'  *•  Es  sei  ß  die  Horizontalneigung  des  Stabes,  O  P  eine- 

nach  einem  beliebigen  Punkte  P  des  Stabes  gezogene  gerade  Linie,  S  dessen 
Schwerpunkt,  in  welchem  sein  Gewicht  G  angreifen  möge.  Setze  OP=r^ 
ÄP  =  8^  AS=BS  =  a^  2iiP0Ä=zd'j  jw  =  der  absoluten  Attraktions- 
kraft, jß,  jß'  gleich  den  Beaktioncn  der  Ebenen  in  den  Punkten  A,  B.  Indem 
sämtliche  am  Systeme  thätigen  Kräfte  in  horizontaler  und  vertikaler  Rich- 
tung zerlegt  und  Momente  um  den  Punkt  O  genommen  werden,  ergebeu 
sich  die  Gleichgewichtsbedingungen 

R'=^  j  (irdacos  &  =  ij,/     (2  a  —  3)d3Cos  ß^=2fia^  coaß^  (1) 


f2a 


(2> 


R  —  G=  ifirdasin-d'  =  fil     s  da  sin  ß  =  2fia^8inß^ 

R.2acoaß  =  G.acoaß-hR.2aatnß,   2Rcoaß  =  Gcoaß  -h2R'amß.  (3> 

Substituieren  wir  aus  (1)  und  (2)  die  Werte  von  JB'  und  R  in  (3),  so  er- 
giebt  sich 

Gcoaß  =  0,        d.  i.        /^=?- 

Daraus  geht  hervor,  dass  im  Gleichgewichtszustande  der  Stab  mit  der 
Vertikalen  OjB  in  Berührung  sein  muss. 

Es  ist  indessen  augenscheinlich,  dass  dieses  nicht  die  einzige  Gleich- 
gewichtslage sein  kann.  Der  Stab  wird  einfach  auch  in  Ruhe  bleiben^ 
wenn  er  so  mit  der  horizontalen  Ebene  in  Berührung  liegt,  dass  einer 
seiner  Endpunkte  mit  dem  Centrum  O  zusammenfällt.  Beim  Anschreiben 
der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  wurde  stillschweigend  angenommen,  dass  der 
Stab  von  den  Ebenen  nur  in  seinen  Endpunkten  Druck  empfange,  welche 
Hypothese  nur  für  die  erstere  Gleichgewichtslage  richtig  ist.  Aus  diesem 
Grunde  ist  in  der  analytischen  Untersuchung  von  den  zwei  Werten  0  und 

-  für  ß  nur  der  letztere  Wert  zulässig. 

Walton,  p.  65. 


5.  Zwei  materielle,  unbegrenzte  Gerade  kreuzen  sich  im  Räume  und 
sind  gegeneinander  unter  einem  gegebenen  Winkel  geneigt.  Diese  Linien 
ziehen  sich  gegenseitig  mit  Kräften  an,  die  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung  sind.    Welches  ist  die  ganze  Attraktion  in  der 
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Bichtung  der  kürzesten  Linie  zwischen  denselben,  wenn  die  gegenseitige 
Anziehung  zweier  Längeneinheiten,  vereinigt  in  ihren  Mittelpunkten  und 
getrennt  durch  die  Einheit  der  Entfernung,  gleich  der  Einheit  angesehen  wird? 

^E  Es  seien  EE\  FF'  (Fig.  5)  die  beiden  ge- 

raden Linien,  J.  .S  sei  der  kürzeste  Abstand  zwischen 
^-  ihnen,  T,  Q  seien  zwei  beliebige  Punkte  in  diesen 
Linien.  Ziehe  die  Oerade  TQ,  durch  B  lege  eine 
ZM  AB  senkrechte  Ebene,  QK  sei  die  Projektion 
von  TQ  auf  diese  Ebene.  Setze  AB=^c=^TK, 
TQ  =  8,  ÄT=r=BK,  BQ  =  r,  2iQTK=q>, 
den  Winkel  zwischen  den  Linien  EE'  und  FF'  gleich  &. 

clvtdv 
Die  gegenseitige  Attraktion  der  Punkte  T  und  Q  ist  gleich  — ^  g— . 

o 

SO  dass  ihre  Componente  in  zu  J.  B  paralleler  Richtung  gleich  — '-^ —  cos  <p 


S' 


dr.dr.s  c 


€08<f  =  ^dr.dr   ist.     Aber  wir  haben  8^=^0K^-\-TK^^=^ 


8^        —  T      ^s 


r*  4-r  2  — 2rr  coÄ* +  {?*,  folglich  ist  die  ganze  Attraktion  in  zu  ^B 

paralleler  Richtung 

/»+*    /•+«  dr.dr 

A  =  c 


'ff 


8 

+0D    /»H-oe  dr.dr 


= c  r  r 

%/  —  00      •/ —  00 


3 


{(/+  TCos^Y  -+-(?«  +  r'^sin^  d\^ 


=-  c 


4- 00 


^   /•+*   r (r  —  r  cos ^)dr i 

/-oo    -00  {c^^r^8m^d)\{r--rco8»Y  +  c^+T^8in^^\^ 

+  0C 
•/ — Qc  — oo 

Walton,  p.  181. 

6.  Bestimmung  der  gegenseitigen  Anziehung  einer  homogenen  Ereis- 
-scheibe  von  unbeträchtlicher  Dicke  und  eines  materiellen  Punktes,  welcher 
in  dem  auf  ihr  errichteten,  durch  ihren  Mittelpunkt  gehenden  Perpen- 
dikel liegt. 

Es  sei  (Fig.  6,  S.  6)  jyrder  materielle  Punkt,  0  die  Mitte  der  Scheibe, 
welche  oinen  Halbmesser  a  besitze,  OM=hj  ju  die  absolute  Kraft.  Ziehen 
wir  auf  der  Scheibe  zwei  unendlich  nahe  liegende  Radien  0  0,  OD, 
beschreiben  zwischen  ihnen  mit  den  Halbmessern  x,  as-^-dx  von  O  aus 
koncentrische  Kreisbogen,  so  entsteht  ein  Flächenelement  F  der  Scheibe 
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von  der  Masse  mxdadx,  wenn  2^C0D=^da,  m  die 
Masse  der  Flächeneinheit  ist.  Die  gegenseitige  Attraktion 
dieses  Massenelementes  und  der  Masse  m  des  Punktes  M 

oß  d  (X  d  üß 

ist  fimin —^ ^.     Diese  Kraft  lässt  sich  zerlegen  länga 

des  Halbmessers  OC  und  parallel  zu  MO  in  die  beiden 
Componenten  fimm  -r-^ 2" <^os2iMFO^  fimm  -r^ 2  *'"  ^iMFO, 

die  erstere  Componente  kommt  nicht  in  Frage,  weil  die  Scheibe  bezüglich 
eines  jeden  Diameters  symmetrisch  ist,  die  letztere  ist,  da  sin  2^  MFO  = 

A:VA^-*-a?^  auch  gleich  fimmh 3»  mithin  erhalten  wir  für  die- 

die  gesuchte  Anziehung 


Figur  6. 


Ä  = 


/•»  /•  ^    xdx      ,         „  /     ^    /•' 

Ja    Jq       (h^-^-x^^^  •/ 


=  2  u  mm' TT  fl 7 )' 


Dieser  Ausdruck  gilt  für  jeden  Wert  von  A  >  0.  Ist  der  Halbmesser  der 
Scheibe  unendlich  gross,  so  folgt  durch  das  oben  erhaltene  Resultat  mit 
a  =  00  für  die  Attraktion  A  =  2/imfn7t^  woraus  wir  erkennen ,  dass  in 
diesem  Falle  die  Qrösse  der  Attraktion  von  der  Entfernung  des  materiellen 
Punktes  von  der  Scheibe  unabhängig  ist. 

7.  Bestimmung  der  gegenseitigen  Anziehung  eines  materiellen  Punktea 
von  der  Masse  m  in  der  Spitze  eines  geraden  Ereiskegels  und  der  Masse 
dieses  homogenen  Kegels. 

Es  bezeichne  A  die  Höhe,  s  die  Seite,  m  die  Masse  der  Volumen- 
einheit  des  Kegels,  fi  die  absolute  Kraft.  Denken  wir  uns  den  Kegel 
durch  zu  seiner  Grundfläche  parallele  Ebenen  in  unendlich  dünne  Scheiben 
von  der  Dicke  dx  zerlegt,  dann  ist  die  Anziehung  einer  solchen  Scheibe 
im  Abstände  x  von  der  Kegelspitze  und  des  materiellen  Punktes,  wenn 
y  den  Badius  dieser  Scheibe  bezeichnet,  nach  dem  Besultate  unter  6,. 

2  7V um m  fl ,  ^dx=  27i umm  fl )dx^ 

X :  Va?^-f-y*  =  A : «  ist ,  folglich  die  gegenseitige  Attraktion  des  mate- 
riellen Punktes  und  Kegels 

A  =  2nf,immfl )/   dx  =  2nfÄmni  fl )//. 


weil 
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Attraktion. 


8.    Ein  dünner  Ring  DEF  (Fig.  7)  ist  an  einen  anderen  dünnen 

B _        Ring  ABC  mittelst  eines  Fadens  A D  gefesselt ,  die 

Länge  des  Fadens  ist  dem  Halbmesser  des  Ringes 
ABC  gleich,  in  welchem  der  Ring  DEF  vollständig 
liegt.  Wie  gross  ist  die  Spannung  des  Fadens,  wenn 
DEF  m  Ruhe  ist  und  die  Attraktion  von  ABC 
verkehrt  proportional  dem  Eubus  der  Entfernung  ist. 
Figur  7.  Befindet  sich  der  kleinere  Ring  in  Ruhe ,  dann 

fäUt  offenbar  die  Richtung  des  Fadens  AD  mit  einem  Halbmesser  des 
grösseren  Ringes  zusammen.  Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  des  kleineren, 
JK  ein  solcher  des  grösseren  Ringes.  Ziehe  die  Linien  PÄ,  DB,  DPQ, 
lasse  sein  a  =  dem  Radius  des  grösseren  Ringes ,  DE=  a,  DP  =  c^ 
PR=Q,  2i:PDC=&,  2^RDQ=^(p,  2i.RPQ=\p,  da,  äs  Elemente 
der  zwei  Ringe  bei  JB,  P,  iw,  m'  die  Massen  ihrer  Längeneinheiten,  T  = 
der  verlangten  Spannung,  die  absolute  Kraft  /it  =  1. 
Für  die  Spannung  T  besteht  die  Gleichung 

r=  mm  IXcosd-dB  I  —^cosipu 
weil  aber  d8=adtp,  ds'  = -^a  d{7T'—2S)  =  ^a  d&,  so  ist  auch 


2 


Nun  haben  wir 


T=  mm'aa  I    ^[cos^dd^j      — 
ir  ^-f  ^0      ^ 


fcosxpy 


•/o  ^0 


a  cos  (p  —  c 


(a*  +  c^  —  2  a  <?  cos  q>)^ 

dg> 


dq) 


~  2  dcj      a 


2 


4-  C 


2 


2  a  c  cos  (p 


sec 


2$ 


dqf 


o*)(l+tg^l)-2ae(l-tff^r) 


ät,% 


ia-c)*  +  {a  +  cytg^^ 
d  r      1  x^         a-¥  c      (£\-} 

0 

d^/^     n      X 2  nc 

"  de  W  —  cV  ""  («2—  c2)2' 


2ff 


8  Attraktion.  IV.  Th.  Kap.  IV. 


/**        ajg       ^nc  ,  f^\       co8^&d& 

a 


a 

►  +00 


^        /»+00 

2  7t  a^  j  d  X 


2  /r«  a' 


Mithin  ist 


T= 


Walton,  p.  182. 


2  TT^mm'a'^ 


9.  Ein  System  besteht  aus  n gleichen  materiellen  Punkten,  welche 
keine  Anfangsgeschwindigkeit  besitzen.  Beweise,  dass  das  System  in  Ruhe 
bleiben  wird,  wenn  die  Coordinaten  seiner  Punkte  nur  nach  dem  Gesetze 
sich  ändern  können 

n  ^  (a?2  4-  2/2  +  r«)  —  (J  xY  —  (Jy)2  —  {2 zY  =  konst. 

und  die  Punkte  sich  mit  der  Entfernung  direkt  proportionalen   Kräften 
anziehen. 

Die  Attraktion  zwischen  irgend  zwei  Punkten  Pi,  P^  des  Systemes, 
welche  einen  wechselseitigen  Abstand  r  besitzen,  ist  r  direkt  proportional. 
Denken  wir  uns,  dass  das  System  irgend  eine  unendlichkleine  Verschiebung 
ohne  Störung  seines  geometrischen  Zusammenhanges  erfahre,  so  dass  a 
die  Projektion  des  unendlichkleinen  Weges  von  Py  auf  die  Sichtung  der 
Linie  PiP%^  |3  diejenige  des  unendlichkleinen  Weges  von  P.>  auf  die  Rich- 
tung von  P2  ^i  y  ^^^^  wird  {a-^-  ß)r  die  Summe  der  Momente  der  beiden 
Kräfte  bezeichnen.  Aber  es  ist  a  +  /?  =  —  rf  r,  folglich  erhalten  wir  durch 
das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  die  Summe  der  Momente 
des  ganzen  Systemes  gleich  Null  nehmend, 

Q  =  2{rdr), 
woraus  sich  ergiebt 

C  =  2f2{rdr)  =  2 {r^)  =  2\{x  - x)^  +  (y -y)'  +  {^'-^)^\ 

=  (n  —  1)2 {x^  +  y*  +  ^^)  —  22{xx  +yy  -h  zz), 
C^nS{x^  ^  y^  -h  z^)  —  {2x)^  -  (2y)^  -  (2zy. 
V^alton,  p.  193. 
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10.  Bestimmung  der  Attraktion  eines  durch  die  Rotation  der  Curve 
r^^a^cosx)-  um  ihre  Axe  erzeugten  Körpers  auf  einem  in  ihrem  Ur- 
sprünge befindlichen  Punkt,  wenn  die  Anziehung  der  materiellen  Punkte 
des  Körpers  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  und  fi  die  absolute 
Kraft  ist. 

Ä  =  1  ^  /  rd^dr,2nrnn^f\co8»=2nfi  /  ^  1  8m&cos»d&dr 
Walton,  p.  179. 

11.  Bestimmung  der  gegenseitigen  Anziehung  der  Masse  einer  homo- 
genen Halbkugel  und  eines  im  Kugelmittelpunkte  liegenden  materiellen 
Punktes. 

Es  sei  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes,  tn  diejenige  der  Kubik- 
einheit  der  Kugel  vom  Eadius  a.  Legen  wir  in  den  Abständen  x  und 
<v  -¥-  dx  vom  Kugelcentrum  zwei  zu  der  ebenen  Begrenzungsfläche  der 
Halbkugel  parallele  Ebenen,  so  schliessen  dieselben  eine  unendlichdünne 
Scheibe  von  der  Masse  der  Halbkugel  ein.  Die  Anziehung  dieser  Scheibe 
und  des  materiellen  Punktes  ist,  wenn  y  den  Radius  der  Begrenzungs- 
fläche im  Abstände  x  vom  Kugelcentrum  bezeichnet, 

2ummn{l \dx  =  2am7nn(\  —  -  |  dx^ 

V         ^fx^■^y^'  \         aJ      ' 

weil  a?^  -H  y^  =  a^.  Mithin  erhalten  wir  far  die  Attraktion  der  Masse 
m  und  der  Halbkugel 

A  =  2iimmn  j    (l j  dx  =  fimmna. 

2 

Denken  wir  uns  die  Masse  ~m  na^  der  Halbkugel   in  einem   solchen 

ö 

Abstände  z  von  dem  Mittelpunkte  koucentriert,  dass  die  Anziehung  zwischen 
ihr  und  der  Masse  m  dieselbe  bleibt,  als  wenn  diese  Masse  gleichförmig 
im  Volumen  der  Halbkugel  verteilt  wäre,  so  muss  dafür  die  Bedingung 

erfüllt  sein 

,  2  ummna^ 

amm  na  =  -tz ^ » 

3  z^ 

woraus  sich  ergiebt 

z  =  ay^  =  0-816  a. 
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Dieser  Punkt  im  Abstände  z  vom  Kugelmittelpunkte  wird  Mittelpunkt 
der  Attraktion  der  Masse  genannt. 

12.  Bestimmung  der  gegenseitigen  Anziehung  einer  homogenen 
Kugel  und  eines  materiellen  Punktes  auf  ihrer  Oberfläche. 

Indem  wir  dieselben  Bezeichnungen  wie  unter  11  anwenden,  die 
Kugel  in  unendlich  dünne  Scheiben  senkrecht  zu  der  Verbindungslinie  des 
materiellen  Punktes  und  Kugelcentrums  zerlegt  denken,  diese  Linie  als 
Abscissenaxe  mit  dem  Ursprünge  in  der  Kugelfläche  nehmen,  wodurch  die 
Gleichung  des  die  Kugel  durch  Botation  um  die  Axe  der  x  erzeugenden 
Kreises  y^  =  2  aa?  —  ^^  ist,  erhalten  wir  für  die  Attraktion  Ä  der  Masse 
m  und  der  anliegenden  Halbkugel 

Ä^2^immn  I   Tl  -  ^/^^  da?  ==  2^mm'7rari -- ^  V 

Für  den  Mittelpunkt  der  Anziehung  dieser  Halbkugel  besteht  die  Gleichung 

2  ammna^      ^           ,        r ^       V2^^ 
-g-^,— =  2^mm7ra(^l g-j» 

so  dass  z  = =  0*794  a. 


/3^y 


2 

Die  Anziehung  der  Masse  m  und  der  Masse  der  ganzen  Kugel  ist 

A  =  2iimmn  j      l\  —  y  ^Jda)  =  —^mmna. 

Für  den  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Anziehung  der  Kugel  vom  Punkte 
m  besteht  die  Belation 

4  fi mm 71  a^       4  ,  , 

o 5 =  -^umm  na*  so  dass  z  =  a. 

6         z^  3 

Mithin  zieht  jede  homogene  Kugel  einen  Punkt  auf  ihrer  Oberfläche  so 
an,  als  wäre  die  ganze  Kugelmasse  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt. 

13.  Bestimmung  desjenigen  Punktes  in  der  Axe  eines  homogenen, 
halbkugelfBrmigen  Körpers,  in  welchem  ein  materieller  Punkt  unter  der 
Wirkung  der  Attraktion  der  materiellen  Punkte  der  Halbkugel  im  Gleich- 
gewichte bleibt,  wenn  das  Anziehungsgesetz  das  Newton'sche  ist. 

Es  sei  (Fig.  8,  S.  11)  Cj;  die  Axe  der  Halbkugel,  BCiy  ein 
Durchmesser  ihrer  Basis,  O  die  verlangte  Lage  des  materiellen  Punktes, 
DJBiy  der  ebene  Schnitt  durch  CE  und  BCB'  der  Oberfläche  des 
Körpers.  Ziehe  BOB'A.Ci:,  die  Gerade  OD,  wähle  die  Punkte  P,  p 
in  den  Bogen  EB^  BD  beliebig,  ziehe  die  Geraden  OP,  Op,  die  Linien 
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PJf,  pm  seckrecht  zu  CU,  Lasse  sein  CE=^a=CD^ 
OC=c,  OB  =  b,  OD=-b\  OP=-r,  OM=x,  PM=y, 
Op  =  r\  Om  =  x\  pm  =  y\  jtt=  der  absoluten  Anziehung 
einer  Masseneinheit  der  Halbkugel,  q  =  ihrer  Dichtigkeit^ 
A  =  der  Anziehung  des  Teiles  BEB",  J5  =  derjenigen 
des  Teiles  BDD'B'  der  Halbkugel  auf  den  materiellen 
Punkt. 

Figur  8.  Die    Anziehung    einer    dünnen    zur    Axe    senkrechten 

Scheibe  der  Halbkugel  von  der  Dicke  dx  im  Punkte  M  auf  den  Punkt 

O  ist  2ni^iQda)fl Y  folglich  ist 

Ä 


A  =  ^nug  I         (1 ia*i\   d.i. =  a—  c—  / 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

JB=2;r^,y'(l-J)ci^',       d.i.       ^  =  .-^^ 


(1) 


(2) 


r-  =  a?^-f-y^  =^^  +  a*--(a?4-  c)^  =  a^  —  c*  —  2(?a;  =  6^  —  2c.v, 


Nun  bestehen  die  geometrischen  Belationen 

so  dass 

2<?a?  =  62  —  r*,      cdx=---rdr^ 

daher = -„-  dr.    Mithin  ist  vermöge  (1),  wenn  wir  beachten» 

dass  r^=^a'—c^  6,  wenn  x  =  a  —  (?,  0  ist, 

A 


1     /•""■' 


r^)  (i  r. 


(3) 


Ferner  sagt  uns  die  Geometrie,  dass 
r' =  a?'2  4-y'«  =  a?'« -h  a2  — ((?  — a;')2  ==  a2  — ö2  +  2(?a7' =  6« -4- 2ca?', 

womit   2(?Ä?'  =  r  ^— 6^,   cdaf  =  r  dr^   daher 


/  2c2 

Demnach  ergiebt  sich  mit  (2),  weil  /  =  b\  b^  wenn  a?'  =  c,  0  ist, 


dr\ 


B 

^TCflfß  2 


Jh  Jb 


(4) 


Für  das  Gleichgewicht  des  materiellen  Punktes  0  muss  A=^B  sein ,  so 
dass  mit  (8)  und  (4) 


a  —  c  + 


Jb  Jb 


folglich 
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Ja  —  e 

Die  Ausführung  der  Integration  giebt,  wenn   wir  h'  dabei  durch  seinen 

Wert  y^a*  4-  c^  ersetzen  und  reduzieren, 

a»  —  4  ö8  =  (a«  —  2  c«)  VöM^. 

Durch  Quadratur  und  Vereinfachung  des  Besultates  folgt  noch 

AUS  welcher  Gleichung  der  Wert  von  c  abgeleitet  werden  muss.     Nähe- 

...  3 

rungsweise  ist  ^  =  -«- «. 

Diarian  Bepository,  p.  629.    Walton,  p.  179. 

14.  Bestimmung  der  gegenseitigen  Anziehung  einer  homogenen  Kugel 
und  eines  ausserhalb  ihr  gelegenen,  materiellen  Punktes  unter  der  An- 
iiahrae,  dass  die  Kugel  aus  unendlichdünnen  Scheiben  zusammengesetzt  sei. 

Es  sei  m  die  Masse  des  ausserhalb  der  Kugel 
gelegenen,  materiellen  Punktes  ilf,  m  diejenige  der 
Volumeneinheit  der  homogenen  Kugel  mit  dem 
Mittelpunkte  0  (Fig.  9),  OM=h,  der  Kugel- 
radius =  a ,  O  Ursprung  rechtwinkeliger  Coor- 
dinaten,  der  Strahl  OM  Abscissenaxe ,  die  Ordi- 
natenaxe  0  F  in  der  Ebene  der  Figur  gelegen. 
Figur  9.  Die  Gleichung  des  die  Kugel  durch  Rotation  um 

die  Axe  der  x  erzeugenden  Kreises  ist  a?^  -f-  y^  =  a^,  der  Abstand  irgend 
einer  unendlichdünnen  zu  OM  senkrechten  Kugelscheibe  CD  von  M\%ih  —  a?, 
so  dass  die  Anziehung  der  Masse  in  M  und  dieser  Scheibe  2 [im m  n  X 

(1 r  ^  d  X  ^  2  amrn  n  ( \ ]dx. 

Folglich  ist  die  gegenseitige  Attraktion  des  materiellen  Punktes  und  der 
Kugelmasse 


A  =  2umm  n  /      (1 > — — -rr— )  dx. 

J-a    ^         Yb^-+-a^'-2bx^ 


(1) 
Nun  erhalten  wir  mit  fr^-f-a*— 2fta?  =  M 


1 


jy        V62  +  a«  — 26a;^  2  67  V  2b  2  6/ 

1  r        6«-a«  \       1     L^l 

=  -^[68+a2-26ar-^^^(62+a«-2M*-^&*+a*-2M'+c]' 
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z+vi  _  ^_^--__) , . = I «:.  (2> 


so  dass  mit  (l)  und  (2),  wenn  noch  M  die  Masse  der  Eugel  bedeutet, 

Folglich  zieht  eine  homogene  Eugel  die  Masse  m  eines  ausserhalb  ihr  ge- 
legenen Punktes  gerade  so  an,  als  wenn  ihre  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte 
koncentriert  wäre. 

Mit  b  =  a  befindet  sich  der  materielle  Punkt  auf  der  Oberfläche  der 
Eugel,  in  diesem  Falle  ist  daher 

A=  -^fAmm  na, 

15.     Bestimmung  der  gegenseitigen  Anziehung   einer   aus  koncen- 

irischen  Schalen  von  konstanter  Dichtigkeit  zusammengesetzten  Engel  und 

eines  materiellen  Punktes,  wenn  das  Attraktionsgesetz  das  Newton'sche  ist. 

Es  bezeichne  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes,  m  diejenige  einea 

materiellen  Teilchens  der  Eugel,  g  die  Masse 
ihrer  Volumeneinheit,  welche  in  gleichen  Abstän- 
den vom  Eugelmittelpunkte  gleichen  Wert  hat, 
b  die  Entfernung  des  materiellen  Punktes  M 
vom  Mittelpunkte  O  der  Eugel  (Fig.  10),  a  den 
Figur  10.  Eugelradius.   P  sei  die  Lage  des  Massenteilchens 

m\  OP=r,  MP  =  u. 
Der  Ausdruck  für  die  gegenseitige  Anziehung  der  Massen  m  und  rn 
nach  dem  Gravitationsgesetze  ist 

mm  .  . 

Nun  sei  O  der  Mittelpunkt  einer  unendlich  dünnen  Schale  der  Eugel  von 

der  Dicke  dr^  P  irgend  einer  ihrer  materiellen  Punkte,   2^P0M^  ^y 

der  Winkel,  welchen  die  Ebene  POM  mit  der  horizontalen  Ebene  durch 

OM  einschliesst,  =9).    Die  Badien  der  Eugelschale  sind  r  und  T-\-dT, 

Geht  ^  in  ^  -H  d  ^  über,  so  ist  das  zwischen  den  veränderlichen  Schenkeln 

der  Winkel  ^  und  ^  +  d  ^  und  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Bogen  der 

Schale  liegende  Flächenelement  rdrd&.    Dreht  sich  die  Ebene  POM 

durch  einen  Winkel  dy,  dann  beschreibt  der  Punkt  Pden  Weg  rsin^dfp^ 

also  die  Fläche  rdrd&  das  Volumen  r^dr8m&d&d(p  von  der  Masse 

Qr^drsin{>d^d(p.    Nach  (1)  ist  die  Anziehung  dieses  Massenelementes^ 

und  der  Masse  m  gleich 

r^  drairi'&d^da) 
figm ^ '^• 
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Zerlegen  wir  diese  Kraft  in  ihre  Componenten  in  paralleler  und  normaler 
Bichtung  zu  031^  dann  ist  die  erstere  gleich 

II  qm -g ^  C08  2^  PM  0.  (2) 

Für  das  Dreieck  PMO  besteht  die  Relation  u^  =  b^ -{-r^— 2hrco8e, 

womit  €08 2LPM0  = = pr-v »  udu  =  br  sw  e d ^. 

u  ^bu 

Dadurch  geht  der  Ausdruck  (2)  über  in 

agm     ,     _     h^  —  r^  4- w^  , 
2^2-rdrd9 -^ du. 

Die  Anziehung  der  ganzen  Eugelschale  und  der  Masse  m  in  zu  O  M  pa- 
ralleler Bichtung  ist  somit 

wobeK      ^2 2 du  die  Anziehung  der  Masse  m  und  des 

von  dem  Flächenelemente  rdrdO  bei  einer  vollen  Umdrehung  um  031 
erzeugten  Ringes  bedeutet. 

Weil  die  Kugelschale  bezüglich  jeder  durch  ihren  Mittelpunkt  ge- 
legten Ebene  symmetrisch  ist,  so  ist  die  Summe  aller  elementaren  Kraft- 
componenten  senkrecht  zu  OM  gleich  Null,  daher  der  Ausdruck  (4)  bereits 
gleich  der  ganzen  Attraktion. 

Nun  giebt  die  Integration  der  Gleichung  (4)  nach  u  als  Anziehung 
der  Schale  und  des  Punktes 

-    r        b^  —  r^        - 1     4  an  gm     _  m  31' 

wenn  Jlf'=  4 n:^r*dr  =  der  Masse  der  Schale  gesetzt  wird. 

Daraus  geht  hervar,  dass  eine  Kugelschale  einen  ausserhalb  ihr  ge- 
legenen Punkt  ebenso  anzieht,  als  wenn  ihre  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre. 

Besteht  nun  eine  Kugel  aus  unendlich  vielen  koncentrischen  Kugel- 
schalen, deren  Dichtigkeiten  entweder  von  Schicht  zu  Schicht  sich  ändern 
oder  durchweg  gleich  sind,  dann  wird  offenbar  die  Attraktion  der  Gesamt- 
heit dieser  Schalen,  d.  i.  der  Kugel,  welche  sie  bilden,  auf  den  ausserhalb 
ihr  liegenden  materiellen  Punkt  so  beschaffen  sein,  als  wenn  die  Gesamt- 
masse dieser  Schalen,  d.  i.  der  Kugel,  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 
Für  eine  homogene  Kugel  ist  mithin,  wenn  a  ihren  Radius,  M  ihre  Masse 
bedeutet,  durch  (4) 


^  =  ^F*-rfr|«-''— ^  +  C|  =  -'^^^^rdr=,.'^;-.  (5) 
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4  a»         m  Jf 

Ist  die  Dichtigkeit  q  nicht  konstant,  sondern  eine  Funktion  von  r,  etwa 
^=p  ±_qr,  dann  erhalten  wir  als  totale  Anziehung  der  Kugel  und  des 
Punktes 

mM,     ,   3      . 

Befindet  sieh  der  Punkt  Ä  von  der  Masse  m  innerhalb  der  Kugel* 
schale  vom  Halbmesser  r  und  der  Dicke  d  r,  dann  sind  offenbar  die  Grenzen 
des  Integrales  nach  le  in  (4)  r  —  ft  und  r -h  b,  so  dass  die  Attraktion 

ungmrdr  r^'^^j<^       r^  —  b\  .         ^ 

^= W—Jr-.    0 ;^)^«  =  ö- 

Ein  materieller  Punkt  befindet  sich  demnach  innerhalb  einer  Kugelschale, 
wenn  nur  die  gegenseitige  Anziehung  wirkt,  bei  jeder  Lage  im  Gleich- 
gewichte. 

Liegt  nun  der  materielle  Punkt  innerhalb  einer  beliebigen  Anzahl 
unendlich  dünner,  koncentrischer  Kugelschalen,  so  gilt  dieser  Satz  für  jede 
Schicht,  gleichviel  ob  die  Dichtigkeit  der  Masse  von  Schichte  zu  Schichte 
sich  ändert  oder  konstant  ist,  wodurch  er  auch  auf  eine  Schichte  von  end- 
licher Dicke  angewendet  werden  kann.  Daraus  geht  hervor,  dass  sich  die 
Anziehung  einer  Kugel  auf  einen  Punkt  in  ihrem  Inneren  auf  die  Anziehung 
derjenigen  koncentrischen  Kugel  reduziert,  deren  Oberfläche  durch  diesen 
Punkt  geht.  Ist  daher  b  der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Kugeimittel- 
punkte  und  die  Dichtigkeit  der  Kugel  konstant,  so  haben  wir 

A=—^—j-^ — /    r^dr==—(inbQm. 

Die  Anziehung  ist  demnach  hier  vom  Halbmesser  der  Kugel  unabhängig 
und  direkt  proportional  dem  Abstände  des  materiellen  Punktes  vom  Kugel- 
centrum. 

Aus  diesen  Betrachtungen  lässt  sich  die  Folgerung  ziehen :  Bestehen 
zwei  Kugeln  aus  koncentrischen  Schichten,  von  denen  jede  eine  homogene 
Masse  besitzt,  dann  ziehen  sich  diese  Kugeln  so  an,  wie  wenn  ihre  Massen 
in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären. 

16.  Auf  der  kugelförmig  gedachten  Oberfläche  der  Erde  befindet 
sich  ein  Berg  von  der  Form  eines  Botationsparaboloides  mit  vertikaler  Axe. 
Welches  ist  die  Anziehung  dieses  Berges  und  eines  materiellen  Punktes 
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auf  seiner  Spitze,  wenn  die  Masse  des  Berges  von  homogener  Beschaffen- 
heit ist? 

]0_ y-  ^s  sei  (Fig.  11)  OJE E'  ein  vertikaler  Schnitt 

des  Paraboloides  durch  seine  Axe  0  Z>,  dann  ist  die 

Curve  EOE'  eine  Parabel  und  wird  durch  die 

_  Rotation  der  Fläche  ODE,  wobei  DEjlOD,  dieser 


s 


X  Körper  erzeugt.    Der  Scheitel  0  dieser  Parabel  sei 

Figur  11.  Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Coordinatensystemes 

mit  der  Abscissenaxe  OD,  so  dass  die  Coordinaten  eines  beliebigeuPunktes  B 
der  Parabel  00  =  x,  OB  =■  y  sind,  h  sei  die  Höhe  AD,  nh  =  DE  der 
Badius  der  Grundfläche  des  Körpers,  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes  O 
auf  dem  Gipfel  des  Berges,  q  die  Masse  der  Volumeneinheit  des  Körpers,  fz 
die  Attraktion  zweier  Masseneinheiten  im  Abstände  der  Einheit  der  Entfer- 
nung von  einander. 

Zwischen  den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  B  der  Parabel 
und  denjenigen  des  Punktes  E  besteht  die  Beziehung  a?:A  =  y*:n^Ä^ 
so  dass  die  Gleichung  der  die  Oberfläche  des  Körpers  durch  Botation  er- 
zeugenden Curve 

y^zzzn^hx.  (1) 

Legen  wir  in  den  Abständen  x  und  x-h  da  vom  Scheitel  O  durch  den 
Körper  zwei  horizontale  Ebenen,  beschrieben  um  01>  zwei  koncentrische 
Cylinderflächen  mit  den  Eadien  OF=ry  OFi  =  r  -h  dr,  wobei  r<y, 
dann  schliessen  diese  vier  Flächen  einen  Ring  vom  Querschnitte  dxdr 
ein.  Führen  wir  ferner  durch  die  Axe  OD  noch  zwei  Ebenen,  welche 
mit  der  Ebene  Oi>^  die  Winkel  g>  und  qf-i-dg)  bilden,  so  schneiden 
diese  Ebenen  von  dem  Ringe  ein  Volumenelement  dxdrrdtp  aus,  welches 
die  Masse  Qdxrdrdip  besitzt.    Diese  Masse  ist  von  dem  Scheitel  O  um 

die  Strecke  0F  =  Y^^  +  r^  entfernt,  demnach  die  Anziehung  zwischen 
ihr  und  dem  materiellen  Punkte  O 

m  gdxrdrd(p 

x^  ■+-  r' 

Diese  Kraft  zerlegen  wir  in  ihre  Componenten  in  paralleler  und  senkrechter 
Richtung  zu  OD,  es  ist  die  erstere  dieser  Seitenkräfte  gleich 


inoaxraraw  .^^ 


modxrdrdo)        ^t-i^tw         modxrdrdw  x 


2  _i_  ^2 


mgxdxrdrd  <p 

—  ^  8 

{x^  4-  r^2 

Um  nun  die  Gesamtanziehung  in  der  Richtung  von  OD  zu  erhalten,  ist 
dieses  Differential  in  Hinsicht  auf  die  drei  Variablen  y,  r  und  x  zu  inte- 
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grieren.    Es  sind  hier  die  Grenzen  der  Integration  0  und  2  n  bezüglich  g), 
0  und  y  bezüglich  r«  0  und  h  bezüglich  oc.    Demnach  ist  diese  Attraktion 

•^    •/o   •/o  {x^-hr^y  •/o    •/o    {x^-hr^y 

X  d  X  f*  d  'f* 
2f,inmQ 3  ist  die  Anziehung  zwischen  der  Masse  m  und  derjenigen 

des  Ringes  vom  Halbmesser  r  und  dem  Querschnitte  dxdr^  an  den  ein- 
zelnen Punkten  desselben  wirkeo  die  aus  (2)  sich  ergebenden  Horizontal- 
componenten,  ausser  den  soeben  summierten  Yertikalcomponenten.  Weil 
dieser  Ring  in  Beziehung  auf  jede  durch  die  Axe  OD  gehende  Ebene 
symmetrisch  ist,  so  ist  die  Resultante  aus  den  Horizontalkräften  gleich 
Null  und  es  ist  offenbar  der  Ausdruck  für  Ä  die  totale  Anziehung  zwischen 
der  Masse  des  materiellen  Punktes  0  und  der  Masse  des  Berges. 
Die  Fortsetzung  der  Integration  giebt 

A  =  2iA7img  /  (1 7 —  ^Adx, 

Vo  V     Y^^hx-ha^^ 

2 an m 0(1 -^ fl ,y  stellt  die  Grösse   der  Anziehung   des 

^        Yn^hx-ha^^ 

materiellen  Punktes  O  und  einer  horizontalen  Schicht  von  der  Dicke  d  ^  im 

Abstände  x  von  O  dar. 

EndUch  erhalten  wir  durch  weitere  Summation 


A         9  I./1         lA-L--2^^S!»!-tl±AV^l±!^ 

A  =  2fAnmQhll  —  yi-hn*-+-  -^l ^ 


(3) 


womit  die  Grösse  der  Attraktion  der  Masse  m  und  derjenigen  des  Berges 
bekannt  ist. 

Unter  der  Annahme,  dass  der  Berg  sehr  flach,  also  n  bedeutend 
grösser  als  die  Einheit  ist,  kann  der  bekommene  Ausdruck  vereinfacht 
werden.    Zunächst  lässt  sich  schreiben 


Nun  ist  K  1  +  -5  =  1  4-  -zr—s,  wenn  die  Glieder  mit  der  vierten  Potenz 
Ton  n  Temachl&asigt  werden,  femer 

wenn  ebenfalls  die  Glieder  mit  der  vierten  Potenz  von  n  vernachlässigt 
werden.    Damit  geht  die  (4)  über  in 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik,  n.  2 
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A  =  2iinmQh(l'-'^.  (5) 

Bezeichnet  R  den  Halbmesser  der  Erde,  qi  die  mittlere  Dichtigkeit  der 

Erdmasse,  Ai  die  Attraktion  der  Erde  und  des  materiellen  Punktes  O, 

welcher  auf  ihr  liegt,  so  ist 

4 


daher 


Ai  =  -Q  f*  TT  22  m  (>  i , 


A  —  ^  _?_  A  ^1  _  A^ 


Wählen  wir  z.  B.  n  =  5,  Ä  =  0*5  geographische  Meilen,  näherungsweise 
(>  =  2-77,  ^1  =  5-68,  Ä  =  860  Meilen,  so  erhalten  wir  ^:^i  =  1:2713. 
Folglich  ist  die  Anziehung  der  Erde  2713  mal  grösser  als  die  dieses 
Berges  auf  die  Masse  m. 

Antenheimer ,  Elementarbuch  der  Differentialrechnang  etc. 

17.  Bestimmung  der  totalen  Anziehung,  welcher  eine  sehr  dOnne, 
homogene  Eugelschale  und  ein  materieller  Punkt  unterworfen  sind,  wenn 
das  Attraktionsgesetz  allgemein  durch  F{u)  ausgedrückt  wird,  wobei  n 
wieder  die  Entfernung  bezeichnet  und  die  übrigen  Benennungen  dieselben 
wie  unter  15  sind. 

Nach  dem  Früheren  ist  die  Attraktion  des  materiellen  Punktes  von 
der  Masse  m  und  einem  Volumenelemente  der  Eugelschale  parallel  zu  der 
den  materiellen,  ausserhalb  der  Schale  gelegenen  Punkt  und  den  Mittel- 
punkt der  Schale  verbindenden  Geraden 

^^rdrd^{u^^h^-r^)F(u)du.  (1) 

Mithin  ist  die  verlangte  Attraktion 

A^^^rärr^"^  r''{u'^  +  h^  —  r^)F{u)du 

=  ^'^^-^rdrr'^\u^  -h  h^-r^)F{u)du. 

Das  letzte  Integral  ist  durch  teilweise  Integration  zu  bestimmen,  womit 
sich  ergiebt 


6-t-f 


^^^'_'L^9^rdrUu^^b^-T^)fF{u)du^  2 /]tt/>(w)  dwjdwl 


6  — r 


f.i7imQ 


'^rdrUu"^  -hbi-  r^)F'  (u)  -  21^"  (u)  -+-  cl 


r  —  b 


=  2,.„,,.....,l(^''>^-';^<>^[.  6) 
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Befindet  sich  der  materielle  Punkt  im  Abstände  h  <.r  vom  Mittel- 
punkte der  Schale,  also  in  ihrem  Inneren,  dann  sind  für  u  die  Integra- 
tionsgrenzen r  —  h  und  r  +  6,  womit  sich  in  diesem  Falle  ergiebt 

A  =  2iinmQrdrjr^\ ^ '— ^^ ^y  (3) 

a)  Es  sei  F(w)  =  -ö-     In  diesem   Falle  ist    F'U)^ h  C, 

u^  u 

r'  (u)  =  -  ti  +  ^u'^  -4-  C\     F"  (^  +  r)  =  —  (6  4-  r)  -h  ^{h  +  r)8-f-  (7, 

r'(h  ^r)=-{h  —  r)  +  ^{h  —  r)2  +  O',         iP"(r  —  5)  =  -  {r  —  h) 

C 
4-  ^  (r  —  6)2  +  C.  Damit  erhalten  wir,  wenn  der  materielle  Punkt  ausser- 

halb  der  Eugelschale  liegt,  durch  (2) 

.     ..       rt                  ,     d   f       2r      ^^   \       iamonr^dr  M 

^  =  2/e7rm^rdr  — j  — y-H2Cr|  = ^^ =^l^'^^^ 

wenn  dagegen  die  Masse  m  innerhalb  der  Schale  sich  befindet  mit  (3) 

A=  2|«7rmerdr-Tr{— 2  +  Ctrt  =  0, 

b)  Ferner  sei  F{u)=u.  In  diesem  Falle  ist  i?"'(u)=^+  Ju"  +  C, 

SO  dass  die  Anziehung,  welche  die  Kugelschale  und  ein  ausserhalb  ihr 
liegender  Punkt  aufeinander  ausüben,  mit  (2) 

A  =  2  finmg  '''^^'Trih^^  -h  r^  -h  2  Cr\^=:4fi7Tmpr^dr  .h=^ixm  M.h^ 
dieselbe,  wenn  der  Punkt  innerhalb  der  Schale  sich  befindet, 

A=  2fimQrdrj^lr^  —  h^r'h2Cr^ 

=■  —  4finmQr^dr,h=r.  — fimM.  h. 

Die  Anziehung  der  Eugelschale  und  eines  materiellen  Punktes  ist  mithin 
dieselbe,  wie  wenn  die  Masse  der  Schale  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt 
wäre.     (Laplace  gab  die  hier  angewendete  Methode.) 

18.  Für  welche  Attraktionsgesetze  ist  es  gestattet,  die  Masse  einer 
homogenen  Eugelschale  bei  der  Berechnung  ihrer  Attraktion  auf  einen 
äusseren  Punkt  in  ihrem  Mittelpunkte  koncentriert  anzunehmen? 

Ist  F(u)  das  Attraktionsgesetz,  F"{u)  = /iu/Fuduidu^  wie  oben, 

80  haben  wir  für  die  Anziehung  der  Masse  m  des  äusseren  Punktes  und 
der  im  Mittelpunkte  der  Schale  koncentrierten  Schalenmasse 
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Ä  =  ^finrngr^dr  F{b)^  (1> 

wenn  die  Masse  der  Schale  nicht  koncentriert  ist,  besteht  f&r  die  Attrak- 
tion A'  die  Gleichung 

A  =^2finm^rdrj^l^ ^ -'— ^ 1.  (2> 

Im  vorliegenden  Falle  muss  A'  =  A  sein,  wodurch  die  Bedingung  entsteht 

Die  Entwicklung  der  Grössen  jP"  {b  -+■  r)  und  F"  {b  —  r)  nach  dem  Satzfr 
von  Taylor  in  eine  Reihe  giebt 

^'        db\     db     *      1.2.3     di«     b 


•  •  • 


— <''-^Ä(r4:s^-S^?--|- 


Die  Möglichkeit  dieser  Gleichung  verlangt,  dass 

d  i      1      d^F"{b)  rf  , 

db\1.2.3     db'     'b  i 

ist,  was  der  Fall,  wenn 


Nun  ist 

'^'^  =  bfF(b)db,      '-li;ß=fnb)db^bF(b), 

d'r"{i>)_  dF{b) 

db^     =^Fib)  +  b-j^, 
wodurch  wir  die  Bedingung  erhalten 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  giebt 

b^F{b)  =  Cb^'hC\ 
woraus  folgt 

F(b)=-Cb-h^'  (4) 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Eonstanten  C  und  C'  von  b  unab- 
hängige Grössen,  sie  genügt  allen  übrigen  der  Bedingungen  (3)  und  lehrt: 
Die  Kraft  muss  entweder  der  Distanz  direkt,  oder  dem  reziproken  Werte 
des  Quadrates  der  Distanz  direkt  proportional  sein,  oder  sie  muss  teils 
der  ersten  Potenz  der  Entfernung,  teils  dem  reziproken  Werte  des  Qua- 
drates der  Entfernung  direkt  proportional  sich  ändern. 
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19.  Nach  welchem  Gesetze  müssen  die  materiellen  Punkte  einer 
homogenen  Eugelschale  anziehen,  wenn  in  ihrem  Hohlräume  ein  materieller 
Punkt  bei  jeder  Lage  im  Gleichgewichte  bleiben  soll? 

Die  gegenseitige  Anziehung  einer  solchen  Schale  und  eines  Punktes 
von  der  Masse  m  in  ihr  ist 

Ä  =  2^i7iniQrdr  —  }^ ^^ '— ^}.  (1) 

Damit  nun  der  materielle  Punkt  bei  jeder  Lage  in  Buhe  bleibt,  muss 
^  =  0  sein,  wodurch  wir  die  Bedingung  erhalten 

Die  Entwickelung  der  Klammergrösse  dieser  Gleichung  in  eine  Reihe  nach 
4em  Satze  von  Taylor  giebt 

dr     "^1.2.3      rfr»      "^ ^' 

wobei  C  eine  von  b  unabhängige  Eonstante  ist,  folglich  muss  sein 

a^(r)  =  c,  ^L^-^^  =  0,....  (3) 

dr  dr^ 

Die  Bedingungen  (3)  werden  alle  erfüllt,  wenn  die  erste  es  ist,  d.  h.  wenn 

r/F{r)dr=C,  d.i.  F{r)=^ 

ist.     Mithin  muss  das  Attraktionsgesetz  das  Newton'sche  sein. 

20.  Welches  ist  die  gegenseitige  Attraktion  eines  homogenen,  ab- 
geplatteten Sphäroides  von  der  Elliptizität  e  und  einem  in  seinem  Pole 
befindlichen  materiellen  Punkte,  wenn  e  sehr  klein  und  das  Anziehungs- 
gesetz das  Newton*sche  ist? 

Es  sei  2a  die  grosse,  2b  die  kleine  Axe  der  elliptischen  Fläche, 
welche  durch  ihre  Rotation  um  die  kleine  Axe  den  Körper  erzeugt,  der 
materielle  Punkt  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten  mit  der  Drehaxe 
als  Axe  der  as.  Die  übrigen  Bezeichnungen  seien  die  früheren.  Damit 
ist  die  Gleichung  der  erzeugenden  Ellipse 


a« 


3/8  =  ~2  (2^^  —  ^*). 

Denken  wir  uns  dem  EUipsoide  eine  dasselbe  in  den  Polen  berührende 
Kugel  eingeschrieben,  so  ist  die  Masse  eines  Kreisringes  zwischen  der 
Kugelfläche,  der  Sphäroidfiäche  und  zwei  zu  dem  Äquator  parallelen 
Ebenen  in  den  Abständen  a  und  x  -i-  dx  vom  Goordinatenursprunge  gleich 

71  fl 2)  ^y^  ^^'    ^^^^'    ™*  ^^  ~ 2""  *  annähernd  -2  =  1  —  2^, 
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b^ 
gleich  2  n e Q  —^(2 b (c  —  w^) d w^  oder  2 tt <? ^  (2 6 o?  —  a?^) d o?.    Nun  kauft 

Cv 

angenommen   werden,  dass  jedes  Teilchen  dieses  Ringes  von  dem  mate* 

riellen  Punkte  gleichweit,  um  die  Strecke  ^2bx  entfernt  ist,  so  dass 
die  Attraktion  des  Punktes  und  des  Ringes  in  der  Richtung  der  Rotations- 
axe,  in  welcher  die  Attraktion  des  Sphäroides  stattfindet,  näherungsweise 

2«>a?  yf2bx       byf2b 

ist.  Demnach  ist  die  Anziehung  zwischen  dem  von  der  Fläche  des  Sphä- 
roides und  derjenigen  der  eingeschriebenen  Kugel  eingeschlossenen  Körper 
und  der  Masse  m 

Für  die  gegenseitige  Anziehung  der  eingeschriebenen  Kugel  und  des  Punk- 

4 
tes  haben  wir  ^"  =  -^  /u  tt  m  p  6.     Mithin   ist  die  Attraktion  des  Sphä- 

roides  und  des  an  seinem  Pole  gelegenen  materiellen  Punktes 

^  =  -4."  -f  -4'  =  -ö"  M  TT  m  (>  6  r  I  -H  -r-  ö\ 

Wenn  &>a,  d.  h.  wenn  das  Sphäroid  länglich  ist,  dann  ist  e  negativ^ 
folglich  die  ganze  Anziehung  zwischen  ihm  und  der  Masse  m  in  einem 
seiner  Pole 

21.  Au  dem  Äquator  eines  abgeplatteten  Sphäroides  von  geringer 
EUiptizität  e  und  homogener  Beschaffenheit  befindet  sich  ein  materieller 
Punkt.  .  Welches  ist  annähernd  die  totale  Anziehung  zwischen  dem  Sphä- 
roide  und  diesem  Punkte,  wenn  das  Attraktionsgesetz  das  Newton'sche  ist  ? 

Es  sei  der  materielle  Punkt  Ursprung  der  Coordinaten,  der  durch 
ihn  gehende  Diameter  des  Äquatorkreises  Axe  der  o?,  dann  ist  die  Glei- 
chung der  das  Sphäroid  erzeugenden  Ellipse 

b^ 

Denken  wir  uns  dem  Ellipsoide  eine  dasselbe  in  den  Endpunkten  der 
grossen  Axe  der  Ellipse  berührende  Kugel  umschrieben,  so  ist  die  Attrak- 
tion des  Sphäroides  gleich  der  Attraktion  dieser  Kugel,  vermindert  um 
die  Attraktion  des  zwischen  der  Kugelfiäche  und  der  Fläche  des  Sphäroides 
liegenden  Körpers.     Legen  wir  in  den  Abständen  x  und  x  -^c  dx  vom  Ur- 
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Sprunge  durch  Sphäroid  und  Eugel  zwei  zur  Abscissenaxe  senkrechte 
Ebenen,  dann  ist  das  zwischen  diesen  Ebenen  liegende  Volumen  der  Kugel 

Ol  CL 

n-rzy^dx  und  das  entsprechende  des  Ellipsoides  n-z-y^dx,  mithin  die 

Differenz  beider  Volumina  n  ^— ^ —^y^da^^nfl ^  {2aa)  —  as^)da! 

=-ne{2ax  —  x^)dx.  Der  Abstand  eines  jeden  Teilchens  dieses  Volu- 
mens von  der  Masse  m  kann  gleich  '\/2  a  x  genommen  werden.  Folglich 
ist  die  gegenseitige  Anziehung  der  Masse  dieses  Volumens  und  der  Masse 
m  in  der  Richtung  der  Abscissenaxe,  in  welcher  die  resultierende  Attrak- 
tion wirkt, 


2ax  —  x^       X       ,         fiTtmeo.^       «         -i,  , 
finmeQ — ^ .         dx  = ~-{Zax^  —  x  ^)dx, 

2«^        V2^  (2a)2 


daher  die  Attraktion  des  Teiles  der  Eugel,  T^elcher  ausserhalb  des  Sphä- 
roides  liegt  und  der  Masse  m 


(2  aV  •'o 


Ä  =— 5^/      {2ax^  —  x^)da!=  YK  finmeQ  a. 

{2  a) 
Die  Anziehung  der  umschriebenen  Kugel  und  des  materiellen  Punktes  ist 

Ä"  =  -^  finniga^  mithin  erhalten  wir  für  diejenige  des  Sphäroides  und 

ö 

der  Masse  m  unter  dem  Äquator 

Ä  =  -4"  —  Ä  =  -^finmQfl ^e\a 

In  dem   Falle ,  wo  b>  a  ist ,  ist  das  Sphäroid   länglich  und   alsdann, 
weil  tf  <  0, 

A  =  -n-fJf'nmQll  4-  -^e\a. 


22.  Bestimmung  der  Attraktion  eines  abgeplatteten  Sphäroides  von 
gleicher  Dichtigkeit  und  eines  materiellen  Punktes  in  einem  seiner  Pole. 

Wir  nehmen  den  angezogenen  Punkt  als  Ursprung,  die  Rotations- 
aze  des  Körpers  als  Axe  der  x,  setzen  r  =  dem  Abstände  eines  Volumen- 
elementes vom  Pole,  ^  =  dem  Winkel,  welchen  der  Fahrstrahl  r  mit  der 
Axe  der  x  einschliesst,  dann  ist  ein  Flächenelement  der  den  Körper  durch 
Rotation  um  die  Abscissenaxe  erzeugenden  elliptischen  Fläche  =^rdrdd; 
das  durch  Rotation  dieses  Elementes  um  die  Abscissenaxe  erzeugte  Volumen- 
element =2  7rr*dr«n  i^d^,  daher  die  gegenseitige  Attraktion  eines  sol- 
chen Volumenelementes  und  des  Punktes  von  der  Masse  m  gleich  2fAnmQdr 
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X  smd'008x^d&  in  paralleler  Richtung  zur  Axe  der  x,  in  welcher  die 
Totalattraktion  thätig  ist.  Mithin  erhalten  wir  für  die  Gesamtattraktion 
des  Sphäroides  und  des  materiellen  Punktes  in  seinem  Pole 

A=^2a7tmo/      /     sin&coe&d&dr. 


Das  Integral  für  r  ist  zu  nehmen  von  r  =  0  bis  r  =  r  =  r^^^^^ — 5—« — ^- ,, . 

welcher   Wert  sich    aus   der   Gleichung   der    erzeugenden  Ellipse  3/^  = 

^2  ^2 ^2 

j-^{2bx  —  x^)  ergiebt,  wenn  wir  a=^rcos&,  y  —  rsin^,  €^  = ^ — 

setzen.    Dadurch  erhalten  wir 

TT 


~€^~      j         h^  -\-  a^  €^  C08^ 


71 

7    0"""  -  l^  +  a^  e^  coe^-^y  ^-  ^'^ 


4  fi7rni(jb 

1 

0 
4  uTtmgb  i  ^         b         /' ^        öt^'M 

.         i  1    vr=?    . .     .» 

=  4jM7r7W(>6 <  -y ^^ 3 — arcysm  =  ^)>- 

Ist  das  Sphäi'oid  flach,  also  die  grosse  Axe  der  erzeugenden  Ellipse  Bota- 
tionsaxe,  dann  haben  wir  in  (1),  um  die  Attraktion  zu  erhalten,  a  für  ^ 

und  umgekehrt  zu  schreiben,  also  für  -5  =  -= — tö  zu  setzeu  ^-^ 5  oder 

€^      a*  —  b^  b^ — a* 

b'^ 

für  a^  e^  und  a^  —  b^  müssen  wir  schreiben  —  a^  e^^  und  b^  —  a^ 


ae^ 


damit  wird  die  totale  Attraktion  eines  solchen  Körpers  und  eines  mate- 
riellen Punktes  in  dem  einen  Endpunkte  seiner  Botationsaxe 

'^=-    -a^^—J    il  -  e^cos^  »-""'' V'^^ 


0 


ar^         L      2e    1  —  ecoso^  J 


•} 


0 


~         ae^        \2~e   T^e~     i' 


1 
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28.  Bestimmung  der  Attraktion  eines  abgeplatteten  Spbäroides  von 
gleichförmiger  Dichtigkeit  und  eines  materiellen  Punktes  an  seinem  Äquator. 

Wir  wählen  den  materiellen  Punkt  als  Ursprung  rechtwinkeliger 
Coordinaten,  die  Ebene  des  Äquators  als  Ebene  der  xy^  den  durch  den 
Ursprung  gehenden  Diameter  des  Äquatorkreises  als  Axe  der  o?;  r  sei  der 
Abstand  eines  Massenelementes  des  Spbäroides  vom  Ursprünge,  v^  die  Nei- 
gung von  r  gegen  die  Ebene  der  a?y,  y  die  Neigung  seiner  Projektion  auf 
diese  Ebene  gegen  die  Axe  der  x. 

Damit  ist  ein  Volumenelement  des  Spbäroides  Qr^drco8^d&d(py 
die  gegenseitige  Attraktion  dieses  Elementes  und  des  Punktes  von  der 
Masse  m  in  der  Richtung  der  Abscissenaxe,  in  welcher  die  Totalauziehung 
wirkt,  gleich  fi  m  q  dr  cos  0-  d x^  d  ip  cos  &  co8  (p^  folglich  die  Attraktion  des 
Spbäroides  und  des  materiellen  Punktes 

A  =  fimQ  /    I       I      cos^&cosffdipdd' dr. 

Die  Grenzen  der  Summation  für  r  sind  aus  der  Gleichung  der  sphärischen 

Fläche  x^  -¥  y^  +  j'iz'^  =^  2 a X  abzuleiten ,    indem    wir   daselbst    setzen 

x^^r  cos  d-  cos  (p,  y  =^  r  cos  d-  sin  (p^  z  =  r  sin  ^,  womit  sich  ergiebt  r  =  0 
fQr  die  untere,  r  =^21^ cos ^> cos ipiail  —  e^ cos^ &)  für  die  obere  Grenze. 
Nun  erhalten  wir  durch  successive  Ausführung  der  Integrationen 

2umQb^  r^t  r^t  I  cosd^  ^i,      ,  ,. 

ae^     J JS.  Jjs.  ^  \\  ^  e^ -^  e^sin-^  b^  '     ^ 


8  t 


2umgb^  f^i  f^  i  ,     (         a^cosb  ^\  ^      ,a     /i\ 

ae^     J^ilJ^h  ^  \o^ -\- a^ e^ swx^ ^               ' 

TT  TT 

2umQh^  r^l  Va        /^        aesind-^  .           rl^^;i 


i 
1t 


2ixmgb^f^9  .  i  a         ,  .  v       -  |  , 

=   -^—5 —  /       (1  -h  2  cos  q>){T—  arc {sin  =  ^)  —  1  > a y 

t 

,  1      ,         ,     vT— "^1 

=  2  (im  ß  b  \-^are{ein  =  «) ^ — (' 

Wird  das  Sphäroid  durch  Rotation  der  Fläche  einer  Halbellipse  um  ihre 
grosse  Axe  erzeugt,  dann  haben  wir,  um  die  totale  Attraktion  dieses  Kör- 
pers und  eines  an  seinem  Äquator  gelegenen   materiellen  Punktes  zu  er- 
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b         b^ 

langen,  in  (1) ^  für —  und   —a^e^  für   a^e^  zu  schreiben.     Durch 

e^       ae 

diese  Substitutionen  ergiebt  sich 

£  2 


<?2 


2nmQb  r^^ 


£ 

2 


i^^^^  /'^"/l   _i_  ^^«o      »I    ^ 


^/;\i+...2y)jA_-2jdy 


a 


=   -— 2— {2-^Zj— J  =  M'^»»?*1-. ^^i^J- 

20 — 23.    fiamshaw,  Dynamics. 

Anmerkung.  Bezflglich  der  Attraktion  eines  dreiaxigen  EUipsoides  mass  der 
Leser  auf  die  Lehrbücher  der  theoretischen  Mechanik  verwiesen  werden. 

24.  Wie  viel  kann  eine  Person  von  der  kugelförmig  gedachten  Erdoberfläche 

(Ixten 
-  j     Teil  ihres  Gewichtes  verliert? 

Bezeichnet  r  den  Erdhalbmesser,  F  die  sichtbare  Fläche,  dann  ist 

25.  Ein  homogener  Eorper  hat  zur  Begrenzung  eine  Fläche,  welche  durch  die 
Rotation  eines  Auges  der  Curve  r^  =  a^  cos  2  ^  um  seine  Axe  erzeugt  wird.  Wie  gross 
ist  die  resultierende  Attraktion  des  Körpers  auf  einem  Punkt  am  Knoten  der  Curve, 
wenn  das  Attraktionsgesetz  dasjenige  des  umgekehrten  Quadrates,    ß  die  absolute 

Kraft  ist? 

,      l 
J.  =  -  Ä  ju  a. 

26.  CAC  ist  eine  dünne  Platte,  dieselhe  wird  begrenzt  von  dem  Bogen  einer 
Lemniscate  r^  =  ä^cos2&f  deren  Knoten  0,  deren  Scheitel  A,  und  von  einem  Kreis- 
bogen CG'  mit  dem  Mittelpunkte  in  0  und  dem  Radius  asine.  Welches  ist  das 
Variationsgesetz  der  resultierenden  Attraktion  der  Platte  auf  einen  materiellen  Punkt 
in  0,  wenn  s  veränderlich  und  die  Anziehung  die  natürliche  ist? 

Die  resultierende  Attraktion  ändert  sich  wie  l  (  cotq ;:  i  —  co5  e. 


(«)<</ 1) 


27.  Die  Seiten  eines  gleichschenkeligen  Dreieckes  sind  aus  schlanken  Prismen  von 
gleichem  Querschnitte  gebildet,  welche  mit  Kräften  anziehen,  die  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  sind.  Der  Winkel  a  in  der  Spitze  des  Dreieckes  soll  so  be- 
stimmt werden,  dass  ein  materieller  Punkt  in  Ruhe  bleiben  kann,  wenn  er  sich  an 
derjenigen  Stelle  befindet,  welche  die  Hohe  des  Dreieckes  nach  dem  Verhältnisse  aih 
teilt,  wobei  a  ihr  Abstand  vom  Scheitel,  h  derjenige  von  der  Basis  des  Dreieckes  ist? 


a  =  2  arc 
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28.  Die  resultierende  Attraktion  eines  Stabes  von  konstantem  Querschnitte  auf 
einen  materiellen  Punkt  geht  durch  einen  gegebenen,  gleichweit  von  den  Stabenden 
entfernten  Punkt.  Das  Attraktionsgesetz  ist  dasjenige  der  Natur.  Welches  ist  die 
Lage  des  Punktes? 

Der  verlangte  Ort  ist  ein  Kreis,  von  welchem  der  Stab  eine  Sehne,  der  Durch- 

messer  gleich  -j~  ist,  wenn  a  den  Abstand  des  gegebenen  Punktes  von  dem  einen  Ende 
und  h  denjenigen  von  der  Mitte  des  Stabes  bedeutet. 

29.  Zwei  in  einander  senkrechte,  materielle,  gerade  Linien  AB,  AG  ziehen 
einen  materiellen  Punkt  P  an,  welcher  sich  an  der  Stelle  befindet,  wo  das  Perpendikel 
A  P  die  Gerade  B  C  schneidet.  Das  Attraktionsgesetz  ist  dasjenige  der  Natur.  Man 
soll  die  Eichtung  und  Grosse  der  Kraft  bestimmen,  welche  nötig  ist,  den  materiellen 
Punkt  im  Gleichgewichte  zu  erhalten. 

Es  sei  X jB  =  a,  AG  =  b,  BC  =  c,  i*  =  der  absoluten  Kraft,  Q  =  der  verlangten 
Kraft,  a  =  dem  verlangten  Winkel.    Damit  ist 

30.  Ein  materieller  Punkt  ist  mittelst  eines  feinen  Fadens  an  den  Mittelpunkt 
des  Randes  einer  dUnnen  halbkugelfOrmigen  Schale  von  anziehender  Materie  gefesselt. 
Die  Länge  c  des  Fadens  ist  kleiner  als  der  Halbmesser  r  der  Schale,  welche  eine  Dicke  t 
besitzt.  Die  Attraktionskraft  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung. 
Wie  gross  ist  die  Spannung  T  des  Fadens? 

T  =  ?ü  ^—  j  1 —-  t . 

31.  Ein  materieller  Punkt  befindet  sich  an  einer  gewissen  Stelle  innerhalb 
eines  Dreieckes  ABG,  welches  von  drei  homogenen,  gleich  dicken  St&ben  gebildet  wird^ 
die  gemäss  dem  Naturgesetze  anziehen,  im  Gleichgewichte.  Die  Dichtigkeiten  der 
Stäbe  BGy  GAy  AB  sind  ^'»^", ^'"  resp.    Welches  ist  die  Gleichgewichtsbedingung? 

Bezeichnen  p^  q,  r  die  Entfernungen  des  materiellen  Punktes  von  den  Stäben 
BG,  GA,  AB  resp.,  dann  ist 

r.'     ^"     ~*     #.'"' 

a      9      a 

Mit  ^'=^"=^'"  wird  |>  =  g  =  r,  in  welchem  Falle  der  materielle  Punkt  in  dem 
Mittelpunkte  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  ruht.  Dieses  bewies  zuerst 
Ferdinand  Joachimsthal  in  The  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  Vol.  III, 
p.  93. 

32.  Zwei  gleiche,  gerade,  stabfOrmige  KOrper,  deren  einzelne  jnaterielle  Punkte 
sich  nach  dem  Naturgesetze  anziehen,  liegen  parallel  zu  einander  und  senkrecht  zu  den 
Verbindungslinien  ihrer  Endpunkte.  Sie  werden  auseinander  gehalten  durch  an  ihren 
Mittelpunkten  befestigte  Fäden.  Die  wechselseitige  Entfernung  der  Stäbe  ist  =  a,  ihre 
Länge  =6.    Wie  gross  ist  die  Spannung  T  der  Fäden? 

33.  Jeder  Punkt  zweier  Stäbe  von  unbegrenzter  Länge,  welche  in  die  Richtungen 
zweier  konjugierter  Durchmesser  einer  Ellipse  fallen,  zieht  nach  dem  Naturgesetze  an. 
Wo  ist  die  Gleichgewichtslage  eines  die  Curve  entlang  beweglichen  Punktes? 
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Es  seien  a,h  die  Halbaxen  der  Ellipse,  6>  sei  der  spitze  Winkel  zwischen  den 
zwei  konjugierten  Dorchroessern,  dann  ruht  der  materielle  Punkt  in  den  Schnittpunkten 

-der  Ellipse  mit  dem  koncentrischen  Kreise  vom  Radius X/ - (a^ -|- 62 — abcotgo), 

34.  Jeder  Punkt  zweier  senkrecht  aufeinander  stehen<1er  Stabe  von  unbegrenzter 
Länge  zieht  mit  einer  Kraft  an,  die  umgekehrt  proportional  der  n""  Potenz  der  Ent- 
fernung ist.  Man  soll  die  Gestalt  der  Curve  bestimmen,  auf  welcher  ein  der  Attraktion 
•dieser  Stäbe  unterworfener  materieller  Punkt  bei  allen  Lagen  im  Gleichgewicht  ist. 

Werden  die  Richtungen  der  Stäbe  zu  Ooordinatenaxen  genommen,  dann  ist  die 
Oleichung  der  verlangten  Curve 

wofern  nicht  n  =  2,  in  welchem  Falle  xy  =  c^ ist. 

35.  Bestimme  die  resultierende  Attraktion  einer  homogenen  Kugel  auf  einen 
äusseren  Punkt,  wenn  das  Anziehungsgesetz  dasjenige  des  umgekehrten  Kubus  der 
Entfernung  ist. 

Bezeichnet  a  den  Kugelradius,  c  den  Abstand  des  angezogenen  Panktes  vom 
Kugelmittelpunkte,  ju  die  absolute  Kraft,  A  die  Totalattraktion,  dann  ist 

36.  Eine  Menge  homogener  Materie  hat  die  Form  eines  durch  eine  zu  seiner 
Axe  senkrechten  Ebene  begrenzten  Rotationsparaboloides.  Man  soll  ihre  Attraktion 
^uf  einen  Punkt  von  der  Masseneinheit  in  ihrem  Scheitel  finden. 

Bezeichnet  g  die  Dichtigkeit ,  c  di^^  Länge  der  Axe,  a  diejenige  des  Parameters 
des  Körpers,  dann  ist 

"Vvobei  (o  =  cotg g>  und  q>  durch  die  Gleichung  ^ =  sin2q>  definiert  ist. 

37.  Ein  zwischen  zwei  parallelen  Ebenen  eingeschlossener  Teil  einer  sphärischen 
Fläche  zieht  einen  in  der  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehenden  Normalen  zu  den  zwei 
Ebenen  gelegenen  Punkt  an.  Bestimme  die  resultierende  Attraktion  auf  den  Punkt, 
wenn  das  Anziehungsgesetz  dasjenige  der  Natur  ist. 

Es  seien  r',r"  die  Abstände  des  angezogenen  Punktes  von  den  zwei  ebenen  Be- 
^renzungsflächen  der  Kugelzone^  c  sei  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Kugel,  a 
der  Kugeiradius,  dann  ist 

88.  Ein  Teil  einer  dünnen,  sphärischen  Fläche,  deren  Projektionen  auf  drei  zu 
•einander  senkrechte,  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Ebenen  gegeben  sind,  zieht  einen 
in  dem  Mittelpunkte  der  Fläche  gelegenen  Punkt  an.  Das  Attraktionsgesetz  ist  das- 
jenige irgend  einer  Funktion  der  Entfernung.  Welches  ist  die  Richtung  der  resul- 
tierenden Attraktion  auf  den  Punkt. 

Sind  AfB,C  die  gegebenen  Projektionen  und  die  drei  Ebenen  Coordinatenebenen, 
^ann  ist  die  verlangte  Richtung  gegeben  durch 

X      y  __  ^ 
2^  B~  C' 
Ferrers  and  Jackson,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems,  1848-51,  p.  378. 
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39.  Ein  spröder,  an  zwei  glatten  Chamieren  bei  A  und  B  befestigter  Stab 
AB  wird  Ton  einem  Eraftcentmm  G  gero&ss  dem  natürlichen  Gesetze  angezogen. 
Die  absolute  Kraft  nimmt  unbegrenzt  zn.    Wo  wird  der  Stab  möglicher  Weise  brechen? 

Bezeichnet  E  den  Bmchpnnkt,  ist  2iBAG  =  a,  Z^ABG  =  ß,  dann  ist 

COH  X  AEC  = 

Mackenzie  and  Walton,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems  for  1854* 
24—39.     Walton,  p.  184—188. 

40.  Acht  Centralkräfte ,  deren  Centren  die  Ecken  eines  Würfels  sind,  ziehen 
einen,  sehr  nahe  dem  Mittelpunkte  des  Würfels  gelegenen,  materiellen  Pnnkt  nach 
demselben  Gesetze  nnd  mit  derselben  absoluten  Intensität  an.  Zeige,  dass  die  resnl- 
tierende  Wirkung  darch  den  Mittelpunkt  des  Würfels  geht,  wenn  nicht  das  Kraflige- 
setz  dasjenige  des  umgekehrten  Quadrates  der  Distanz  ist. 

Walton,  p.  199. 

41.  An  jedem  Funkte  des  Raumes  wirke  eine  Krafb  /*,  welche  irgend  eine  Funk- 
tion der  Entfernung  des  Punktes  Ton  einem  gegebenen  Punkte  A  ist.  Die  Tangente 
in  einem  Punkte  P  an  eine  die  Punkte  Pj  und  P^  yerbindende,  willkürliche  Curve 
ist  zu  der  Richtung  der  Kraft  in  P  unter  dem  Winkel  &  geneigt.    Beweise,  dass  in 

diesem  Falle  ffcos^ds  von  Pi  bis  P2  nur  von  den  Distanzen  APi  und  AP2  ab- 
hängig ist. 

Walton,  p.  200. 

42.  Wenn  jedes  Element  einer  homogenen  Linie  von  konstantem  Querschnitte 
und  der  Gestalt  einer  ebenen,  geschlossenen  Curve  tangential  in  derselben  rotatorischen 
Richtung  von  einer  Kraft  angegriffen  wird,  welche  umgekehrt  proportional  dem  Qua- 
drate der  Entfernung  des  Elementes  von  einem  gegebenen  Punkte  in  der  von  der  Curve 
eingeschlossenen  Flfiche  ist,  dann  ist,  wenn  der  gegebene  Punkt  als  Momentenursprung 
gewählt  wird,  das  resultierende  Paar  von  der  Länge  und  der  Gestalt  der  Linie  un- 
abhängig. 

Walton,  p.  20Ö. 

43.  Auf  einer  dünnen,  homogenen  Platte  in  der  Form  einer  Cardioide  r  = 
a  (1  —  cos-d)  ist  eine  unangebbar  grosse  Anzahl  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Car- 
dioiden  um  denselben  Pol  gezogen.  An  jedem  Elemente  der  Platte  wirkt  eine  Kraft 
accelerierend  in  derselben  rotatorischen  Richtung  um  den  Pol  und  tangential  zu  der- 
jenigen Cardioide,  auf  welcher  das  Element  liegt.  Diese  Kraft  ist  umgekehrt  propor- 
tional dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Elementes  vom  Pole.  Welches  ist  die  Grosse 
des  resultierenden  Momentes  um  den  Pol? 

Das  resultierende  Moment  ist,  wenn  fi  die  absolute  beschleunigende  Kraft  be- 
zeichnet, gleich  -^  ßO. 

44.  Das  tiefere  Ende  A  eines  dünnen,  homogenen  Stabes  ist  an  ein  glatte» 
Chamier  gefesselt,    sein  höheres  Ende  B  stützt  sich  gegen  eine  glatte,   vertikale 
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Ebene.    Beweise,   dsss  die  Neigung  zum  Brechen   in  einem  beliebigen  Stabpankte  P 
variiert  wie  AF.  BP, 

45.  Ein  homogener,  hohler  Cylinder  von  gegebenem  Material,  welcher  voll- 
kommen sprOde  und  nnzusammendrückbar  ist,  ist  teilweise  in  eine  feste,  horizontale 
Bohre  geschoben,  welche  gerade  weit  genng  ist,  ihn  einzulassen.  Beweise,  dass  die 
grOsste  Länge,  welche  der  freie  Teil  des  Cylinders  ohne  abzubrechen  haben  kann,  wie 
die  Quadratwurzel  aus  dem  Radius  seiner  äusseren  Fläche  variiert. 

43_45,     Walton,  p.  201. 

46.  Zeige,  dass  die  Attraktion  einer  unendlichdünnen  Bikonvezlinse  auf  einen 
Punkt  in  dem  Mittelpunkte  einer  ihrer  Flächen  gleich  derjenigen  der  unendlichen 
Platte  ist,  welche  zwischen  der  Tangentialebene  an  den  Punkt  und  der  parallelen 
Tangentialebene  an  die  andere  Fläche  der  Linse  eingeschlossen  ist. 

Cayley,  Messenger  of  Mathematics,  Vol.  V,  p.  194.    Walton,  p.  205. 

47.  Ein  gleichförmiger  Stab,  au  dem  in  einem  gegebenen  Punkte  ein  gegebenes 
Gewicht  hängt,  ist  in  seinen  Enden  so  unterstützt,  dass  er  horizontal  liegt.  Zu  finden 
die  Brechneigung  des  Stabes  an  irgend  einer  Stelle  unter  Vernachlässigung  des  Stab- 
gewichtes. 

Es  sei  l  die  Länge  des  Stabes,  G  das  gegebene  Gewicht,  a  der  Abstand  dieses 
<3(ewichtes  von  dem  einen  Stabende,  dann  wird  die  Neigung  zu  brechen  in  einem  Ab- 
stände X  von  diesem  Ende  durch  den  Ausdruck  repräsentiert 

l  "  0--I-0' 

Archibald  Smith,  Cambridge  Mathematical  Journal,  Vol.  I,  p.  276. 
Walton,  p.  202. 


Fünftes  Kapitel. 

Gleichgewicht  veränderlicher,  materieller  Systeme. 

Die  Gleichgewichtsform,  welche  ein  mit  seinen  beiden  Enden  aufgehängter,  nur 
der  Schwerkraft  unterworfener,  biegsamer  Faden  annimmt,  erregte  schon  die  Aufmerk- 
samkeit von  Galileo  (Mechanica  Dialogo  2,  p.  181),  welcher  aus  Mangel  an  genügen- 
der Prüfung  schloss,  dass  sie  eine  Parabel  sei.  Dieser  Irrtum  mag  aus  der  Thatsache 
hervorgegangen  sein,  dass  dieselbe  in  unmittelbarer  Nachbarschaft  ihres  tiefsten  Punktes 
sich  sehr  nahe  der  parabolischen  Form  anschliesst.  Die  Unrichtigkeit  von  Galileo^s 
Schluss  wurde  durch  Joachim  Jugius  experimentell  dargethan  (Geometria  Empjrica). 
Dieser  Gegenstand  wurde  endlich  mit  Erfolg  von  Jakob  Bernoulli  untersucht  (Acta 
Eruditorum,  Lips,  1690,  Mai,  p.  270;  Opera,  Tom.  I,  p.  424).  Derselbe  schlug  den 
Mathematikern  seiner  Zeit  das  Problem  der  Kettcnlinie  vor,  welchen  Namen  er  der 
verlangten  Curve  gab,  durch  dessen  LOsung  sie  eine  Probe  ihrer  Geschicklichkeit  geben 
sollten.    Die  vier  Mathematiker,  welchen  es  gelang,  richtige  Lösungen  dieses  Problemes 
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zu  erhalten,  waren  Jakob  Bemonlli,  durch  welchen  es  vorgeschlagen  wvrde,  sein  Bruder 
Johann,  Leibnitz  und  Huyghens;  ihre  vier  Lösungen  erschienen  ohne  Analyse  in  Acta 
Eruditorum,  1691,  Jun.,  p.p.  273 — 282.  Eine  Erläuterung  der  von  diesen  vier  aus- 
gezeichneten Mathematikern  erhaltenen  Resultate  gab  zuerst  David  Gregory  in  den 
Philosophical  Transactions  für  das  Jahr  1697. 

Die  Gleichgewichtsform  der  Kettenlinie  oder  Seilcurve  wurde  unter  der  Voraus- 
setzung konstanter  Dicke  und  vollkommener  Biegsamkeit  des  Fadens  gründlich  unter- 
sucht, sodann  richtete  Jakob  BemouUi  (Acta  Erudit.  Lips.  1691,  Jan.,  p.  289;  Opera, 
Tom.  I,  p.  449)  seine  Aufmerksamkeit  auf  zusammengesetztere  Probleme  derselben  Art, 
er  erforschte  die  Gleichgewichtsform  bei  nach  einem  gegebenen  Gesetze  von  Punkt  zu 
Punkt  veränderlicher  Dicke,  bestimmte  auch  umgekehrt  das  Variationsgesetz  der  Dicke 
so,  dass  der  Faden  in  einer  gegebenen  Gurve  hängen  kann.  Ferner  behandelte  er  das 
Problem  der  Kettenlinie  für  dehnbare  Fäden  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Aus- 
dehnung eines  jeden  Elementes  direkt  proportional  seiner  Spannung  sei,  ein  Gesetz, 
welches  Hooke  (De  Potentia  Restitutiva,  or  Spring)  experimentell  begründete.  Die 
Analysis  dieser  Probleme,  von  welchen  nur  die  Lösungsresultate  durch  Jakob  Bemoulli 
veröffentlicht  wurden,  trug  Johann  BernouUi  nach  (Lectiones  Mathematicae  in  usum 
Hospitalii,  Opera,  Tom.  IV,  p.  387).  Die  Betrachtung  der  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen biegsamer  Fäden  wagte  zuerst  Hermann  (Phoronomia,  Lib.  I,  cap.  3,  und 
Append.  §  V),  seine  Untersuchungen  waren  indessen  nicht  frei  von  Irrtümern.  Eine 
bessere  analytische  Behandlung  lieferte  Johann  Bernoulli  (Opera,  Tom.  IV,  p.  234), 
welcher  insbesondere  verschiedene  Fälle  des  Gleichgewichts  von  Fäden  prüfte,  die  Cen- 
tralkräften  unterworfen  waren. 

Von  den  zahlreichen  Mathematikern,  welche  nachher  die  Theorie  des  Gleichge- 
wichtes biegsamer  Seile  erörterten,  mögen  erwähnt  werden:  Euler  (Comment  Petrop. 
Tom.  III;  Nova  Comment.  Petrop.  Tom.  XV  et  XX),  Clairaut  (Miscellanea  Berolinen- 
sia,  Tom.  VII,  p.  270,  1743),  .Krafft  (Nov.  Comment.  Petrop.  Tom.  V,  p.  143,  1754  et 
1755),  Legendre  (Möm.  Acad.  Par.  1786,  p.  20),  Fuss  (Nova  Acta  Petrop.  Tom.  XII, 
p.  145,  1794),  Venturoli  (Elements  of  Mechanics,  by  Cresswell,  Part  I,  p.  62^^  Poisson 
<Trait^  de  M^canique,  Tom.  I,  p.  564,  seconde  Edition). 


Erste  Abteilung. 
Gleichgewicht  Teränderlichery  nnansdehnbarer  Systeme. 

Erster  Abschnitt. 

Allgemeine  ßleichgewichtsbedingungen  für  einen  freien,  un- 
ausdehnbaren,  vollkommen  biegsamen  Faden. 

Aufstellung  der  Gleichgewichtsbedingungen  für  einen  freien,  voll- 
kommen biegsamen  und  vollkommen  unelastischen  Faden,  dessen  Dichtig- 
keit und  Dicke  von  Punkt  zu  Punkt  nach  irgend  einem  gegebenen  Gesetze 
sich  ändert,  wenn  irgend  welche  Kräfte  auf  den  Faden  wirken. 

Es  sei  (Fig.  12,  S.  32)  APB  ein  beliebiger  Teil  des  Fadens  in 
der  Ruhelage,  Pp  ein  Längenelement  desselben.    Die  Curve  des  Fadens 
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f^  werde  auf  ein  beliebig  im  Baume  gelegenes,  recht- 
winkeliges Coordinatensystem  bezogen,  dessen  Axen 
OJT,  OF,  OZ  sein  mögen,  so  dass  die  Coordinaten 
des  Punktes  P  x^  y,  z^  diejenigen  des  Punktes  p,  wel- 
cher unendlichnahe  bei  P  gedacht  ist ,  a?  +  d  av 
y  H-  dyj  z  -h  dz  sind. 
^^^  ^^  Ist  T  die  Spannung  des  Fadens  oder  Seiles 

in  dem  Punkte  P,  welche  in  der  Richtung  der  Tangente  an  die  Curve 
daselbst  wirkt  und  sich  kontinuierlich  mit  diesem  Punkte  ändert,  also  eine 
stetige  Funktion  von  o?,  i^,  ^  ist,  dann  sind  die  drei  Componenten  der- 
selben in  den  Sichtungen  der  Coordinatenaxen ,  wenn  ihre  Richtung  mit 
diesen  Axen  die  Winkel  a,  ß,  y  einschliesst,  ds  die  Länge  des  Bogen- 
elementes  Pp  ist, 

Tcosa,  Tcosß,  Tcosv,        oder         T^.  T^^y  T^- 

'  da        ds        da 

An  dem  Endpunkte  p  des  Längenelementes  Pp  des  Fadens  ist  die  Span- 
nung T  +  dT  thätig,  ihre  Componenten  in  denselben  Richtungen  sind 

da       da  V.    daj  da       da  \    daJ  da       da  \     da  J 

Wählen  wir  die  Richtungen  der  drei  letzten  Componenten  als  positiv,  dann 
sind  offenbar  die  drei  ersten  als  negativ  in  Rechnung  zu  nehmen,  und 
umgekehrt. 

Stellen  ferner  Jf,  F,  Z  die  Componenten  in.  paralleler  Richtung  zu  den 
Axen  von  derjenigen  Kraft  dar,  welche  auf  die  Längeneinheit  eines  Fadena 
vom  Querschnitte  Eins  im  Punkte  P  wirken  würde,  dann  wirkt  an  dem  Faden- 
elemente da  eine  Kraft  mit  den  Componenten  Xda,  Yda^  Zda.  Ist  ^ 
die  Dichtigkeit  des  Fadens  bei  P,  x  seine  zu  seiner  Länge  senkrechte 
Querschnittsfläche,  dann  ist  die  Masse  des  Fadenelementes  d a  gleich  xqda^ 
welche  fQr  einen  konstanten  Wert  von  da  sich  wie  xq  ändert,  und  es 
kann  das  Produkt  xQ  =  m  die  zu  dem  Punkte  P  gehörige  Masse  des 
Fadens  genannt  werden.  Daher  sind  die  Componenten  der  bewegenden 
Kraft  an  dem  Elemente  Pp  in  zu  den  Axen  parallelen  Richtungen  mXda^ 
mYda.  tnZda.  Für  das  Gleichgewicht  von  Pp  müssen  somit  die 
drei  Bedingungen  erfüllt  sein 

T^-hdT^  -hmXda  —  T,  =  0,         T^ -h  dTj, -h  mTda  —  Ty  =  0, 

T^^dTz-^mZda  —  T,=:0, 
oder 

.'.(^?.)--r=»'  Ä(^l!)-"^=»'  #.(^fD-»^=»- » 

Durch  Elimination  von  T  aus  diesen  Gleichungen  gelangen  wir  zu  den 
drei  folgenden 
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(2) 


dy  jmZds^^  dz  Im  Tds^     dzImXds  =^dx  Im  Zds^ 

dx Im  Yd8=^dyjm^d8^ 

Yon  decen  irgend  zwei  die  Differentialgleichungen  der  verlangten  Oleich- 
gewichtscurve  sind. 

Femer  erhalten  wir  durch  die  Gleichungen  (1) 

T^^^^JrnXds,     T^^^^JmYds,     T^^^ -fm  Z  d  s.  {Z) 

Die  Gleichungen  (1)  geben  die  Bedingungen  für  das  translatorische  Gleich- 
gewicht eines  Elementes,  die  (2)  diejenigen  für  jeden  endlichen  Teil  des 
Fadens. 

Multiplizieren  wir  die  dritte  der  Gleichungen  (1)  mit  y^  die  zweite 
mit  z  und  subtrahieren  die  resultierenden  Gleichungen  von  einander,  so 
ergiebt  sich 

oder 

und  in  ähnlicher  Weise  entstehen  die  konformen  Belationen 

(xT^/^zT^S^  f\mxZ—mzX)dB-^, 
^q\       da  dsj  ^0 

Diese  drei  letzten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Kräfte  längs  des  Bogens  8 
auch  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Drehung  eines  unveränderlichen 
Systemes  erfüllen  müssen« 

Indem  wir  die  Gleichungen  (3)  quadrieren  und  dabei  beachten ,  dass 

/dx\^     rdy\^     rdz-J^      -  ,.. 

ist,  erhalten  wir  für  die  Spannung  T  die  Belation 

T^  =  {fmXdsY  -^  (fm  Yda)^  4-  {[rnZda^.  (5) 

Aber  wir  können  auch  einen  anderen  Ausdruck  für  T  ableiten.  Die  Diffe- 
rentiation der  (4)  nach  a  giebt 

dxd^x      dyd^y      dzd^z     ^  ,^. 

dsda^       ds  da^      dada^ 
Wenn  wir  nun  die  drei  Gleichungen  (1)  der  Reihe  nach  mit  dx,  dy,  dz 
multiplizieren,  die  resultierenden  Gleichungen  addieren,  dabei  (4)  und  (6) 
beachten,  so  gelangen  wir  zu 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt  Uechanlk.    IL  3 
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T=^C''fm{Xdcc-\'  Ydy-^  Zdz\  (7> 

wobei  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet. 

Existiert  für  die  an  dem  Elemente  ds  wirkende  Kraft  eine  Kräfte- 
funktion ?7,  so  dassmJC=-=— »  mY=-7— ,  mZ=-^,  dann  ergiebt 

sich,  wenn  T,  Tq  die  Spannungen  an  irgend  zwei  Stellen  (ir,y,^),  (^oiyoi'^^o) 
bedeuten,  woselbst  die  Kräftefunktion  die  Werte  U,  Üq  besitzt, 

T^To=—{U-Uo). 
In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Kraft  P,  deren  Componenten  m  JC; 
mY^  mZ  sind,  normal  zu  der  Seilcurve  ist,  haben  wir  mit  (4),  da  dann 

P       P      P 

ihre  Richtungscosinus  — =^  — =^  — ^  sind. 


woraus  folgt 


mJS.doG      mYdy      mZdz ^ 


„da?  ^dy  r^dz      ^ 

d8  ds  da 


mit  welchem  Werte  die  (7) 

giebt,  d.  h.  die  Spannung  ist  unter  diesen  Umständen  durchweg  konstant. 
Wir  können  aber  für  die  Spannung  T  noch  einen  dritten  Ausdruck 
ableiten.    Die  Gleichungen  (1)  lassen  sich  auch  in  der  Form  schreiben 

da^      ds  ds^       ds  . 

ds^      ds 

d^ OD   d^ xf    dz 
Werden  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  -j-^t  -y-^t  -r-^  multipliziert,. 

Ol  S        CL  8        ds 

dann  die  resultierenden  Relationen  addiert,  so  gelangen  wir  zu 

ud^ars^     (d^y-^}  ,  (d^\\  ,    ^rpldxd^x      dyd^y      dzd'^z\ 
\\d9^J       \da'J  "^  V<iW  i^'^-^ids  ds^      da  da*  "^  da  da^  i 

Teilen  wir  mit  ds^  beachten,  dass  der  Faktor  von  dT  gleich  Null  und 

=  r  =  dem   Krümmungshalbmesser  der 


y(Ss) 


-  (S)**  (S) 


ds^. 
Curve  in  dem  fraglichen  Punkte  ist,  so  wird 

^ds  ^^d^^^  ^T^^y  rwd^z      ^ 

r"  ds^  ds^  ds^ 
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womit  sich  ergiebt 

d^     d^     rf^ 

T=-„,{j:^+T4^  +  Z-p\r^  (9) 

[da  de  de  )  ^ 

d^  ÜB      d^ti 
Aus  den  Gleichungen  (8)  folgt  noch,  indem  wir  die  Glieder  r-^— g»  T-j^* 

d^z 
T—^  auf  die  andere  Seite  schaffen,  dann  quadrieren  und  addieren 


oder  weil 
m 

r«     rd  Tn  2 


nx' .  r. .  z,=P.,  (^^f)'-  (S)'-  (S)'=  (t)'  * 


P2  = 


^  -  (i7)  ■  <>») 


Ist  P  senkrecht  zur  Seilcurve,  dann  ist  dT ^  0,  also 

P  =  -,       T^Pt.  (11) 

Projizieren  wir  noch  P  und  seine  Componenten  auf  die  Eichtung  der 
Tangente  an  die  Curve  in  dem  fraglichen  Punkte,  bezeichnen  mit  ^  den 
Winkel  zwischen  der  Sichtung  von  P  und  der  Tangente,  so  ist 

mX^  +  m  r^  •^mZ^=PcoB»,  (12) 

dB  dB  da 

folgUch  mit  (7) 

T=:  G  —  fPC0B»dB,        dT=  —PcoB»dB, 

so  dass  mit  (11) 

PBin»^-'  (IS) 

T 

Wenn  das  ganze  Seil  in  einer  Ebene  liegt,  die  Ebene  der  xy  mit  dieser 
Ebene  zusammenfällt,  dann  sind  alle  ^  =  0  und  Z=0,  die  Differential- 
gleichungen der  Curve  reduzieren  sich  auf 

div/m  YdB=dylmJCdB.  (14) 

Die  Formeln  für  die  Spannung  T  sind 

T^=z{JmJ£dB)^'h{JmYdB)^     T  =^  G  —  fm{Xdx-hYdy) 


^dx  dy 

dB      ^    dB 


r=-m{jr^-f.Y-^|ra,     T=0-fPcoB»dB. 


(15) 
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Die  zwei  ersten  Gleichungen  für  die  Spannung  T  und  auch  die  Differential- 
gleichung (14)  der  Curve  stimmen  mit  den  durch  Puss  gegebenen  überein. 
(Mömoires  de  St.  P6tersbourg,  1794,  p.  150,  151.) 

Von  besonderem  Interesse  sind  diejenigen  Fälle,  in  welchen  auf  den 
Faden  Parallelkräfte  oder  Centralkräfte  wirken. 


Zweiter  Abschnitt. 

Grleiohgewicht  freier,  unausdehnbarer  Fäden  unter  der  Wirkung 

paralleler  Kräfte. 

I)  Wirkt  an  einem  freien  Faden  ein  System  paralleler  Kräfte,  deren 
Sichtung  parallel  zur  Ordinatenaxe  ist,  dann  sind  die  drei  Oomponenten 
einer  dieser  Kräfte  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  -3^=0,  Y  =  F,  Z=  0, 
so  dass  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen  für  das  translatorische  Gleich- 
gewicht 

dsK     da)         '     dsK     dsJ  ~    '     dsK     dsj 

Die  einmalige  Integration  dieser  drei  Gleichungen  giebt 

as  ds  J  da 

Um  hiermit  zu  der  Gleichung  der  Fadencurve  zu  gelangen,  haben  wir  die 
Spannung  T  zu  eliminieren,  wodurch  wir  erhalten 

A^y  =  B  +  lmYda  =  C^, 
dx  J  dz 

,                                    dx               dv  dz 

oder  -  .-  = f^ =  --, . 

^       B'\-JmYds       ^ 

Damit  ist  Äz  =  Cx  -h  D^  folglich  die  Seilcm-ve  eine  ebene  Linie,  deren 
Ebene  mit  der  Eichtung  der  Kräfte  parallel  läuft.  Nehmen  wir  nun  der 
Einfachheit  halber  die  Ebene  der  Curve  zur  Ebene  der  a?y,  dann  wird 
z  =  Oy  also  auch  dz  =  0^  mithin  die  Curve  durch  die  Gleichungen  be- 
stimmt 

^= P- ,     oder     A^^B  +  fmYdB,  (1) 

^       B-hfmTds  ^y  / 

und  es  stellen  die  Konstanten  AyB  die  Spannungscomponenten  in  dem 
Anfangspunkt  des  Bogens  s  der  Curve  vor. 

Die  Gleichung  v"  (^-j- )  =  0  gab  einmal  integriert 
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T^=^A, 
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ds 

es  ist  sonach  die  Spannungscomponente  in  der  Richtung  der  Abscissenaxe 
konstant,  die  Spannung  selbst  ist 


T=^-Ai^  =  -A 


dx 


dx  ^  \dxy 


(2) 


dx 


Weil  -^-  der  Sinus  des  Winkels  ist,  welchen  die  Curventangente  eines  be- 
ds 

liebigen  Curvenpunktes  mit  der  Ordinatenaxe  einschliesst,  so  ist  offenbar 

die  Spannung  in  diesem  Punkte  diesem  Sinus  umgekehrt  proportional. 

Die  Tangenten,  welche  in  zwei  beliebigen  Punkten  an  die  Curve  gezogen 

werden  können,  bilden  mit  der  Kraftrichtung  ein  Dreieck,  dessen  berührende 

Seiten  sich  wie  die  Spannungen  in  den  fraglichen  Curvenpunkten  verhalten. 

1.  Ein  vollkommen  biegsamer  und  unelastischer  Faden  von  kon- 
stanter Dicke  und  Dichtigkeit  ist  an  zwei  in  einer  horizontalen  Linie 
liegenden  Punkten  A, B,  deren  Entfernung  AB  =  2a  ist,  aufgehangen  und 
der  Einwirkung  der  Schwerkraft  unterworfen,  dann  nimmt  der  Faden  im 
Gleichgewichtszustande  die  Gestalt  einer  Curve  an,  welche  die  gemeine 
Kettenlinie  genannt  wird.  Welches  ist  die  Gleichung  dieser  Curve  und 
die  Spannung  des  Fadens  an  einer  beliebigen  Stelle? 

a)  Wenn  der  Faden  ACB  (Fig  13)  im 
Gleichgewichte  hängt,  dann  ist  seine  Form 
offenbar  so  beschaffen,  dass  die  durch  seinen 
tiefsten  Punkt  C  gezogene  Vertikale  OCY 
Symmetrieaxe  der  Curve  ACB  ist.  Diese 
Axe  sei  Ordinatenaxe  und  die  durch  einen 
beliebigen  Punkt  O  in  ihr  gehende,  in  der 
Ebene  der  Curve  gelegene  horizontale  Gerade  O  X  Abscissenaxe,  dann  sind 
die  allgemeinen  Gleichungen,  von  denen  wir  auszugehen  haben 


Figur  18. 


74^  +  ^  =  0, 


dy  _ 


X  •/«„ 


mY  da. 


d«   '   "*       "'  d 

Bezeichnet  q  die  konstante  Dichtigkeit,  x  den  konstanten  Querschnitt  des 
Fadens ,  dann  ist  gada  die  Masse  des  Bogenelementes ,  ^ x  =  m  =  der- 
jenigen der  Längeneinheit  des  Fadens,  welche  hier  eine  konstanste  Grösse 
ist.  Die  beschleunigende  Kraft  der  Masseneinheit  ist  hier  Y  =  —  ^,  die 
Konstante  JB,  welche  die  Vertikalcomponente  der  Spannung  im  tiefeten 
Curvenpunkte  G  ist,  gleich  Null,  die  Horizontalspannung  in  diesem  Punkte 
sei  gleich  r,  so  dass  — J.  =  r.  Mit  diesen  Werten  erhalten  wir  als 
Differentialgleichung  der  Kettenlinie 
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^ .r^ ^.,   ^_*e^._ 


'd. 


V  f,  ,        dy      xp<f 

^  =  *Q9j  d8  =  xQffs,    oder    -^  =  -^e  =  ßs,  (1) 

wenn    ^^  =  ß  gesetzt  wird.     Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt 


r 


welches  Resultat  durch  Integration  übergeht  in 

Lax      ^  ^axy  J  dx      ^  \dxy 

womit  sich  ergiebt 

^=^(«''"+*-^- "'-*),  (2) 

und  wenn  wir  nochmals  integrieren,  so  wird 

Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  k  schreitend,  beachten  wir,  dass 

d  y 
für  den  tiefsten  Punkt  der  Curve-j^  =  Oist,  also  ^uchßx -\-Jc=. — ßx  —  k 

äx 

sein  muss,  und  wenn  wir  noch  berücksichtigen,  dass  die  Ordinatenaxe  durch 

diesen  Punkt  gehen  soll,  also  auch  x  =  0  ist,  so  folgt  2  Ar  =  0,  d.  i.  Ä*  =  0. 

Damit  wird  die  Gleichung  der  Kettenlinie 

1  T 

Wählen  wir  den  Coordiuatenursprung  O  so,  dass  für  07=0,  y=---=  -    , 

^      ß      ^Q9 
dann  ist  0=0,  daher 

y--=^(^^  +  ^-^^).  (3) 

Dieses  ist  die  Gleichung  der  gemeinen  Kettenlinie  mit  der  Direktrix  als 

Abscissenaxe,  welche  gewöhnlich,  mit  ß  =  — i  unter  der  Form  erscheint 

c 


X  X 

C 


Nehmen  wir  dagegen  den  tiefsten  Punkt  C  der  Curve  als  Coordinaten- 

ursprung,  dann  ist  C  = -^  folglich 

ß 

Die  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  giebt  noch 
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oder,  da  fc  =  0,  wenn  die  Ordinatenaxe  durch  den  tiefsten  Curvenpunkt 
geht, 

' = ^ß(^''''^''^')^Y(^~'-^'h  (6) 

Die  Spannnng  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Fadens  ist 
«0  dass,  weil  ^  =/S«,     ß  =  - ^.  also  ^  =  - ^  ist, 

aa?  A  p 

T='^YurßT^.  (7) 

Für  den  tiefsten  Punkt  der  Curve  ist  «  =  0,  daher  die  Horizontalspannung 
daselbst 

womit 

T^  =  T^-hX^f^ff^8K  (8) 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Spannung  im  Scheitel  der  Curve  ein  Mini- 
mum der  Spannungen  ist.  xggs  ist  das  Gewicht  des  Bogens  s,  gerech- 
net vom  tiefsten  Curvenpunkte  an,  mithin  ist  die  Differenz  der  Quadrate 
4er  Spannungen  in  einem  beliebigen  Punkte  und  im  Scheitel  gleich  dem 
Quadrate  des  Gewichtes  des  Bogens  vom  Scheitel  bis  zu  jenem  Curven- 
punkte. 

•durch  (7)  erhalten 

T=^xQgy.  (9) 

Damit  zeigt  es  sich,  dass  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
gleich  dem  Gewichte  eines  Bogenstückes  der  Eettenlinie  ist,  dessen  Länge 
gleich  dem  Abstände  des  fraglichen  Curvenpunktes  von  der  Direktrix  ist, 
wodurch  die  Grösse  der  Spannung  in  jedem  Curvenpunkte  stets  sofort  an- 
gegeben werden  kann,  wenn  seine  Ordinate  bekannt  ist. 

T 

Wir  haben  die  Gleichung  gefunden  Psin^  =  —*    Im  vorliegenden 

r 

Falle  ist  P  =  —  X  p,  ein  ^  =  —  - -.  wodurch  mit  Rücksicht  auf  (9)  und 

ßy 

den  Wert  von  t 

rp2  rpi  rp2 

XQffT        ßr^  T^ 

daher  ist  der  Krümmungshalbmesser  dem  Quadrate  der  Spannung  T  in 


Die  Gleichungen  (3)  und  (6)  geben  noch  8^  =  y^  —  ^g.  womit  wir 


r  =  ::^_  =  iii  =  c^.  (10) 
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dem   fraglichen  Curvecpunkte  direkt  proportional.    Für  den  Scheitel  ist 
T=T,  also  ro  =  -^  =  c,  d.  i.  gleich  dem  Parameter  der  Carve. 


ß 


Figur  14. 


In  der  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  von  Schell  befindet 
sich  eine  sehr  elegante  Ableitung  der  Gleichung  der  Eettenlinie. 

b)  Eine  andere  Behandlung  dieses  Problemes,  welche  von  den  all- 
emeinen Gleichgewichtsbedingungen  unabhängig  ist,  geben  wir  in  dem 
Folgenden. 

Es  sei  (Fig.  14)  0  der  tiefste  Punkt  des 
Fadens  ÄOB^  die  horizontale  Gerade  OJl 
Abscissen-,  die  vertikale  Gerade  OY  Ordinaten- 
axe,  beide  Linien  in  der  Ebene  des  Fadens 
gelegen,  P  ein  beliebiger  Curvenpunkt,  die 
Horizontale  PM=^x^  OM  =  y^  0P  =  8. 
Befindet  sich  der  Faden  unter  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  im  Gleichgewichte,  so  können 
wir  den  Bogen  OP  als  unveränderlich  ansehen,  welcher  dann  unter  der 
Wirkung  dreier  Kräfte,  nämlich  den  in  den  Richtungen  der  Tangenten 
in  den  Punkten  0  und  P  der  Curve  wirkenden  Spannungen  r  und  T 
und  seines  Gewichtes  G  im  Gleichgewichte  ist.  Die  Eichtungen  dieser 
drei  Kräfte  laufen  parallel  zu  den  Seiten  des  Dreieckes  MPC,  wobei  C 
der  Schnittpunkt  der  Tangente  in  P  mit  der  Ordinatenaxe  ist,  ihre  Grössen 
verhalten  sich  wie  diese  Dreiecksseiten,  so  dass 

G  __MC  _dy 

Nun  ist  aber  der  Faden  von  gleichmässiger  Dicke  und  Dichtigkeit,  da- 
durch kann  G  durch  die  Länge  s  des  Bogens  OP,  die  Spannung  t  im 
Scheitel  durch  eine  gewisse  Länge  c  des  Fadens  ersetzt  werden,  so  dass 

dy  _  s 
dx       c 
folglich  ist 


(i> 


dy      '  ^ayy  s 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

sds 


dy  = 


sds 


V' 


C»  4-  8 


*^0 


V' 


8 


2 


=  Vc5 


«' 


weil  gleichzeitig  y  und  8  verschwinden,  ist  C=  c,  daher 

*^  8  =  Vy^  -+-  2  cy. 


y 


c  =  Vc'« 


(2) 


Mithin  ist 
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Ax       c  c  ,.  jV^c-h'^  y^'^2€y 

— —  =  —  =  —  1  Q.  1.  X  —  OL » 

denn  die  Integrationskonstante  verschwindet,  weil  gleichzeitig  a?  =  0,  y  =  0 
sind.  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  durch  Übergang  vom  Logarithmus 
zu  den  Zahlen  und  nach  einer  einfachen  Umformung 

oder ,  wenn  wir  y  —  c  an  Stelle  von  y  setzen ,  wodurch  der  Coordinaten- 
ursprung  in  einen  Abstand  c  von  O  unter  diesen  Punkt  verlegt  und  die 
Direktrix  der  Curve  Abscissenaxe  wird, 

2,=A(.^  +  ro,  (3'> 

womit  die  Gleichungen  der  Kettenlinie  gefunden  sind. 

Aus  (2)  und  (3)  folgt  für  die  Länge  des  vom  Scheitel  an  gerech- 
neten Bogens  a  der  Ciurve 

B  =  ^ie''-e~\  (4) 

Die  Gleichungen  (2),  (8),  (4)  bleiben  dieselben,  wenn  die  festen  Funkte 
Ä  und  B  auch  nicht  in  einer  horizontalen  Linie  liegen. 

Was  nun  die  Spannung  T  anbelangt,  so  ist,  weil  t  =  x()ge^  offen- 
bar auch  T  =  xQffL,  mithin 

PC  _  T_xQgL_Ld8  L  —  ~ 

MC       G       xQffs        8       dy  dy 

8  d  8 

Aus  (2)  folgt  aber  -= —  =  y  +  (?,  so  dass  L  =  y  -hCy  mithin 

dy 

T=:^XQff{y  +  c)  =  XQg^0^-^8^:=  Y  C^  +  X«  Q^  g^~8^.  (5) 

Die  horizontale  und  vertikale  Spannung  in  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
sind  demnach  offenbar  r  und  xqgs^  so  dass  die  Horizontalspannung  in 
allen  Punkteti  des  Fadens  gleich  gross  ist. 

Setzen  wir  in  (4)  a?  =  a  =    der    halben  Spannweite  des  Bogens» 
«  =  S  =  Bogen  O  -4,  so  wird 

5^|(,1_rO,  (6> 

welche  Gleichung  durch  die  Methode  der  successiven  Versuche  für  c  auf- 
gelöst werden  kann.  Es  lässt  sich  aber  auch  leicht  eine  andere  Formel 
konstruieren.    Wir  haben  nämlich 


p.  =  ^,      also     j-^  =  /l+(Ä=/n-(-l)%ithm 
dx       8  dx      ^  \dxy       '  ^c^ 
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,  de  /*'         d« 


y^^iY    /^•-(t) 


2 


Aber  mit  2i.PCM  =  &  ist  c=^8tg&^  womit  sich  ergiebt 

Setzen  wir  nun  in  dieser  Gleichung  gleichzeitig  a?  =  a,  s  =  Sy  so  folgt 

-/^^Z(^^|)  =  |,        c=Stff».  (7) 

Wird  die  erste  der  Gleichungen  (7)  nach  irgend  einer  Methode  näherungs- 
weise far  &  aufgelöst,  dann  giebt  die  zweite  den  Parameter  c,  worauf  die 
Scheitelspannung  t  leicht  berechnet  werden  kann. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  geht  hervor,  dass 

y  =  Yc^  -I-  ^2  —  ^^  g  =  y^  (t/  H-  2  c) 

Setzen  wir  hier  gleichzeitig  y=  0D  =  H,  s  =  S^  dann  folgt 

fl  =  VÖ2  +  52-^,      (8)  S=YH(H'\-2c).  (9) 

Durch  (8)  ist  der  Abstand  des  tiefsten  Punktes  der  Kettenlinie  von  der 
Horizontalen  AB  bestimmt,  sobald  S  gegeben  und  c  mittelst  (6)  oder 
(7)  berechnet  worden  ist.  Wenn  aber  H  gegeben  ist  und  S  gesucht 
wird,  dann  muss  zuerst  c  durch  die  Gleichung 


a  a 

C  .  - 


welche  sich  aus  (6)  und  (9)  ergiebt,  oder  durch  die  Gleichung 

welche  aus  (3)  folgt,  wenn  gleichzeitig  daselbst  a7  =  a,  y=H  gesetzt 
wird,  bestimmt  werden,  den  gefundenen  Wert  haben  wir  in  (8)  oder  (9) 
zu  substituieren. 

d  oc        c 

Aus   -,  -  —  —  und  L  =  y  -i-  c,  also  dL  =  dy  resultiert  ferner 
dl/       8  ^       '  ^ 

8  =  -^ — »  d5(ia?  4- «d*a?  =  0, 

dx 

dadoc  A ^ =  0,  d8da^=  —  cdLd^x, 


dx       c 


Es  ist  aber  -—  =  —-,  folglich  äoß^=(-=rd8^  ,  so 

de        L  \Lä       J 


dass 
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oder  — -^ —  -^  =  —  -ziTi — :r-  =  —  »        d.  1.        -    =  r, 


da^     ^  ds^    ^L^  .  p 

d.^xdL  d^xdy       c  *  '   '  c 

wenn  r  den  Krümmungshalbmesser  der  Curve  bezeichnet.  Für  den  tief- 
sten Punkt  der  Curve  ist  L=-c,  folglich  ro  =  c.  Die  Spannung  T  der 
Eettenlinie  in  einem  beliebigen  Funkte  P  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  dem  Gewichte  eines  Seilstückes  von  der  Länge  des  Krümmungs- 
halbmessers ftlr  diesen  Punkt  und  dem  Gewichte  eines  Seilstückes  von 
der  Länge  des  Krümmungshalbmessers  in  dem  tiefsten  Punkte  der  Curve. 
Entwickeln  wir  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

V        1     -       "- 

1 -f-  — =  -ö-(^''  +  ^    0 

c         2  ' 

in  eine  Beihe,  so  bekommen  wir 

y_  _  x^  x^ 

weil  nun  x  in  der  Nähe  des  tiefsten  Punktes  sehr  klein  ist,  so  kann 
näherungsweise  geschrieben  werden 

a?2  =  2  r?  y, 

wodurch  dargethan  ist,  dass  in  der  Nähe  des  tiefsten  Punktes  die  Ketten- 
linie nahezu  mit  einer  Parabel  zusammenfällt. 

c)  Eine  dritte  Lösung  dieses  Problemes  kann  in  der  nachstehenden 
Weise  bewirkt  werden. 

Die  Aufhäugepunkte  des  Fadens  seien 
A,  B  (Fig.  15),  O  sei  der  tiefste  Punkt  der 
Fadencurve.  Durch  den  Punkt  O  legen  wir 
in  der  Ebene  der  Curve  AOB  die  Coordinaten- 


axen  OXy  OF  in  horizontaler  und  vertikaler 
Richtung,   so  dass  die  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  P  der  Curve  MP:=Xy  OM^y 
Figur  16.  siiid^  ^  mi(j  ^  seien  die  Winkel,  welche  die 

Tangenten  an  die  Curve  in  dem  Aufhängepunkte  A  und  dem  beliebigen 
Punkte  P  mit  der  Horizontalen  einschliessen,  T'  und  T  die  Spannungen 
des  Fadens  in  den  Punkten  A  und  P,  s  und  /  die  Längen  der  Curven- 
stücke  OP  und  PA,  q  bezeichne  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des 
Fadens,  so  dass  q  =  xQg  ist. 

Damit  das  Seilstück  ^  P  im  Gleichgewichte  ist  (wenn  wir  dasselbe 
als  ein  freies,  unveränderliches  System  ansehen)  müssen  die  Kräfte  T\  T, 
welche  in  den  Richtungen  der  Tangeuten  an  die  Curve  in  den  Endpunkten 
des  Bogens  A  P  angreifen  und  im  entgegengesetzten  Sinne  wirken ,  und 
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das  Gewicht  q  a  dieses  Stückes  im  Gleichgewichte  sein..  Indem  wir  diese 
Kräfte  auf  die  Coordinatenaxen  projizieren,  erhalten  wir  die  Bedingungen 

Tco8q>-'T' co8a  =  Q,       (1)  T8inq>  +  q8  —T' 8ina  =  0.      (2) 

Aus  (1)  folgt 

TC08(p  =^  T'  C08  Of  =  T,  (3) 

d.  h.  die  horizontale  Spannung  des  Fadens  ist  in  jedem  seiner  Punkte 
gleich  gross. 

Aus  (2)  geht  hervor 

Tsinip  =  T'  8in  a  —  q8\  (4) 

d.  h.  die  vertikale  Componente  der  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte 
des  Fadens  ist  gleich  der  DiflFerenz  aus  der  Vertikalcomponente  der  Span- 
nung im  Aufhängepunkte  und  dem  Gewichte  des  über  dem  fraglichen 
Punkte  liegenden  Fadenstückes.  Aus  (3)  folgt  noch,  da  der  Winkel  (p 
vom  Aufhängepunkte  nach  dem  tiefsten  Punkte  O  hin  beständig  abnimmt, 
dass  die  Spannung  vom  Aufhängepunkte  nach  dem  tiefsten  Punkte  hin 
beständig  abnimmt,  daselbst  ihr  Minimum,  nämlich  Tmin  ^  r  erreicht. 

Für  den  Scheitel  O  der  Curve  ist  <p  =  0,  die  Länge  des  für  ihn  in 
Fi-age  kommenden  Fadenstückes  J.0  =  «  -h  « ,  mithin  daselbst  T«n<p  =  0 

und 

q{8  -b  8')  =  T*  8in  a,  (5) 

womit  wir  als  Fadenlänge  S  vom  tiefsten  Punkte  bis  zum  Aufhängepunkte 

erhalten 

,^  ,     T'  8in  a 

S=8-\-  8= 

Aus  (2)  und  (5)  ergiebt  sich 

Taimp  =  a^,  (6) 

und  wenn  wir  (6)  durch  (1)  teilen,  sodann  yiir^ —  =  8  setzen, 

T  co8a 

^^       T'cosa  d8      ^  ^  ^ 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert,  wenn  x  als  unabhängige  Vari- 
able, also  clx  als  konstant  angesehen  wird. 


S=^-=^^*®'--  .Äf  ^^" 


(8) 


oder,  mit  ^  =  ^, 
dx 


^P       =zßdx.  (9) 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  da  die  Integrationskonstante  gleich  Null, 
weil  X  und  p  gleichzeitig  verschwinden. 
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oder,  indem  wir  mit  2  p  dividieren  und  für  p  seinen  Wert  setzen, 

2dy=^  {ef^'  —  e-ß')da;.  (10) 

Durch  die  Integration  dieser  Gleichung  erhalten  wir 

ß 

2 
Nun  sind  x  und  y  gleichzeitig  gleich  Null ,  so  dass  C=  —  -»  mithin 

p 

y  =  A ie<"  +  e-»'-  2),     wobei    ß  =  =^  ist.  (11) 

^  p  1    COS  a 

Damit  ist  die  Gleichung  der  gemeinen  Kettenlinie  für  die  durch  ihren 
Scheitel  laufende  Coordinatenaxen  gefunden. 

Aus  (10)  und  (7)  folgt  für  die  Bogenlänge  s  der  Curve 

«  =  A(^^«  — ö-^*).  (12) 

ß 
Die  Integration  der  Gleichung  (8)  kann  auch  in  folgender  Weise  bewirkt 

werden.     Wir  können  dieselbe  schreiben 

dy  d^ 

dx  doß  ^j  ,  pdp  _  , 
=.ßdy,      oder      -f=-J=.  =  ßdy. 


/-(äD'  '^'"' 


2 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

aber  mit  y  =  0  ist  g)  =  0,  also  /?  =  0,  so  dass  C  =  1,  mithin 

yr+."p^  =  /9y  +  l.  (13) 

Bezeichnet  y   die  Ordinate  des  Aufhängepunktes  A^  dann  ist,   weil   für 
denselben  p=^tga  ist, 

Vi  -j-  tg^ a  =  ßy  4-  1,   womit  y^-^{seca^  1).  (14) 

ß 

Aus  (13)  folgt  durch  Einfuhrung  des  Wertes  von  p 

weil  nur  das  positive  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  genommen  werden  darf, 
da  f&r  den  Bogen  O  A  dy  mit  dx  wächst.    Die  Integration  der  (15)  giebt 

Die  Coordinaten  des  tiefsten  Curvenpunktes  sind  a?  =  0,  y  =  0,  mithin  ist 
C=  —  -l  ^-^\  so  dass  die  Gleichung  der  Kettenlinie 
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^  =  ^^|i+/^y+/?/|y  +  y'}-  (16) 

Diese  Gleichung  ötellt  x  als  Punktion  von  y  dar.  Durch  Übergang  von 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  und  Auflösung  der  resultierenden  Gleichung 
nach  y  erscheint  genau  die  (12).  Bezeichnen  x\y  die  Coordinaten  des 
Aufhängepunktes,  dann  ist  zufolge  von  (14)  und  (16) 

,       1  ,  /'l  -4-  8ina>\ 

ß    \     €08  a     J 

Noch  erhalten  wir  durch  (7)  und  (15)  für  die  Bogenlänge  s  der  Curve 
die  Formel 

Die  Gleichung  fQr  die  Krümmungshalbmesser  r  ebener  Curven  ist 

8 


(18) 


r  = 


l-C^DT 


Nun  ist  mit  (7)  und  (8)^=/?«,  |^  =  /J  Vi +  /?«««,  folgUch 


3 


Hj-ä«««^«        1  1 

ß^/l+ß^8^       ß^        ^      '       ß^  >'^      ^  !f  > 

FQr  den  tie&ten  Currenponkt  ist  «  =  0,  2^  =  0,  daher .  der  Erümmangs- 

1      t 

radius  daselbst  ro  =  -5  =  —    Für  den  Aufhängepunkt  A  haben  wir  y=y\ 

r  2 


8 


/o  1  1 

=  S  =  y  -y-hy^^  -ig  a,  mithin  ist  daselbst  r  =  -8€C^  a  =  -sec^a. 


2.  Ein  homogener  Faden  von  der  Länge  S  hängt  mit  seinen  End- 
punkten an  den  festen  Punkten  Ä,B  und  ist  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft unterworfen.  Welches  sind  die  Elemente  der  von  ihm  gebildeten 
EettenlinieP 

Wir  wählen  die  noch  unbekannte  Direktrii 
OJT  (Fig.  16)  als  Abscissenaxe  und  die  durch 
den  tiefsten  Punkt  L  der  Curve  gehende  Yertikal- 
linie  O  Z  Y  als  Ordinatenaxe.  Die  wechselseitigen 
Abstände  der  Aufhängepunkte  seien  a  und  6,  in 

^ horizontaler  und  vertikaler  Sichtung  gemessen, 

Figur  16.  SO  dass,  wcuu  X,  y  die  Coordinaten  des  Punktes  A^ 

diejenigen  des  Punktes  B  x  -h  a^  3/  +  ^  süid. 


ly.  Th.  Kap.  V.  Die  Kcttenlinie.  47 

Für  die  Curve  haben  wir  die  Gleichungen  gefunden 

y  =  ^(^^'-+-^-n    (1)     /r  =  ^(.^'-^-n  (2) 

Die  Addition  und  Subtraktion  dieser  zwei  Gleichungen  giebt 

y  +  S^-e^',       (3)         y-.  8=^-6-^-.  (4) 

Demnach  muss  für  den  Aufhängepunkt  B  sein 

(y4-6-hÄ  +  Ä)  =  ^«<'('+«),     (5)       (y-^6-^-Ä)=l^/i(«+a),  (6) 

P  P 

Ziehen  wir  die  Gleichungen  (5)  und  (8),  (6)  und  (4)  von  einander  ab,  so 

ergeben  sich  die  Beziehungen 

ß{b-^S)=^e(^'{efi^-l),     (7)       ß{b-S)  =  €-(^'(e-^^—l),     (8) 

in  denen  die  Unbekannten  s  und  y  nun  nicht  mehr  vorkommen,  sondern 

nur  noch  die  zwei  Unbekannten  ß  und  x.    Durch  die  Multiplikation  der 

(7)  und  (8)  mit  einander  erhalten  wir 

ßa  ßa 

ßYS'  —  b^^ie^—e'  «), 

,                  .    ^             VS'  —  6« 
oder,  wenn  wir  ßa  =  z, =  c  setzen, 

(h 


»  e 


(j  =  l(^a-^    2).  (9> 

z 

Ist  durch  die  Gleichung  (9)  der  Wert  von  z  auf  irgend  eine  Weise  in 

Ausdrücken  von  a^b^S  bestimmt,  dann  ergiebt  sich  der  Parameter  der 

Curve  durch  die  Gleichung  jS  =  - »  die  Abscisse  x  durch  die  Relation  (7), 

die  Ordinate  y  eines  beliebigen  Gurvenpunktes  durch  die  Gleichung  (1). 
Die  (9)  lässt  sich  in  verschiedener  Weise  auflösen.    Bedient  man  sieb 
der  Reihenentwickelung,  so  ist 

-       — -  z^  z^ 


1Z  B  O 

.  -         -  «V       ^  z^  z 


4 


womit  annähernd     z^  -  ,  -  r^-, rr 

—  =  0-1,      ^  =  4V8(c— 1). 

Ferner  kann  z  dadurch  bestimmt  werden,  dass  wir  die  Unbekannte  z  als 

Abscisse  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  Curven  y=^cz  und  y  =e^ — e  * 
ansehen,  diese  Curven  verzeichnen  und  den  Wert  der  Abscisse  des  Durch- 
schnittspunktes abgreifen.  Endlich  können  wir  z  mittelst  einer  Tabelle 
bestimmen,  deren  Konstruktion  sich  wie  folgt  ergiebt.    Die  Eonstante  c 

ist  durch  die  Relation  gegeben  (?  =  -YS*  — 6^  wobei  stets  S> b  und  c 
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oder- V^^  —  6^  >  1  ist.     Mit  6  =  0  liegen  die  Aufhängepunkte  in  der- 
a 

selben  Horizontalen,  ist  dann  noch  a  =  l,  so  wird  c=S  und  z  =  ß. 

Demnach  besitzt  die  durch  S,  a  und  i  bestimmte  Kettenlinie  denselben 

Parameter  wie  die  Kettenlinie  von  der  Länge  S^  deren  Auf  hängepunkte 

in  derselben  Horizontalen  liegen  und  den  Abstand  Eins  von  einander  haben. 

Setzen  mr-zrie^-he    2)  =  __-,  so  ist  auch,  wegeu-r—z=Vl-\-cota^d', 

£k  8in  \r  8in  V 

Ä  — 

—  2—  =  cotg»,     mithin  e^  =  cotff&+-^^^  -^^  =  cotg  ^ 

woraus  ö^^f^^'^ö^  '^^^K*'    Damit  geht  unsere  transcendente  Gleichung 

-  =  tgd'.l(^cotg-^^ 

Mittelst  dieser  Gleichung  ist  nun  von  ^  =  0  bis  ^  =  90^  eine  Tabelle  zu 
berechnen,  die  in  der  einen  Kolumne  die  Werte  von  ^,  in  der  anderen 

diejenigen  von  -  oder  gleich  c  enthält.     Eine  solche  Tabelle  befindet  sich 

in  der  analytischen  Mechanik  von  Duhamel,  übersetzt  durch  Schlömilch, 

1  n 

Band  I,  S.  162,     Für  --=— riz= erhalten    wir    den   entsprechenden 

Wert  von  ^,  sodann -  =  ZTc/?/!^-^]»  i5  =  -  u.  s.  f. 

Die  Gleichung  der  Kettenlinie  ist  y  =  ^r—  (e^^  +  ^-^*).     Die  Ent- 

Wickelung  der  Klammergrösse  in  eine  Reihe  giebt  y  =^'ö~^ h^^'^i\^^ 

8^  iß 

_l_  ^  -j;6  _| und  ist  für  sehr  kleine  Werte  von  a?    y  =  -  -4-  ^a:^,   also 

die  Curve  in  der  Nähe  des  Scheitels  annähernd  eine  Parabel,  für  welche 
sie  Galilei  hielt. 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 

3,  Ein  Seil  von  konstantem  Querschnitte  und  konstanter  Dichtig- 
keit ^Z/JB  (Fig.  17)  ist  mit  seinen  Enden  in  den 
Punkten  A,  B  einer  horizontalen  Linie  aufgehangen. 
Die  Anspannung  in  jedem  Aufhängepunkte  ist  gleich 
dem  ganzen  Gewichte  der  Kette.  Welches  ist  die 
Länge  des  Seiles  ?  Welches  ist  die  Tiefe  des  Curven- 
scheitels  L  unter  der  Horizontalen  AB?  Welches 
^'    '  ist  die  Eichtung  der  Tangente  bei  A  oder  B? 


jr 

Y 

\ 

J 

0 

XX 
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Es  sei  die  Gerade  YCLO  vertikal,  OZr  =  der  Länge  desjenigen 
Kettenstückes^  dessen  Gewicht  gleich  der  Spannung  im  tiefeten  Punkte  L 
ist,  O  JT  horizontal,  PMA.OX,  OM^x,  MP^y,  OL  =  c,  ALB^s, 
ÄC=BC=^a. 

Die  Gleichung  der  Curve  und  ihre  ganze  Länge  ist 

y=2^^'"^^''^'     (1)       s=:c{e^-e''h  (2) 

Bezeichnet  m  die  zu  irgend  einem  Punkte  des  Seiles  gehörige  Masse,  welche 
hier  konstant  ist,  dann  ist  die  Spannung  im  Punkte  P 

1  i?       -i? 

daher  diejenige  im  Aufhängepunkte  B 

1  £L  ^ 

Nach  der  Annahme  ist  aber  diese  Spannung  gleich  mge  und  wird  daher 
durch  (2) 

a  a 

mga  =^  mcg{€^ — e    % 
folglich  muss  sein 


so  dass 


1  a  a  2.  2l 


1     a        q    St  \^ 


oder 


2*  =  i(3),       ■?  =  |^3)  (3) 


c       ^"        c      2 
sein  moss.    Mithin  ei^ebt  sich  durch  (2) 

4a 


=  rai(V5-^)= 


womit  die  ganze  Länge  des  Seües  bestimmt  ist. 
Indem  in  (1)  o?  =a  gesetzt  wird,  kommt 

1  a  a 

0  0=  2  ^•(^^■^^')' 
so  dass 


(3)   °^*  (3)' 


CL~ 


=(^-0i 


2  a       2  a  2  —  ^3 


Yä       >'f(3)      «(3)     ys 
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wodurch  der  Abstand  des  tiefsten  Punktes  des  Seiles  von  der  Horizontalen 
AB  gegeben  ist. 

Ferner  sagt  die  Gleichung  (1),  dass 


dy       1 ,  *        — - 


), 


daher  ist,  wenn  a  die  Horizontalneigung  des  Fadens  bei  B  bezeichnet, 

.^«  =  l(.'-.-')=^(V3-/|)  =  J.. 

folglich  ist  a  =  ^- 

Walton,  p.  122. 

4.  Ein  vollkommen  biegsamer  Faden  ist  mit  seinen  Enden  in  zwei 
beliebigen  Punkten  A,B  (Fig.  18)  befestigt  und  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft unterworfen.  Die  Masse  des  Fadens  ändert 
sich  nach  einem  bestimmten  Gesejize,  so  wie  wir 
von  einem  Punkte  zum  andern  wandern.  Es  soll 
die  Gleichung  der  Fadencurve  für  den  Gleichgewichts- 
zustand und  das  Änderungsgesetz  der  Masse  des 
Fadens,  wenn  die  Gleichgewichtscurve  bekannt  ist, 
gefunden  werden. 

Die  Ebene  der  Curve  sei  Coordinatenebene ,  ein  beliebiger  Punkt  0 
in  ihr  Coordinatenanfang,  die  Vertikale  0  Y  Ordinaten-,  die  Horizontale 
0  X  Abscissenaxe. 

In  diesem  Falle  ist  -ar=  0,  F= — g.  Ferner  sind  die  zur  Ver- 
fügung stehenden  allgemeinen  Gleichungen 


Figur  18. 


'^(r^)  =  0,    oder    r'^  +  ^^o, 


dB 


ds 


(1) 


<f  ^~<iy\  ,  „Tr_A    .-1.-     ^  rm^y 


r(T^^+mY=0,     oder     -"  (TY^  —  mg  =  (i.  (2) 

«V     dsJ  ds\     ilsj 

Bezeichnet  t  die  Spannung  im  tiefsten  Curvenpunkte ,  dann  ist  offenbar 
—  A=  T,  somit 


as 
Mit  (2)  und  (3)  erhalten  wir 

dsK     dxdsj         ^         dsKdocJ 
mithin 


(3) 


dy 


y     r 

X     J 


8 
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Für  den  tiefsten  Curvenpunkt  ist  -^  =  0,  daher  ist ,  wenn  sq  den  Wert 

dx 

von  8  für  diesen  Punkt  bezeichnet, 

dy  _ 


dx 


=^  g  I  mda,  (4) 


Wird  m  als  Punktion  der  Variablen  x^y^s  gegeben,  dann  ist  die  Form 
der  Fadencurve  durch  (4)  bestimmt. 
Die  Differentiation  der  (4)  giebt 

d'^y 


T  dx^ 
ff  ds 


dx 

^ne  Formel,  mit  welcher  m  für  jeden  Punkt  der  Fadencurve  berechnet 
werden  kann,  wenn  ihre  Gestalt  gegeben  ist.  Zufolge  der  (3)  erhalten 
wir  noch  in  diesem  Falle  für  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte 
-des  Fadens 

dx 
Johann  BemouUi,  Lectiones  Mathematicae,  Lect.  38,89, 40;  Opera,  Tom.  III. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (6)  können  auch  sofort  durch  die  Formeln  (1) 
und  (2)  unter  I)  angeschrieben  werden,  wir  haben  dann  nur  zu  beachten, 
•dass  im  tiefsten  Curvenpunkto  B  =  0,  also  —  A  =  r  ist. 

Walton,  p.  118. 

5.  Ein  vollkommen  biegsames  Seil  AOB  (Fig.  19)  ist  mit  seinen 
Enden  in  den  Punkten  A,  B  befestigt  und  der  Wirkung  der  Schwerkraft 

unterworfen.  Die  Masse  in  einem  beliebigen  Punkte  P 
der  Seiicurve  ist  umgekehrt  proportional  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Länge  des  Bogenstückes  OP^  gemessen 
vom  tiefsten  Curvenpunkte  an.  Welches  ist  die  Gleich- 
^  gewichtscurve  und  die  Spannung  in  einem  beliebigen 
Figur  19.         Punkte  des  Seiles? 

Wir  wählen  die  Ebene  der  Seiicurve  als  Coordinatenebene,  den  tiefsten 
Punkt  O  der  Curve  als  Coordinatenursprung,  die  Axen  OX,  OY  hori- 
zontal und  vertikal. 

Bezeichnet  (x  die  Masse  des  Seiles  in  dem  Ende  eines  vom  tiefsten 
Punkte  an  gerechneten  Bogens  <?,  so  ist 

m  =  wf^  — > 

'       8 

daher  erhalten  wir  nach  Problem  4  für  die  Gleichgewichtscurve  die  Gleichung 
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dy ./-  rde 


X 


folglich  ist  mit    ^^  ^     =  -^ 

da?      '^    ß'       ^dx^dxJ       dx    /  vda?-/  '     l/T" /'dy^* 

Die  Integration   dieser  Gleichung  bezüglich  x  giebt,  wenn  wir  beachten^ 

dass  gleichzeitig  ^  =  0,  -~-  =  0, 

dx 


Durch  weitere  Integration  folgt 

C+2ßy  =  ^{X'^-2ß)^/x^-¥^ßx-'2ß^l\x-\'2ß'{'^fW^i'ß'x\. 
Nun  ist  gleichzeitig  o?  =  0,  y  =  0,  so  dass  C  =  —  2  /?« ^  (2  /?),  mithin 

welches  die  verlangte  Gleichung  der  Curve  ist. 

Die  Relation  (1)  giebt 

de  _X'¥2ß 

dx"     2ß 

daher  ist 

womit  auch  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Gurvenpunkte  gegeben  ist. 

Johann  Bernoulli,  Lect.  Math.,  Opera,  Tom.  III,  p.  497.    Walton,  p.  120. 

6.  Bestimmung  des  Gesetzes,  nach  welchem  sich  die  Masse  eines 
Seiles  in  den  aufeinander  folgenden  Querschnitten  ändern  muss,  damit  das- 
selbe in  der  Gestalt  eines  Halbkreises  mit  horizontalem  Durchmesser  unter 
der  Wirkung  der  Schwerkraft  hängen  kann. 

Die  Gleichung  der  Seilcurve  ist 

Ä?*  =  2ay  — y^ 

aus  ihr  folgt— ^  = 3.  (j-^  =  -g—     2  ^^  ^^^^  ™^* Formel  (5) 

CL  X  —      vCw  Xy  Ol    ■"**  X 

{a^  —  x^ 
Problem  4 

^vd^ydx_v       a       r        a 

gdx^ds       g  a^  —  x^       g  (a  —  y)^ 

Mithin  muss  die  Masse  in  jedem  Punkte  des  Seiles  umgekehrt  proportional 
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dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  dem  horizontalen  Durchmesser  des 

Halbkreises  sein. 

Noch  haben  wir  filr  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte  dieses 

Seiles 

-, da za  %a 


dx     -y/a^^x^     <^  —  y 

JohaoD  Bemonlli,  Opera,  Tom.  III,  p.  502.     Walton,  p.  121. 

7.  Ein  vollkommen  biegsames  Seil  iet  mit  seinen  Enden  befestigt 
und  sein  Gewicht  der  Länge  seiner  Horizontalprojektion  direkt  proportional. 
Welches  ist  seine  Gleichgewichtscurve? 

a)  Die  Ebene  des  Seiles  AOB  (Fig.  20)  nehmen 
wir  zur  Coordinatenebene,  seinen  tiefsten  Punkt  O  zum 
Coordinatenanfang,  die  Horizontale  O^zur  Abscissen-, 
die  Vertikale  0  Y  zur  Ordinatenaxe,  so  dass  mit  MPOX 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  P  sind 
MP^Xy  OM=^y.  a^q>  seien  die  Horizontalneigungen 
Fiiir2o.  der  Curve  in  den  Punkten  A^P.  Ferner  sei  AD=^a 
=  der  Horizontalprojektion  des  Seilstückes  OA^  ^  das  Gewicht  der  Längen- 
einheit der  Horizontalprojektion,  so  dass  a  ^  das  Gewicht  des  Bogens  0  A, 
{a  —  x)q  dasjenige  des  Bogens  PA  ist. 

FQr  den  Gleichgewichtszustand  eines  beliebigen  Seilstückes  PA  müssen 
die  Bedingungen  erfüllt  sein 

TcoBff  —  T'cosa^^O,  (1)  Twny -f- (a  —  a?)?  — T'^na  =  0,  (2) 
aus  ihnen  folgt 

'^*- r^^a ^^> 

Für  den  tiefeten  Punkt  O  des  Seiles  ist  9>  =  0,  x  =  0,  mithin 

rrf    •  Tdina  ... 

T^8ina=^ag.         a  = »  (4) 

q 

so  dass  mit  (B)  und  (4)  durch  Elimination  von  a 

qx         :i    -      dy       .  .,  q  ^ 

tga>  =  -r    — »     d.  1.     -f-  =  ßx     mit     -=r- —  =  /^^ 

womit  die  Differentialgleichung  der  Curve  gefunden  ist.  Die  Integration 
dieser  Gleichung  giebt,  da  die  willkürliche  Eonstante  gleich  Null,  weil  x 
und  j/  gleichzeitig  verschwinden, 

y=2/?a?2,      x^  =  -y.  (5) 

Das  ist  die  Gleichung  der  gemeinen  Parabel  mit  dem  Parameter— = » 

P  9 

es  wird  deshalb  diese  Seilcurve  die  parabolische  Eettenlinie  genannt. 
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Aus  (1)  ergiebt  sich  für  die  Spannung 

Tcö«  y  =  T'  cos  a  =  r,  (6) 

d.  h.  die  Spannung  in  horizontaler  Bichtung  ist  in  jedem  Curvenpunkte 
gleich  der  Spannung  r  im  tiefsten  Curvenpunkte.  Die  Spannung  in  einem 
beliebigen  Curvenpunkte  ist 

ein  (p  8in  (p       p 

Für  die  Vertikalspannung  haben  wir 

Tsintp  =  qx, 
es  nimmt  dieselbe  von  oben  nach  unten  hin  ab,  im  Aufhängepunkte  ist 
sie  ein  Maximum,   gleich  dem  Gewichte  des  Seilstückes  vom  Aufhänge- 
punkte  bis  zum  tiefsten  Punkte,  gleich  q  a,  im  tiefsten  Punkte  ist  sie  ein 
Minimum,  gleich  Null. 

Der  Abstand  des  Parabelscheitels  von  der  Horizontalen  durch  A  ist 

b)    Die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  vorliegende 
Aufgabe  sind 

Im  vorliegenden  FaUe  ist  die  Belastung  eines  Bogenelementes  d8=  —qdxy 
so  dass  mY=  ^qdx^  mithin  haben  wir  die  zwei  Relationen 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  giebt 

Durch  die  (3)  sehen  wir,  dass  die  horizontale  Spannung  in  allen  Punkten 
der  Curve  dieselbe  ist.    Eliminieren  wir  aus  (3)  und  (4)  da,  so  wird 

Cf^  =  ^^-HC",     Oder    ^  =  ^'+(^",  (5> 

dx  dx       C 

woraus  durch  Integration  als  Gleichung  der  Curve  folgt 

y  =  \^x^-rC''x-rC'\  (6> 

Nehmen  wir  einen  der  Aufhängepunkte  als  Coordinatenursprung,  dann  ist 
0'"=  0,  die  Gleichung  der  Curve,  welche  eine  Parabel  ist,  wird 

2/  =  |^^'^-^"^  (7) 

Ist  nun  2  a  die  Spannweite  der  Curve,  dann  sind  die  Coordinaten  des 
anderen  Aufhängepunktes,  wenn  beide  Aufhängepunkte  in  derselben  hori- 
zontalen Linie  liegen,  a;=2a,  t/ =  0,  so  dass  für  die  Eonstante  G"  die 
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Bedingung  0  =  ^a^  -+-  Ca  besteht,  woraus  folgt  (7"=  —j^a.     Damit 

geht  die  Curvengleichung  über  in 

y=-i^(x^-2ax),  (8) 

Verlegen  wir  den  Coordinatenurspnmg  in  die  Mitte  der  Spannweite,  dann 
ist  an  Stelle  von  x  in  (8)  {x  4-  a)  zu  substituieren,  womit  die  neue  Glei- 
chung wird 

y  =  ^{^^-a%  (9) 

Aus  (9)  ergiebt  sich  für  den  Abstand  h  des  tie&ten  Punktes  der  Curve 
von  der  Abscissenaxe,  da  dann  o?  =  0  zu  setzen  ist, 

^ = -  ic  '''• 

Es  bleibt  nun  noch  die  Bestimmung  der  Eonstanten  C  übrig.  Bezeichnet  s 
die  ganze  Länge  des  Seiles,  so  ist 


'^y^käy^^-^Wr^*'""- 


weil  -^  =  -^  a?,  mithin 
dx      C 


Wenn  nun  der  Unterschied  zwischen  der  Bogenlänge  und  der  Spannweite 
sehr  klein  ist,  was  bei  den  Anwendungen  gewöhnlich  der  Fall,  so  ist  auch 

die  Pfeilhöhe  h=  ^  J~a^  sehr  klein  und  folglich  auch  ^i*  sehr  klein, 

wodurch  för  solchen  Fall  die  Wurzelgrösse  und  der  Logarithmus  in  eine 

Reihe  entwickelt  werden  kann.     Mit  z  =  ^a  ist 

,2  2*  Z<i 


Vl-l-««=l+=5-- 


2       2.4      2.4.6 


•  •  •» 


«VrT.-i=a.|(i)V-^(i)V. 


9 
Damit  erhalten  wir 


SC''  y3(.9-2a) 
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wodurch  die  (9)  übergeht  in 

Endlich  ist  der  Abstand  des  tiefsten  Curvenpunktes  von  der  Sehne  AB 

A  =  -  1  V8a(Ä-2a). 


8.  Ein  Seil  von  veränderlichem  Querschnitte  ist  zwischen  zwei  ge- 
gebenen Punkten  A,  B  aufgehangen  und  so  beschaffen,  dass  die  Spannung, 
welche  auf  die  Flächeneinheit  des  Querschnittes  fallt,  in  allen  Punkten 
dieselbe  Lst.  Welches  ist  die  Gleichung  der  Seilcurve  und  der  Quer- 
schnitt des  Seiles  an  einer  beliebigen  Stelle? 

Es  sei  x„  der  Querschnitt  des  Seiles  in  seinem  tiefsten  Punkte,  x 
derjenige  an  einer  beliebigen  Stelle,  dann  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein 

T:x  =  r:x.  oder  x  =  ^'T.  (1) 

Bezeichnet  q  die  konstante  Dichtigkeit  des  Seiles,  so  ist  die  Masse  eines 
Bogenelementes  xqds,  ihr  Gewicht  xQgds,  wobei  x  eine  veränderliche 
Grösse  ist. 

Die  beiden  Gleichgewicbtsbedingungen  sind 

f.(4:)=«.  <^>   Ä(^^D-^=«- 

wovon  letztere  übergeht  in 

^(^If)"''!^'''"^  mitß^  =  y.  (3) 

Die  (2)  giebt 

dx 

da 
Im  tiefsten  Punkte  der  Curve  ist  T  =  r,  -5—  =  1 ,  mithin  der  Ausdruck 

/  ax 

für  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Curvenpunkte 
Die  Einführung  dieses  Wertes  in  (3)  giebt 
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80  dass  mit  -^  =  y' 

dx      ^ 


%dy     _ 


Durch  die  Integration  dieser  Gleichung  erhalten  wir 

% .  oirc (tg  =  y)  =  yx^x  4-  C 

Indem  wir  nun  den  Ursprung  des  rechtwinkeligen  Goordinatensystemes 
nach  dem  tiefsten  Punkte  der  Gurve  verlegen,  verschwindet  die  Eonstante 
C  denn  für  a:  =  0  ist  y  =  0,  und  die  Gleichung  lässt  sich  schreiben 

ihre  Integration  giebt 

ohne  Konstante,  denn  x  und  y  verschwinden  gleichzeitig.  Wenn  die 
Spannung  und  der  Querschnitt  im  Scheitel  der  Gurve  bekannt  sind,  ist 
durch  (6)  die  Gestalt  der  Gurve  gegeben,  sie  ist  bezüglich  der  Ordinaten- 
axe  symmetrisch. 

Für  die  Spannung   in    einem  beliebigen  Gurvenpunkte  haben  wir 
mit  (4) 

Durch  (1)  und  (7)  ist  der  Querschnitt  des  Seiles  daselbst 

K=^T=^x,secQ^xy  (8) 

Damit  die  Grössen  x  und  z  bestimmt  werden  können,  müssen  noch  wei- 
tere  Bedingungen  gegeben  sein.  Unter  der  Annahme,  dass  die  Gurve  ausser 
durch  den  Goordinatenursprung  noch  durch  einen  weiteren  Punkt  geht, 
dessen  Goordinaten  a ,  b  sind ,  und  dass  das  Seil  von  x=^0  bis  ^  =  a 
ein  bestimmtes  Gewicht  O  besitzt,  wird  die  Aufgabe  vollständig  bestimmt. 

Weil  die  Seiicurve  durch  den  Punkt  (a,  b)  gehen  soll,  so  muss  die 
Gleichung  bestehen 

,        ^  i/     y^o  \  j  6      l(8eo(o)      ..  y*o^ 

b  =  — llsec^—^a)^  oder  -  =  -^^ -*mit(a  =  ^—^ — 

yxo  V      «^    y  a  o)  t 

Durch  Auflösung  dieser  transcendenten  Gleichung  ei^ebt  sich  o),  sodann 

T       ay 

Das  Gewicht  eines  Längenelementes  des  Seiles  ist  xqgds^^yxde 
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=  y  x^  sec^  f  '  "  I  d  0? ,  folglich  ist  das  Gewicht  des  Seiles  von  a?  =  0 
bis  x  =  a 

Hiermit  erhalten  wir 

^     .  <^ 

^  °      ay      *' 

9.  Ein  in  zwei  Punkten  A^  B  aufgehangenes  Seil  ist  so  belastet, 
dass  die  Belastung  proportional  der  Hoiizontalprojektion  seiner  Länge, 
sein  Querschnitt  ändert  sich  so,  dass  in  jedem  Punkte  eines  jeden  Quer- 
schnittes gleiche  Spannung  vorhanden  ist,  wobei  ausser  dieser  Belastung 
noch  das  Eigengewicht  des  Seiles  in  Rechnung  gezogen  wird.  Welches 
ist  die  Gleichung  der  Gleichgewichtscurve ,  die  gewöhnlich  die  gleichge- 
spannte Kettenbrückenlinie  genannt  wird? 

Die  an  einem  Längenelemente  des  Seiles  wirkenden  Kräfte  sind  das 
Seilgewicht  xqgda  und  die  Belastung  qdx,  so  dass  die  Grundbedingungen 
für  das  Gleichgewicht 

c^(2'f-J)  =  0,     (1)  d(j^^^^^{xQgds-^qdx)=Q.      (2) 

Der  Einfachheit  halber  legen  wir  den  Coordinatenursprung  in  den  tiefsten 
Punkt  der  Seilcurve,  die  Abscissenaxe  horizontal,  die  Ordinatenaxe  vertikal, 
wie  gewöhnlich. 

Die  Spannung  in  einem  beliebigen  Curvenpunkte  ist 

T-T^.  (3) 

dx  ^  ' 

Damit  gebt  die  (2)  über  in 

cd(~Y-\--(xQgd8-h  qdx)==Q^  oder  zdy^{xqgyi^y^^q)dx, 

d.  i.  -7-. — =^dx. 

xQg\\  -^-y^-^q 

Indem  wir  integrieren,  sowie  gg  =  y  setzen,  wird 

dy' 


'A 


=  x-ha  (4) 


yxV^l  -h  y^  -h  q 

Da  nun  die  Spannung  überall  gleich  sein  soll,  so  muss  sein 

^=  ±,         d.  i.         X  =  ""'1=  X  ^  =  X,  Vi  -f-  y'^ 
X       x^  T  'dx         '  ^  ^    ' 

wodurch  die  (4)  wird  zu 
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^y       =  X + c.  (5) 


yf«(i  +2/'*)  +  ? 

Die  Ausführung  der  Integration  giebt 

^    m    I      dz  r  ,,  .  r  >^  7/«'    A 

= -i^'- V  T--r?  =^  V^  ""^'^  = '^  =  VWn' ""  C^  =  ^  m' 0' 
SO  dass 

Die  Coordinaten  des  tiefsten  Punktes  sind  o?  =  0,  1/  =  0,  also  sind  auch 
X  und  y  gleichzeitig  gleich  Null ,  wodurch  C  =  0  sich  ergiebt ,  und  die 
Gleichung  der  Curve  wird,  von  dem  Bogen  zu  der  Tangente  übergehend, 

dy  =  }/^^^tg^^''^^'^'^^''''^ivdx,  d.i.  dy  =  m'tg{nw)da:.  (6> 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

y  =■ yl  (co8  n  x)  -+-  C^=  -  ,  l  (sec  b  x)  4-  C, 

,=  i,(.„vSIiIE«.J,).  (7) 

denn  die  willkürliche  Konstante  ist  gleich  Null,  weil  für  den  tiefsten 
Curvenpunkt  x  und  y  gleichzeitig  verschwinden. 

Die  Gleichung  der  Curve,   welche  bezüglich  der  Ordinatenaxe  sym- 
metrisch ist,  lässt  sich  mit  —  =  m,  --_— .  — :rv^_^  =  n  auf  die  sehr 

einfache  Form  bringen 

y:=ml(8ec-y  (8) 

Die  Spannung  in  einem  beliebigen  Curvenpunkte  kann  jetzt  mittelst  der 
Gleichungen  (3)  und  (6)  dargestellt  werden,  wir  erhalten 


^-^-:=^A:(£y 


=  :nr/y'*.'  +  /*«(?  +  y  ^J  <ä^  ^  \k^.Y>cl^,^     ^9^ 


yx. "         r« 


T  =  mj/ X+ l^^tg  inKv^).  (10) 


m*       n 
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Die  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Grössen  x„  und  r,  der  Querschnitt 
des  Seiles  im  Scheitel  der  Curve  und  die  Spannung  ebendaselbst  sind  nur 
durch  gewisse  Nebenbedingungen  bestimmbar.  Soll  z.  B.  das  SeO  mit 
wfacher  Sicherheit  konstruiert  werden  und  durch  einen  Punkt  (a,  b)  gehen, 
dann  genügen  diese  Bedingungen  zu  Ermittelung  von  x„  und  7.  Für  die 
Ourve  muss  in  diesem  Falle  auch  die  Gleichung  erfüllt  sein 

6  =  _^i(,,,VSl±Z5«).    oder    b  =  fnl(sec^y    (11) 

F 

Bezeichnet  F  den  Festigkeitscoefficienten,  /  =  —  den  Sicherheitscoöfficien- 

ten  des  Seilmateriales ,  dann  muss  für  die  Spannung  pro  Flächeneinheit 
«ines  jeden  Querschnittes  die  Gleichung  erfüllt  sein 

T      T      F 

-  =  —  =  —  =/,  womit         T  =  xj. 

X  X^  V 

Durch  Substitution  dieses  Wertes  von  r  in  die  Gleichung  (11)  wird 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  ein  Hil&winkel  ^  nach  der  Formel 

l{sec»)=-~bL,  <^  =  VIS+l5«.  (12) 

Daraus  finden  wir 

^ayJ  Kay) 

wodurch  der  Querschnitt  und  die  Spannung  im  Scheitel  bekannt  sind. 
Auch  ist  noch 

/  « 

y  ^ 

Bezeichnet  <p  die  Horizontalneigung  der  Curve  in  einem  beliebigen 
Punkte,  dann  sind  die  bei  einer  Berechnung  zu  verwendenden  Formeln 

y=^ml{,ec-y         tg^  =  -  =  -tg-, 

x  =  x^  8€c  9,  T=x/  =  x^/seo  <f, 

8.  u.  9.    Duhamel,  Analyt.  Mechanik. 

10.  Ein  gleichförmiges  Seil  ÄALBff  ist  über  zwei  Stützen  A 
und  B  (Fig.  21,  S.  61)  in  derselben  horizontalen  Linie  gelegt,  so  dass  es 
im  Gleichgewichte  bleibt.    Es  ist  die  Länge  des  Seiles  und  die  Wechsel- 


j  nh  =  — »         w=  — 
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seitige  Entfernung  der  beiden  Stützpunkte  gege- 
ben.   Welchen  Druck  haben  die  Auflagerpunkte- 
auszuhalten  P 
_  Es  sei  jL  der  tiefste  Punkt  der  Curve  ALBr 

b'        OL  Feine  vertikale  Linie  durch  i,  wobei  Oi  = 
Figur  21.  der  Länge  des   Seilstückes  ist,  dessen  Qewicht 

mit  der  Spannung  bei  L  übereinstimmt ,  die  Horizontale  0  X  Abscissen-,. 
die  Vertikale  O  Y  Ordinatenaxe,  OM  =  x^  MP  =  y. 
Mit  0 i  =  c  ist  die  Gleichung  der  Curve  ALB 

wenn  m  die  Masse  des  Seiles  pro  Längeneinheit  bedeutet,  so  ist  die  Span- 
nung in  einem  beliebigen  Gurvenpunkte  P 

1  £  j^ 

folglich  wird  die  Spannung  bei  JS,  wenn  AC^BC  =  a^  gleich  sein 

-^mcff(e'  -h  €    *^).  (2> 

Die  Spannung  in  B  ist  aber  gleich  dem  Gewichte  des  Seilstückes  BB"^. 
daher,  mit  BB^=8^  gleich  mgs,  mithin  muss  sein 

1  a  a  1  j2  ^ 

mg8=^'^mcg{e''  +  e    ^),     oder    s  =^ -^c{€'' •¥  e    ").  (8> 

Nehmen  wir  die  Länge  des  ganzen  Seiles  ÄALBB!  gleich  2aS',  dann- 
ist  die  Länge  des  Stückes  LBS  gleich  S  und  S  —  s  ist  die  Länge  des^ 
Bogens  BL.    Mithin  muss  sein 

1  a  a 

S  -B  =  -^c{ß^  —  e'\  (4> 

Die  Addition  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  giebt 

a 

wobei  c  von  den  bekannten  Grössen  a  und  S  abhängig  ist.    Bestimmen 
wir  den  Wert  von  e  aus  dieser  letzten  Gleichung  und  setzen  ihn  in  (2> 
ein,  so  wird  die  Spannung  in  dem  Stützpunkte  B  bekannt. 
Die  Differentiation  der  (1)  giebt 

wenn  ferner  Bogen  LP^e'  gesetzt  wird,  so  ist 


folglich 


€2 
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.T 


d  y e''  —  €     ** 

e^  -\-  e    ^ 
daher,  mit  ^.  den  Winkel  zwischen  der  Linie  B  Ü  und  der  Curve  B  L 
bei  B  bezeichnend, 


a 


C08(f 


^c  —  ^ 


er 
c 


(5) 


Stellt  nun  P  den  Druck  auf  die  Stütze  B  und  T  die  Spannung  des  Seiles 
daselbst  dar,  dann  ist 

demnach  mit  (2)  und  (5) 


ff 

c 


P^=.lm'c\Q^(e''  +  e     ')Al -h^-^ 


a 
c 


\ 


a 

r  ' 


womit  der  verlangte  Wert  der  Pressung  in  einem  Stützpunkte 


=  mcgy 


1  -¥  e  <^ 


ist. 


Walton,  p.  124. 


11.     Ein  homogenes  Seil  ABC  (Fig.  22)  von  konstantem  Quer- 

<a  schnitte  ist  über  einer  geneigten  Ebene  B  U  in 
einem  Punkte  A  aufgehangen.  Es  ist  gegeben 
der  Winkel,  welchen  das  Seil  im  Aufhängepunkte 
und  der  Winkel,  welchen  die  geneigte  Ebene  mit 
der  Horizontalen  macht,  sowie  die  Länge  des 
ganzen  Seiles.  Welches  ist  die  Länge  des  auf 
Figur  22.  der  geneigten  Ebene  liegenden  Seilstückes  JBC? 

Es  sei  AB  LA  die  Kettenlinie,  von  welcher  AB  ein  Bogen  ist, 
L  ihr  tiefster  Punkt,  P  ein  beliebiger  Punkt  in  dem  Curvenbogen  AL^ 
<p  die  Horizontalneigung  der  Curve  bei  P,  T  die  Spannung  daselbst;  a,ß 
seien  die  Werte  von  9.  bei  A^  JB.  Ferner  sei  c  der  Parameter  der  Curve, 
m  die  Masse  des  Seiles  in  einem  beliebigen  Punkte  P,  LP  =  s,  ABC 
=  S,  BC=S\ 

Zufolge  der  Beschaffenheit  der  Kettenlinie  ist 

Tcosß  =  mcff,     (1)  s  =  ctfKf.  (2) 

Die  Spannung  bei  B  ist  gleich  mgS'sinß^  folglich,  wegen  (1), 

mg  S'  sin  ßcosß  =  mcg^         c  =  S*  sin  ß  cos  ß,  (3) 

Ferner  ist  durch  (2)  LBA^ctga,  LB—c ig ß,  daher 
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S—S^=c{tga  —  tgß)  =  ^8inßco8ß{tga  —  tgß)  mit  (3), 
S  cos  a  =  S'  (cos  a  •+•  sin  a  sin  ß  cos  ß  —  sin^  ß  cos  a), 

o  o'        /i       /  m  af  Scosa 

Scosa  =  JS  cosßcosia  —  ß\         .',  a= ^        , 

^        ^         ^  co8ßcos{a—ß) 

Walton,  p.  125. 

12.  Bei  einem  schweren  Seile  ändert  sich  die  Dichtigkeit  umgekehrt 
proportional  der  Länge  desselben,  gerechnet  von  einem  bestimmten  Punkte 
in  ihm.     Welches  ist  die  Gleichgewichtsform  des  Seiles? 

Für  das  Gleichgewicht  des  Seiles  haben  wir,  wenn  a  eine  Konstante 
bedeutet,  die  Bedingungen 


as\    dsj  as\    dsJ      s^ 


d 

Die  Integration   dieser  Gleichungen  und  die  nachherige  Elimination   von 
Tgiebt 

p=^~—  =  b .  (1) 

dx  s 

wobei  a  und  b  konstante  Grössen  sind. 

Bezeichnet  r  den  Krümmungshalbmesser  für  einen  beliebigen  Punkt 

der  Curve,  so  ist 

(1+py         l+p2 

f*  ^^z   ■  ~~~ , 

dp  dp 

dos  ds 

daher  durch  (1) 

ar  =  (1  H- ft2)^2  _  2 a6 «  H- a«. 

Setzen  wir  nun  s=^si  +  ^u  und  bestimmen  fi  so,  dass  in  dem  Resultate 
der  CodfBcient  der  ersten  Potenz  von  s  verschwindet,  dann  ist 

ab  1  +  6^-  a  Si^ 

worinnen  c  wieder  eine  Konstante  ist.    Bedeutet  noch  (p  den  Contingenz- 
winkel,  so  haben  wir  r=^dsi:d(p^  mithin 

j  cdsi 

Die  Integration   dieser  Gleichung   giebt ,   dabei  beachtend ,   dass  ^  =  0, 

wenn  «j  =  0  ist, 

si  =  ctg  (f. 

Nun  seien  xifyi  die  auf  ein  solches  Axensystem   bezogenen  Coordinaten, 

dass  die  Tangente  parallel  zu  der  Axe  der  xi  ist,  wenn  q.  =  0,  dann  ist 

ax\  cia\  c  '  ' 

wo  c   eine  weitere  Konstante  bedeutet.     Der  Ursprung  des  Coordinaten- 
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systemes  sei  ein  solcher,  dass  a?i  =  0,  wenn  pi  =  0,  dann  ist  c  =  0,  und 
wir  erhalten 

folglich 

den  Ursprung  des  Goordinaten  systemes  so  nehmend ,  dass  yi  =  c^  wenn 
a?i  =  0  ist. 

r  1 

Wenn  si  =0,  so  ist  ä= jw=  :j ^g»  daher  mit  (1)  |?  =  —  t'  folglich 

ist  die  Axe  der  Eettenlinie  unter  einem  solchen  Winkel  /  g^en  den  Hori- 
zont geneigt,  für  welchen  wir  die  Beziehung  haben  y  =  arc  [tg  =  h), 

Haton  de  la  Goupilli^re,  Nonvelles  Annales  de  Math^matiques,  2m«  Sörie, 
Tom.  IX,  p.  554.    Walton,  p.  126. 

18.  Ein  homogenes  Seil  von  konstantem  Querschnitte  h&ngt  im  Gleidhgewichte 
über  zwei  glatte  Bolzen,  welche  in  einer  horizontalen  Linie  liegen  und  eine  gegebene 
Entfernung  a  von  einander  haben.  Welches  sind  die  Tiefen  h  der  Enden  des  Seiles 
unter  den  Bolzen,  wenn  die  Spannung  in  seinem  Mittelpunkte  dem  Gewichte  seines 
krummlinigen  Teiles  gleich  ist? 

«1/5 


^'C-^'^) 


2 

14.  Ein  homogener,  schwerer  Faden  von  konstantem  Querschnitte  läuft  durch 
zwei  glatte,  kleine,  auf  einem  festen,  horizontalen  Stabe  ruhende  Ringe.  Wenn  einer 
der  Binge  fest  ist,  der  andere  in  irgend  einem  Punkte  des  Stabes  gehalten  wird,  zu 
finden  den  Ort  der  Ruhelage  jenes  Fadenendes,  welches  das  entferntere  von  dem  fest- 
gehaltenen Ringe  ist. 

Es  sei  8  die  Länge  des  Fadens,  dann  ist  mit  dem  festen  Ringe  als  Goordinaten- 
Ursprung,  horizontaler  Abscissen-  und  vertikaler  Ordinatenaxe  die  Gleichung  des  ver> 
langten  Ortes 

15.  AOB  (Fig.  19,  S.  51)  ist  ein  vollkommen  biegsamer,  schwerer  Faden,  er 
befindet  sich  in  der  Ruhelage;  die  Masse  in  einem  beliebigen  Punkte  ist  direkt  pro- 
portional dem  Cosinus  der  Horizontalneigung  eines  Elementes  der  Curve  in  diesem 
Punkte.    Welches  ist  die  Gleichgewich tscurve? 

dx 
tt»  =  /9  ,-  nehmend,  wobei  ß  eine  konstante  Grosse  bedeutet,  finden  wir  als 

Gleichung  der  Curve 

welches  zeigt,  dass  die  Seilcurve  eine  gemeine  Parabel  ist. 

Jakob  BemouUi,  Acta  Erudit,  Lips.  Jun.,  Opern,  Tom.  I,  p.  449. 
Johann  BemouUi,  Opera,  Tom.  III,  p.  501. 
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16.  Man  soll  die  Gleichnng  der  Eettenlinie  finden,  wenn  die  Masse  des  Seiles 

-von  Pnnkt  zu  Punkt  sich  wie  xcosq>  ändert,  wo  <p  die  Horizontalneigung  eines  Ourven- 

elementes  bezeichnet. 

d  sc 
m  =  ßx-^    nehmend,  ergiebt  sich  als  verlangte  Gleichung 

exy  =  gßaß, 
irelche  der  kubischen  Parabel  angehört. 

Jakob  BemouUi,  ib.    Johann  BernouUi,  ib. 

17.  Zu  finden  die  Gleichung  der  Eettenlinie,  wenn  die  Masse  des  Fadens  in 
■einem  beliebigen  Punkte  direkt  proportional  j/o;  co8  9>  ist. 

m  =  ßYx  -j~  nehmend,  ergiebt  sich  die  Gleichung 

Ug^(fix^  =  22bT^y^. 
Jakob  ßemoulli,  ib.    Johann  Bemoulli,  ib. 

18.  Bestimme  die  Gleichung  der  Eettenlinie,  wenn  die  Masse  des  Fadens  in 

«inem  beliebigen  Punkte  direkt  proportional  y*  sin  q>  ist,  wobei  n  eine  beliebige  positive 

<}rOsse  bedeutet.    Wird  der  Ursprung  des  Coordinatensjstemes  so  gewählt,    dass  die 

Axe  der  x  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Seilcurve  läuft  und  dass  y  =  oo,  wenn  a;  =  0 

ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

(n-+-l)T 

Jakob  Bemoulli,  ib.    Johann  Bemoulli,  ib. 

19.  Bestimme  die  Masse  in  einem  beliebigen  Punkte  eines  Fadens,  wolcher  eine 
gemeine  Parabel  zur  Curve  hat,  deren  Parameter  a  ist. 

2t 

m  = 


g^a^-^-Ax^ 
Johann  Bemoulli,  Opera,  Tom.  III,  p.  504. 

20.  Ein  mit  seinen  äussersten  Enden  an  zwei  in  derselben  horizontalen  Linie 
liegenden  Bolzen  aufgehangener  Faden  bildet  durch  sich  selbst  eine  Cjcloide.  Welches 
ist  die  Masse  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Fadens?  Welches  ist  das  Gewicht  des 
Bogens  zwischen  diesem  und  dem  tiefsten  Punkte? 

Es  sei  G  das  Gewicht  des  Bogens,  die  Cjcloide  durch  die  Gleichungen  gegeben 
x^-ai^qt-^sinq^i  y  =  a(l  —  cosip),  dann  wird  gefunden  werden 

Tsec8  ^ 

m  =  ~2 »  0  =  ttg„. 

4ag  2 

21.  Das  eine  Ende  A  eines  gleichförmigen  Fadens  ist  an  einen  festen  Punkt  A 
gefesselt,  das  andere  ist  an  einem  Gewichte  befestigt,  welches  auf  eine  raube,  durch  A 
gehende  horizontale  Ebene  gelegt  ist,  und  der  Faden  hängt  durch  einen  Schlitz  in  der 
horizontalen  Ebene.  Man  soll  den  grOssten  Abstand  des  Gewichtes  von  A  bestimmen, 
bei  welchem  Gleichgewicht  möglich  sein  kann. 

Wenn  8  die  Länge  des  Fadens,  x  der  grOsste  Abstand  des  Gewichtes  von  Aj 
fi  der  Reibungsco^ffiicient  und  n  das  zweifache  Verhältnis  zwischen  dem  gegebenen  Ge- 
wichte und  dem  Gewichte  des  Fadens  ist,  so  wird  man  finden 


r«_P-^  [1+^^(1 -^''^n' 


F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mecbantk.  II. 
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22.  Ein  gleichförmiges  Seil  ist  an  zwei  Bolzen»  welche  in  einer  horizontalei» 
Linie  liegen,  mit  seinen  Enden  anfgehangen.  Die  L&nge  des  Seiles  soll  so  hestimmt 
werden,  dass  der  Druck  auf  die  um  die  Strecke  2  a  von  einander  entfernten  Bolzen 
ein  Minimum  ist. 

Bezeichnet  c  den  Parameter  der  Seilcurve,  s  die  verlangte  Seill&nge,  so  wird 
gefunden  werden 


1 
/« 

a 


6«  = 


1+' 


8  =  c(e'  —  e    '). 


Durch  die  erste  Gleichung  l&sst  sich  -  hestimmen,  sodann  ist  8  mittelst  der  zweiten 

zu  berechnen.  Wenn  z.  B.  2a=10  Meter,  dann  ist  annähernd  c  =  4*168  Meter^ 
8  =  12*578  Meter. 

Diarian  Bepositorj,  p.  644. 

23.  Ein  schwerer  Faden  hängt  in  der  Gestalt  einer  Curve,  deren  Gleichung^ 
aßy  =  x^  ist.  Bestimme  den  Curvenpunkt,  in  welchem  die  Masse  ein  Maximum  ist», 
und  diesen  Maximalwert. 

Sind  x,y  die  Coordinaten  dieses  Punktes  nnd  ist  m  das  verlangte  Maximum ^ 
so  wird  gefunden  werden 

y2  4  ag 

Das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Masse  dieses  Fadens  ändert,  ist  irrtümlich  unter- 
sucht worden  in  „The  Ladys  and  Gentlemans  Diary  for  the  year  1745.'*  Siehe  auch: 
Diarian  Repository,  p.  485. 

24.  Ein  gleichförmiger  Faden  von  der  Länge  2S  ist  an  zwei  Punkten  mit  den> 
wechselseitigen  Abstand  2  a  in  derselben  horizontalen  Linie  aufgehangen.  Welches  ist 
die  Gleichung  znr  Bestimmung  der  Horizontalneigung  a  der  Curve  in  einem  der  Auf- 
hängepunkte? 

a  =  Scotg  a.l(tg  — j —  Y 

25.  Ein   homogenes  Seil  konstanten  Querschnittes  ABC  DE  (Fig.  23)  läuft 

über  eine  glatte  Rolle  B,  die  Teile  BA^  DE  hängen 
frei,  der  Teil  CD  ruht  auf  einem  glatten,  horizon> 
talen  Tische.  CD  ist  die  halbe  Länge  des  ganzen 
Seiles ,  AB=^2  ,D  E.  Vergleiche  die  Länge  des 
Seiles  mit  der  Hohe  von  B  Über  CD. 

Das  verlangte  Verhältnis  ist  gleich  2{3-}-y3"). 


Figur  28. 


26.    Ein  Seil  von  veränderlicher  Dicke  hängt  in  der  Gestalt  einer  Curve  mit 

der  Gleichung  y^hllsecTjy  wobei  die  Abscissenaxe  horizontal  ist.    Welches  ist  das- 

Änderungsgesetz  der  Dicke  und  der  Spannung? 

Die  Spannung  des  Seiles  an  einer  beliebigen  Stelle  ist  direkt  proportional  seinem 

Querschnitte  daselbst  und  letzterer  direkt  proportional  ^^cc:* 
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27.  Die  Masse  eines  Seiles  ist  so  verteilt,  dass  —  wenn  es  mit  seinen  Enden 
an  zwei  Funkten  aufgehangen  ist  —  die  Spannung  wie  die  Dichtigkeit  wechselt. 
Welches  ist  die  Gleichung  seiner  Gleichgewichtscurve  ? 

Es  sei  der  tiefste  Currenpunkt  Ooordinatenursprung,  die  Aze  der  x  Tangente  in 
diesem  Punkte,  c  eine  Konstante,  dann  ist  die  verlangte  Gleichung 


y 


=  cl(8ec  -\ 


28.  Ein  homogenes  Seil  von  konstanter  Dicke  und  der  Länge  S  hängt  über 
zwei  festen  Punkten,  die  in  einer  horizontalen  Linie  liegen.  An  seinem  Mittelpunkte 
ist  mit  dem  einen  Ende  ein  anderes  ebensolches  Seil  von  der  Länge  ^  angehangen. 
Jede  der  zwei  Tangenten  an  das  erste  Seil  in  seinem  Mittelpunkte  macht  mit  der  Ver- 
tikalen den  Winkel  &.  Welches  ist  der  wechselseitige  Abstand  a  der  beiden  festen 
Punkte?    Zeige,  dass  ^  niemals  einen  gewissen  Wert  überschreiten  kann. 

Der  Wert  von  &  kann  niemals  den  durch  die  Gleichung  tg^-^^^a — 'o^  gegebenen 
überschreiten. 

29.  Ein  Seil  von  variabler  Dichtigkeit  hängt  von  zwei  festen  Punkten  in  Gestalt 
der  Curve  8=:f(g>)  herab.  Der  Ooordinatenursprung  befindet  sich  in  dem  tiefsten 
Curvenpunkte  und  9»  ist  die  Vertikalneigung  der  Curve  in  einem  beliebigen  Punkte. 
Welches  ist  das  Dichtigkeitsgesetz? 

Die  Dichtigkeit  ist  umgekehrt  proportional  dem  Produkte  dfi^  g> .  f  (9»). 

80.  Ein  Seil  von  veränderlicher  Dicke  aber  durchaus  von  demselben  Material 
hängt  von  zwei  festen  Punkten  herab.  Welches  ist  das  Gesetz  der  Dicke,  welches  die 
Gestalt  der  Curve,  wenn  die  Spannung  in  den  einzelnen  Punkten  des  Seiles  sich  wie 
seine  Dicke  ändert? 

Wähle  den  tiefsten  Curvenpunkt  als  Coordinatenursprung,  die  Axe  der  x  hori- 
zontal, diejenige  der  y  vertikal  s  sei  die  Länge  eines  gleichförmigen  Seiles,  dessen 
Dicke  gleich  derjenigen  im  tiefsten  Punkte  des  gegebenen  Seiles  und  dessen  Gewicht 
gleich  demjenigen  einer  Bogenlänge  vom  tiefsten  Punkte  bis  zum  Punkte  {x,y)  ist; 
endlich  sei  c  die  Länge  eines  gleichförmigen  Seiles  von  der  Dicke  im  tiefsten  Punkte 
des  ersten  Seiles  und  von  einem  Gewichte  gleich  der  Spannung  daselbst  Ist  noch  x^ 
der  Querschnitt  im  tiefsten  Punkte,  x  derjenige  im  Punkte  {x,  y)  des  gegebenen  Seiles, 
so  findet  sich  

Sir  Davies  Gilbert,  Philosophical  Transactions  for  1826. 
18-30.    Walton,  p.  128-133. 

31.  Die  Enden  einer  gleichförmigen  Kette  sind  an  zwei  in  einer  horizontalen 
Linie  liegende,  feste  Punkte  J.,  B  gefesselt.  Ein  Glied  C  dieser  Kette  bleibt  auf  einem 
geradlinigen  Drahte,  welcher  A  und  B  verbindet,  so  dass  die  Kette  zwei  Festons  A  C 
und  B  C  bildet.  Beweise  unter  Vernachlässigung  der  Reibung,  dass  der  kleinere  dieser 
FestoDS  kongruent  einem  Teile  des  grosseren  ist. 
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32.  Die  Enden  eines  gleichförmigen  Seiles  von  der  Länge  2S  sind  an  zwei 
feste  Punkte  in  einer  horizontalen  Linie  gefesselt.  Wenn  2  a  der  wechselseitige  Abstand 
der  Aufhängepunkte  ist,  T,  c  die  respektiven  Seillängen,  deren  Gewichte  die  Spannungen 
in  einem  der  beiden  Aufhängepunkte  und  im  tiefsten  Punkte  des  Seiles  repräsentieren, 
beweise,  dass  —  wenn  S  einen  solchen  Wert  besitzt,  welcher  T  zu  einem  Minimum 
macht  —  sein  muss 

38.  Bei  einem  an  zwei  festen  Punkten  aufgehangenen  Seile  ändert  sich  die 
Dichtigkeit  von  Punkt  zu  Punkt  wie  die  Spannung  in  diesen  Punkten.  Welche  Gleich- 
gewichtsform besitzt  das  Seil,  wenn  seine  Dicke  konstant  ist? 

Mit  dem  tiefsten  Punkte  als  Coordinatenanfang  und  horizontaler  Abscissenaxe 
ist  die  verlangte  Gleichung,  unter  c  eine  Eonstante  verstanden, 

c*  =sec  -. 
c 

31—33.    Walton,  p.  202. 

34.  Ein  vollkommen  biegsamer  Faden  mit  vereinigten  Enden  hängt  über  zwei 
in  einer  horizontalen  Linie  festen  Bolzen  in  Gestalt  zweier  Festons.  Wenn  P,  P'  die 
Spannungen  in  den  Scheiteln  der  Festons,  a,  a  die  Horizontalneigungen  der  Festons 
an  jedem  Bolzen  sind,  beweise,  dass  das  Gewicht  des  halben  Fadens  gleich  Ptga-^-P'  tga 
ist.  Beweise  auch,  dass  das  Gewicht  des  Fadenteiles  von  der  Länge  gleich  dem  Ab- 
stände zwischen  dem  Scheitel  der  Festons  gleich  P  P'  ist. 
Walton,  p.  203. 


Dritter  Abschnitt. 

Grleichgewioht  freier,  uiiausdehnbarer  Fäden  unter  der  Wirkung 

von  Centralkräften. 

1.  Bestimmung  der  Gleichung  der  Curve,  welche  im  Gleichgewichts- 
zustände ein  vollkommen  biegsamer,  unausdehnbarer  Faden  bildet,  wenn 
auf  ihn  irgend  eine  Centralkraft  wirkt. 

Es  sei  A  B  (Fig.  24)  ein  beliebiger  Teil  des  Fadens, 
S  das  Centrum  der  anziehenden  Kraft,  P  ein  beliebiger 
Punkt  in  dem  Faden,  FD  die  Tangente  an  den  Faden 
in  diesem  Punkte,  p  ein  Punkt  des  Fadens  sehr  nahe 
bei  P,  pk  die  Tangente  in  p  B,n  AB.  Ferner  seien 
OJP,  Op  die  Curvennormalen  zu  P,p,  welche  sich  in 
dem  Krümmungsmittelpunkte  O  von  Pp  schneiden,  so 
dass  OP  der  Krümmungshalbmesser  zu  P  ist;  die  Ver- 
längerung von  O  P  schneidet  die  Tangente  pk  in  l\  Wir 
setzen  OP=q,  SP  =  r,  SY±.PD  =  p,  2^SPD  =  <p.  2j:tO/?  =  i/;, 
m  =  der  Masse  des  Fadens  bei  P,  T=  der  Spannung  in  P,  T -\-  clT=  der- 
jenigen inp,  Pp  =  ds,  F=der  Centralkraft  in  P, 

Die  an  dem  Fadenelemente  Pp  =1  ds   wirkenden  Kräfte    sind    T, 
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T  -h  dT  und  F,    Diese  Kräfte  zerlegen  wir  in  normaler  und  paralleler 
Richtung  zu  PZ>,  so  dass  die  Gleichgewichtsbedingungen  sind: 

Fmd8sin(p  =  {T -h  d T)€08 Zf^pkO  =  (T -h  d  T)8inilJ, 

oder,  indem  wir  nur  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  beibehalten, 

ds 
Fm dssino)  ^=  Tip  =  T    -» 

Q 

daher 

T 
Fm  sin  y  =  — »  (a) 

F mda cos if  =^  {T -h  d T)8in 2t pkO --  T  =^  {T -i-  d  T) C08  ip  -  T, 
oder,  indem  wir  wieder  nur  die  Infinitesimalen  erster  Ordnung  beibehalten^ 

Fm  d  8  cos  (f  =  d  T^ 

daher,  weil  d s cos (p  =  dr  ist, 

Fmdr  =  dT.  (b) 

dv  D 

Durch  die  Gleichung  (a)  ergiebt  sich,  wegen  ^  =  — r  ,— »  8m(p  =  -* 

Fmdr-^^^T=0, 

P 
so  dass,  wenn  wir  (b)  in  Erwägung  ziehen, 

-^-H-/=0,     l{p)-i^l{T)  =  l{C),    l(Tp)^l{C), 
P        J- 

wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.    Mithin  erhalten  wir 

p  =  ->T,  =  -r '  (c) 

^  Fmdr 

welches  die  Gleichung  der  Fadencurve  in  p  und  r  bei  gegebenem  Aus- 
drucke für  F  ist. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  d-  den  Winkel  zwischen  dem  Strahle  SP 
und  irgend  einer  festen  Geraden  in  der  Ebene  der  Fadencurve,  dann  haben 
wir  für  die  Länge  des  Perpendikels  p  die  Relation 

mithin  ist,  wenn/ Fmdr  =  B  gesetzt  wird,  durch  (c) 

Br^dd^  =  Cy/dr^  4-  r^d^, 

d^^-^^-^ _-.  (d) 

Dieses  ist  die  Differentialgleichung  der  Fadencurve  zwischen  r  und  ^. 

Die  hier  gegebene  Lösung  stimmt  überein  mit  derjenigen  von  Johann 
BemouUi  (Opera,  Tom.  IV,  p.  238). 
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Der  Wert  der  Spannung  in  einem  beliebigen  Curvenpunkte  folgt  aus 
der  Gleichung  (b)^  wenn  F  als  Funktion  von  r  bekannt  ist. 

Die  Resultate,  zu  denen  wir  gelangt  sind,  können  auch  aus  den  all- 
gemeinen Gleichgemchtsbedingungen  für  eine  Seilcurve  abgeleitet  werden. 
Die  Methode  der  tangentialen  und  normalen  Eräftezerlegung  ist  indessen 
für  den  Fall  von  Centralkräften  bequemer. 

Wenn  die  Centralkraft  abstossend,  anstatt  anziehend  wirkt,  so  haben 
wir  in  den  obigen  Formeln  nur  F  durch  —F  zm  ersetzen. 


2.  Auf  einen  homogenen  Faden  von  konstantem  Querschnitte  wirkt 
eine  Attraktionskraft,  die  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung ist.    Welches  ist  die  Gleichgewichtscurve  des  Fadens? 

Es  sei  AOB  (Fig.  25)  die  Fadencurve,  S  das 
Kraftcentrum,  SO  der  die  Curve  unter  rechtem  Winkel 
treffende  Fahrstrahl,  SP  ein  beliebiger  Radiusvektor, 
T  die  Spannung  bei  O,  SO  =  c,  jit  die  Attraktion  in  der 
Distanz  c. 

Hier  haben  wir 


=  jFm  dr^/fi 


.2 


mdr^=  C  — 


fxmc^ 


aber  nach  l,(b)  ist  T=B^  demnach  z=  C'  —  fimc,  so  dass 
Nun  erhalten  wir  mit  1,  (d) 


(1) 


Cdr 


^(j-hfx 


mc 


fxm€\^^^ 


)   r^—C^^ 


Nach  l,(c)  ist  wegen  /?  =  c  und  T=t  für  den  Punkt  O  die  Konstante 

C  =  c  T,  daher 

cvdr 


rf^  = 


rifT-^fAmc — ^^^  ^    r*  — ö^r^J 


i 


Setzen  wir  zur  Vereinfachung  T  =  n/itwic,  so  wird 

ncdr 


^j(^4.1)2^2_2(n+l)cr-hc2~nV} 


Die  Gleichung  der  Fadencurve,  welche  aus  der  Integration  dieser  Relation 
hervorgeht,  besitzt  drei  verschiedene  Formen,  je  nachdem  n^l  ist. 
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1)  n  >  1.    Das  Integral  der  Differentialgleichung  ist  mit  ^^  =  0 
für  r  =  (? 

r^-        ("-1)''  ■  (2) 

ncosi^Y^^  — -  1  ~)  —  1 

2)  n  =  1.    Unter  derselben  Voraussetzung  erhalten  wir 


3)    n  <  1.    Bei  derselben  Annahme  ist 

+  ,-y^'t^ljr-{l-n)c\'.  (4) 

Ferner  ergiebt  sich  mit  l,(c),  weil  C=^ct  ist, 


e 


CT 

daher,  wegen  (a), 

CT  nc 

r  r 

folglich  bekommen  wir  mit  r  =  oo  als  Perpendikellftnge  p  = z-»  was 

^igt,  dass  die  drei  Fadencurven,  welche  den  drei  Werten  von  n  ^  1  ent- 
sprechen, dieselben  Asymptoten  besitzen,  die  innerhalb  einer  Entfernung 

ft  c 

^  von  dem  Kraftcentrum  laufen.    Setzen  wir  noch  in  (2),  (3),  (4) 

r  =  QO ,  so  ergiebt  sich  für  die  Neigungen  der  beiden  Asymptoten  einer 
jeden  Curve  gegen  den  Fahrstrahl  SO 

—pz=arc{co8=' — I  und  ,.         -l • 

Johann  Bernonlli,  Opera»  Tom.  IV,  p.  240. 
Whewell's  Mechanics,  8rd.  edit.,  p.  183. 

3.  Man  soU  die  Gleichung  der  Qleichgewichtscurve  eines  gleichförmigen  Fadens 
AOB  (Fig.  25,  S.  70)  finden ,  wenn  sich  die  Intensit&t  der  von  dem  Centrun  8  aus- 
lohenden Attraktionskraft  wie  die  n^«  Potenz  der  Entfernung  verh&lt  und  die  Span- 
nung in  0  gleich  dem  {n-i-lY^  Teile  des  Gewichtes  eines  Fadenstftckes  von  der  Länge 
0  5  ist,  wobei  angenommen  wird,  dass  auf  jedes  Fadenelement  eine  konstante  Kraft 
wirkt,  welche  derjenigen  in  0  gleich  und  nach  S  gerichtet  ist. 

Mit  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  unter  2  ergiebt  sich  für  die  Fadenlinie 
die  Gleichung 

-^j  ^  =co«(n  +  2)*. 
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IV.  Th.  Kap.  V. 


Figur  26. 


4.  Die  Gleichung  der  Gleichgewichtscurve  eines  Fadens  SAOB 
(Fig.  26)  von  konstantem  Querschnitte  zu  finden ,  wenn  seine  Enden  in 
dem  Centrum  S  einer  Bepulsivkraft  befestigt  sind,  deren  Intensität  sich 
umgekehrt  wie  die  n^«  Potenz  der  Entfernung  verhält,  die  Spannung  bei  0 
gleich  dem  (n— 1)^«^  Teile  des  Gewichtes  eines  Fadenstückes  von  der  Länge 
OS  ist ,  wobei  jedes  Element  dieser  Länge  von  einer  konstanten  Kraft 
beansprucht  gedacht  ist,  welche  derjenigen  von  S  auf  O  gleich  ist. 

—  j        =C0Ä(n— 2)^. 

1—4.    Walton,  p.  133—188. 


Vierter  Abschnilt- 


Der  über  eine  Fläche  gespannte,  vollkommen  biegsame, 

unausdehnbare  Faden. 


1.  Ein  vollkommen  biegsamer,  unausdebnbarer  Faden  ruht  unter 
der  Wirkung  beliebiger  Kräfte  auf  einer  glatten  Fläche.  Welches  ist  die 
Form  des  Fadens? 

Es  sei  R  die  Eeaktion  der  Fl&cbe  in  dem  beliebigen  Punkte  (^,  y^  z) 
des  Fadens^  T  die  Spannung  des  Fadens  daselbst,  u=f{x,  y,  z)  =  (y 
die  Gleichung  der  Fläche.  Damit  erhalten  wir,  wenn  X  einen  gewissen 
Coefficienten,  m  die  zu  dem  Punkte  (x,  y,  z)  gehörige  Fadenmasse  be* 
deutet,  die  drei  Bedingungen 


dsK: 


,da) 
da 

d8\    d€. 


du 


J  ax 


d 


da 

du 
dx 


(^i^) 


dy 

mZ-^lR^^Oy 
dz 


dx 


du  j         du  .         ^ 
'i—dy-h^-dz=Q. 

dy    ^       dz 


<i) 


(2> 


(3> 


(4) 


dT 


Aus  (1),  (2)  und  (3)  folgt  durch  Elimination  von    ^     und  kR,    indem 

Cv  8 

wir  übers  Kreuz  multiplizieren, 


= 


0  =  (niJS:-hT 


d^x\/'dydu      dz  d 


DC 


yJ 


( 


+  JmF+T 


da^jydsdz       dady 
d^y\rdzdu      dxdu 


da' 


')(. 


dadx      dadz 


) 


(5) 


\  da^Jydady      dadx) 
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Aber  mit  (1),  (2),  (3)  und  (4)  ergiebt  sich 

daX,    dsj         ^ds\,    dej  day    daj 

-hm{JCdx  -H  Ydy  -h  Zdz), 
daher 

0  =  dl-^-miXdx  4-  Ydy  +  Zdz).  (6> 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  bestimmen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
der  Fläche  die  Gestalt  des  Fadens. 

Eine  sehr  elegante  Lösung  dieses  Problemes,  welche  sich  in  der 
Theorie  der  Bewegung  etc.  von  Schell  vorfindet,  ist  die  folgende. 

Ist  ein  vollkommen  biegsamer  Faden  durch  zwei  Kräfte  P  und  Q 
über  eine  Fläche  hingespannt,  so  lässt  sich  derselbe  als  ein  Seilpolygon 
von  unendlich  kleinen,  unendlich  vielen  Seiten  ansehen,  an  dessen  Knoten- 
punkten die  Widerstände  der  Fläche  in  zu  ihr  normaler  Richtung  thätig 
sind.  Denken  wir  uns  aus  diesem  Polygone  zwei  aneinander  stossende 
Elemente  herausgenommen,  welches  die  unendlich  kleinen  Strecken  MM\ 

M' M"  (Fig.  27)  sein  mögen,  so  wirken  an  denselben 
die  Spannungen  T  und  T'  in  ihren  Richtungen  und  der 
Normalwiderstand  22  am  Knoten,  welche  drei  Kräfte  im 
Gleichgewichte  sein  müssen.  Damit  dieses  der  Fall  ist, 
Figur  27.  müssen  die  Richtungen  dieser  drei  Kräfte  in  einer  Ebene 

liegen,  oder  —  was  dasselbe  ist  —  die  Richtungen  der  zwei  Tangenten 
in  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  der  Fadencurve  und  die  Flächen* 
normale  müssen  in  eine  Ebene  hineinfallen.  Die  Ebene  dieser  Tangenten 
ist  aber  die  Schmiegungsebene  der  Fadencurve,  es  muss  diese  daher  die 
Normale  der  Fläche  enthalten,  oder  ihr  Krümmungshalbmesser  muss  die 
Richtung  der  Normalen  besitzen,  welches  die  Eigenschaft  der  kürzesten 
Linie  auf  der  Fläche  ist.  Daher  ist  ein  zwischen  zwei  Punkten  über 
eine  Fläche  hingespannter  Faden  im  Gleichgewichte,  wenn  er  überall  mit 
der  kürzesten  Linie  der  Fläche  zwischen  diesen  zwei  Punkten  zusammenfilllt. 

T  T 

Für  die  Spannungen  T  und  T  besteht  die  Beziehung ^-  = =:-• 

sinT'R      sin  TR 
Der  Winkel  zwischen  den  beiden  Tangenten  ist  unendlich  klein,  die  Nor- 
male der  Fläche  ist  senkrecht  zu  der  Tangente  jeder  auf  ihr  gezogenen 
Curve  durch  den  Flächenpunkt  derselben,  folglich  sind  die  Winkel  T^R 

und  TR  nur  unendlich  wenig  von  -  verschieden,  so  dass  7^=7  ist.  Da- 
her ist  die  Spannung  des  Fadens  in  je  zwei  aufeinander  folgenden  Curven- 
elementen  gleich  gross,  konstant,  also  auch  durchweg  den  Faden  konstant^ 
sonach  müssen  auch  die  Kräfte  P  und  Q,  welche  den  Faden  über  die 
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Fläche  hinspannen,  einander  gleich  sein  und  in  den  Sichtungen  der  Tan- 
genten der  Fadencurve  wirken,  da  sie  den  Endspannungen  gleich  sein 
müssen,  wenn  Gleichgewicht  sein  soll.  Für  den  Normaldruck  B  des 
Fadens  auf  die  Fläche  an  einer  bestinamten  Stelle  besteht  das  Verhältnis 
R:8in2^MM'M''=T:8inTR,  Nun  ist  im  Grenzfalle  derJfVinkel 
AI SI/3t"  däs  Supplement  des  Contingenzwinkels  da  und  sinT'R^h 
folglich  ist  R  =  Tday  oder,  weil  der  Krümmungshalbmesser  r  im  Punkte 

ds  T  P  Q 

M  durch  die  Relation  gegeben  ist  r  =  3—»  22  =  —d«  =  —  d«  =  —  rf«. 

da     .  r  r  r 

Daraus  lässt  sich  erkennen,  dass  der  Druck  des  Fadens  an  jeder  Stelle 
unendlich  klein,  proportional  der  Krümmung  daselbst  und  proportional  der 
Intensität  der  beiden  gleichen  Kräfte  ist,  welche  den  Faden  über  die 
Fläche  hinspannen.  Ist  die  Krümmung  der  Fläche  überall  dieselbe,  so 
ist  auch  der  Druck  derselbe.  Ein  über  eine  Kugelfläche  hinweggespann- 
ter Faden  hat  die  Form  eines  Kreisbogens,  weil  dieser  die  kürzeste  Linie 
auf  der  Kugelflache  ist,  der  Druck  ist  überall  derselbe,  weil  der  Krüm- 
mungshalbmesser konstant,  gleich  dem  Kugelradius  ist.  Der  über  einen 
Kreiscylinder  hinweggespannte  Faden  nimmt  die  Gestalt  einer  gemeinen 
Schraubenlinie  an,  der  Druck  ist  überall  derselbe,  denn  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Schraubenlinie  ist  konstant.  Bezeichnet  a  den  Gylinder- 
radius,  a  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  Curve  mit  der  Erzeu- 
gungslinie des  Cylinders  einschliesst ,   so  ist  r=    .  ^    >    folglich  i?  = 

P  n 

—  ds sin} a.    Mit  a=.-^  wird  dieser  Druck  zu  einem  Maximum,  also  dann, 

a  z 

wenn  der  Faden  in  einer  zur  Oylinderaxe  senkrechten  Ebene  liegt,   wenn 

^r  die  Form  eines  Kreisbogens  annimmt.     Mit  a  =  0  wird  22  =  0,  d.  h. 

der  Druck  ist  Null,    wenn  der  Faden  längs  einer  Erzeugungslinie   des 

Cylinders  gespannt  wird. 

Denken  wir  uns  die  Fläche  hinweg,  so  bleibt  Gleichgewicht  bestehen, 

p 

wenn  in  allen  Punkten  Kräfte  -ds  in  der  Richtung  der  Hauptnormalen 

T 

der  Fadencurve  angebracht  werden,  welche  in  der  Richtung  vom  Krüm- 
muugsmittelpunkte  nach  dem  Curvenpunkte  hin  wirken.  Wird  also  ein 
Faden  durch  Kräfte  Fds  im  Gleichgewichte  erhalten,  die  in  der  Rich- 
tung der  Normalen  wirken,  so  ist  F  umgekehrt  proportional  dem  Krüm- 
mungsradius der  Fadencurve  veränderlich,  die  Spannung  ist  in  allen  Ele- 
menten dieselbe,  nämlich  Frds. 

Zu  denselben  Resultaten  können  wir  auch  durch  direkte  Rechnung 
gelangen,  indem  wir  von  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  aus- 
gehen, was  der  Studierende  zur  selbständigen  Übung  thun  mag. 
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2.  Ein  vollkommen  biegsamer,  schwerer  Faden  a  b  (Figur  28)  ruht 

auf  dem  Bogen  einer  ebenen  Curve  J.P-B  in  einer 
vertikalen  Ebene.  Welches  ist  die  Spannung  des 
Fadens  und  der  Druck  auf  die  Curve  an  einer  beliebigen 
Stelle? 

^  Es  seien  P,  p  zwei  unendlich  nahe  gelegene 

Figur  28.  "  Curvenpunkte,  PO^  pO  die  Curvennormalen  zu  diesen 
Punkten,  so  dass  O  der  Krümmungsmittelpunkt.  Ferner  seien  a  JT,  aY 
die  Coordinatenaxen  in  der  Ebene  der  Curve,  erstere  horizontal,  letztere 
vertikal  angenommen.  Weiter  sei  Bogen  aP=s,  Pp^ds^  !r=  der 
Spannung  in  P,  T-h  dT=^  derjenigen  in  p ,  m  =  der  zu  einem  belie- 
bigen Punkte  gehörigen  Masse  des  Fadens,  /2=  dem  Drucke  auf  die 
Curve  bei  P,  2f.P0p  =  (p,  PO  =  r. 

Für  den  Gleichgewichtszustand  müssen ,  wenn  wir  die  an  dem  Ele* 
mente  de  wirkenden  Kräfte  in  paralleler  und  senkrechter  Richtung  zu 
der  Tangente  im  Punkte  P  zerlegen,  die  Bedingungen  erfüllt  sein 

(T-^  dT)co8(p  —  T  =  mffd8^^  (1) 

mgds-^'h{T'^dT)8in<f  =  Bd8.  (2) 

Cv  8 

Mit  (1)  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Differentiale  höherer  Ordnung  als  der 
ersten  vernachlässigen  und  beachten,  dass  T  =  0,  wenn  y  =  0  ist, 

dT  =  mgdy^  T  =>mgy.  (8) 

womit  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Fadens  bestimmt  ist. 

Die  (2)  giebt,  unter  denselben  Verhältnissen, 

dx      _  <r        _ 
d8  d8 

da  aber  ^  =  —  ist,  so  erhalten  wir  für  den  Druck  auf  die  Curve  in 
d8        r 

einem  beliebigen  Punkte 

„  dx       T  rdx       y\  ,., 

^d8       r  ^\d8        rJ 

Walton,  p.  138. 

3.  An  den  beiden  Enden  eines  über  eine  in  einer  vertikalen  Ebene 
befindlichen  Curve  gelegten ,  vollkommen  biegsamen ,  gewichtslosen  Fadens 
sind  zwei  Oewichte  Qi  Q  angehangen.  Welches  ist  der  Druck  auf  die 
Curve  an  einer  beliebigen  Stelle? 

Es  sei  APB  (Fig.  29,  S.  76)  die  Curve,  OP,  Op  srien  die  Normalen 
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Figur  29. 


zwei  aufeiDander  folgenden  Gurvenpunkten  P,p;  &  sei 
die  Neigung  von  OP  zu  einer  gewissen  in  der  Ebene 
der  Curve  gelegenen  Linie,  2^,  POp  —  d&^  OP  =  r, 
Bogen  ÄP=8,  Pp  =  de,  p=  dem  Drucke  im 
Punkte  P,  P  =  der  Spannung  des  Fadens  bei  P» 
T-\-  dT=  derjenigen  bei  p. 
Damit  erhalten  wir  für  das  Oleichgewicht  des  Fadenelementes  Pp 

durch  Zerlegung  der  Kräfte  P,  P  +  d  P,  p  in  senkrechter  und  paralleler 

Richtung  zu  der  Tangente  in  P 

(T-^dT)8indd'=:^pd8^prd&,   (1)     (P-f- dP)coÄd^  —  P=  0.  (2) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  wenn  wir  nur  die  Differentiale  der  ersten 
Ordnung  beibehalten, 

Td»  =  prd&,     T  =  pr,     (3)         dP=0,     T  =  O.  (4) 

In  A  ist  offenbar  die  Spannung  gleich  dem  Gewichte  $,  folglich  T  =  Q, 
mithin  wegen  (3) 

Q=pr,         P  =  —' 

r 

Der  ganze  Druck  auf  die  Curve  ist  demnach  gleich 

Jpds^qf^  =  Qf^d&=Q{r—&'),  (5) 

wenn  die  Tangenten  in  den  Punkten,  wo  der  Faden  die  Curve  verlässt^ 
vertikal  sind,  haben  wir  nQ  fflT  die  ganze  Pressung  auf  die  Curve,  sind 
dieselben  nicht  vertikal,  dann  sind  natürlich  in  den  Punkten  A  und  B  zu 
der  Pressung  auf  die  Curve  noch  Pressungen  hinzuzufügen. 

Euler,  Nov.  Comment.  Petrop.  1775,  p.  307.   Prisson,  Traitä  de  Möcanique, 
Tom.  I,  eh.  8.    Walton,  p.  189. 

4.  Über  eine  in  einer  vei-tikalen  Ebene  liegende  rauhe  Curve  ist  ein 
n^ — fB  vollkommen  biegsamer,  gewichtsloser  Faden  gelegt,  an 
dessen  Enden  zwei  Gewichte  P,  Q  hängen,  von  denen  Q 
so  viel  grösser  als  P  ist,  dass  sich  das  System  ge- 
rade im  Gleichgewichte  befindet  (Fig.  30.).  Welches  ist 
das  Verhältnis  P:  Q,  sowie  der  auf  die  Curve  ausgeübte 
Druck? 

Es  bezeichne  fi  den  BeibungscoäfiScienten  und  die  übrigen  Benennungen 
seien  dieselben  wie  unter  3. 

Der  Reibungswiderstand  an  dem  Fadenelemente  Pp  ist  fxpds^  er 
wirkt  annähernd  in  der  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  P.  Mit  der- 
selben Kräftezerlegung  wie  vorhin  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 

(T-hdT)8ind^=pd8=prd &,  (1)  {T-hdT)co8dd'^T'hfApd8^0.  (2) 


A 


Figur  30. 
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Aus  diesen  GleichuDgen  folgt 

Td&  =  prd^,  T==pr.  (3) 

dT-^fipd»=:0,    dT-hfi—ds:=0  mit  (1), 

r 

und,  indem  wir  integrieren, 

l{T)-,if^=-^fjifd&=G^,i&.  (4) 

mithin  ist,  da  die  Werte  von  T  bei  A  mid  B  gleich  P  und  Q  sind, 

l{P)=C  —  fi&u        HQ)==^C—fi^2.  (5) 

daher 

i(|)  =  l»(^2-*i),       !  =  .'"*'-*'>  (6) 

Die  (6)  giebt  das  Verhältnis  zwischen  P  und  Q  unter  den  Umständen 
des  Problemes.     Weiter  erhalten  wir  mit  (4)  und  (5) 

l(^)  =  fi(^2  -^),        T=Qef^<^*-^K  (7) 

folglich  ist  der  ganze  Druck  auf  die  Curve  AB 

aber    für  &  =  &^    ist  dieser  Druck    offenbar    gleich   Null ,    folglich    ist 
C=^e'^^^'~^^\  mithin  ist  die  ganze  Pressung  von  ^i  bis  0^2  gleich 


^J^iU(^2-^t)_lJ. 


Zu  diesem  Drucke  auf  die  Curve  von  A  bis  B  sind  noch  die  Pressungen 
in  den  Endpunkten  A  und  B  zu  addieren. 

Wenn  die  Curve  ein  Halbkreis  ist,  so  haben  wir  ^^^  ^i  =  tt,  folg- 
lich P:Q  =  €"''. 

Enkr,  Nov.  Commeni  Petrop.  1775,  p.  316.    Poisson,  Traitä  de  Mdcanique, 
Tom.  I,  eh.  3.    Walton,  p.  140. 

5.  Auf  der  Curve  eines  Kreisquadranten  mit  vertikaler  Ebene,  von 
welchem  einer  der  beiden  äussersten  Halbmesser  horizontal  ist,  liegt  ein 
vollkommen  biegsamer,  homogener,  schwerer  Faden,  die  Curve  ist  voll- 
kommen glatt.  Welches  ist  die  Kraft  F,  die  eben  das  Herabgleiten  des 
schweren  Fadens  von  der  Curve  verhindern  kann?  Wie  verhält  sich  der 
^  F  Druck  auf  die  Curve  zu  dem  Gewichte  O  des  Fadens? 
Es  sei  (Fig.  31)  APB  die  Curve,  OA=:a, 
2i,A0P=&,  2i.A0p  =  d'-hd&,  r  die  Spannung  in  P, 
T-hdT  diejenige  in  p,  p  der  auf  den  Bogen  APj  dp 
der  auf  das  Bogenelement  Pp  =  ds  ausgeübte  Druck. 
Figur  3  .  ^^  ^^^  Fadenelemente  wirken  die  Kräfte  T,T-hdT^ 
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sein  Gewicht  mgadd^^  welche  mit  der  Reaktion  des  Gurvenbogens  ä«  im 
Gleichgewichte  sein  müssen.  Für  den  Gleichgewichtszustand  muss  mit  O 
als  Drehpunkt,  wodurch  diese  Reaktion  ausgeschlossen  wird,  die  Momenten- 
gleichung erfüllt  sein  v 

{T+dT)a  —  Ta  —  mgad^.acoHd'=^(),  (1) 

woraus  folgt 

dT  =-mgaco8d-d&^         T  =-  mg aj cosdd&y 

T^mgasin^,  (2) 

TT 

Da  nun  in  B  offenbar  T  =  F  und  ^=  ö»  so  ist  die  verlangte  Kraft 

F=mga,  (3) 

d.  h.  mindestens  gleich  dem  Gewichte  eines  Fadenstückes  von  der  Länge 
dcä  Bogenhalbmessers. 

Für  den  Druck  auf  das  Curvenelement  Pp^  welcher  von  den  Span- 
nungen T,  T-h  dT  und  dem  Gewichte  des  entsprechenden  Fadenelementes 
herrührt,  haben  wir  die  Gleichung 

dp  =  mgadd'8mv^  •+-  Tdd-  =  mgasind-dO^-^-  mgaain^dd'^ 
Damit  ist  dv  =  2m9aain»d».  (4) 

p  =  C — 2mgacosd'^ 
und  weil   C  =  2mgaj   wegen   des  gleichzeitigen  Verschwindens   von  d- 
und  p  für  den  Punkt  A,  so  ergiebt  sich 

p  =  2mga{l  —  coad).  (5) 

Für  den  Gesamtdruck  von  A  bis  B,  d.  i.  von  ^  =  0  bis  ^  =  ^i  erhalten 
wir  demnach 


Tt 


/dp  =  2mgal   smd'd&  =  2niga  =  F.  (6) 

Somit  ist  das  gewünschte  Verhältnis  zwischen  Gesamtdruck  und  Faden- 
gewicht 

F  _  2mga  ^  4  . 

G  n      n 

mga^ 

6.  Wenn  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  der  Quadrant  nicht  glatte 
sondern  rauh  ist  und  der  ReibungscoefScient  mit  jk  bezeichnet  wird,  wie 
gross  ist  dann  die  Kraft  JP? 

Die  an  dem  Fadenelemente  Fp  thätigen  Kräfte  sind  hier  die 
Spannungen  T,  T-hdT^  der  Reibungs widerstand  fxdp,  das  Gewicht 
mgadd-  und  die  Reaktion  der  Curve.  Nehmen  wir  Momente  um  den 
Punkt  O,  dann  ist  die  Gleichgewichtsbedingung 

(T -^  dT)a  —  Ta  4-  ^idp.a  —  mgad&.acosd'  =  0, 
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oder 

dT         dp 

dÖ^~^^d&^  ^^9<^<^o^^'  (1) 

Ferner  ist  wieder 

(?p=  mgadO-smy^-h  Tdx>^     oder     -^  =.  mgasind^-h  T, 

dO- 

Wenn  wir  diesen  Wert  von  j     in  (1)  substituieren,  so  wird 

d  XI 

dT 

fiT=  mpaicosd'  —  fiam^^). 


d& 
Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  <?^'^  und  integrieren,  so  folgt 

1  -f-  /t*^  ^ 

Mit  ^  =  0  ist  T  =  0,  wodurch  C  =  —  :: — ~-z  w  <?  a,  mithin 

Tef'^^  :P^^ ^\12 fxco8&  -h  {1  -^  fi^)8tn^]ef'^--2 fjt\.         (2> 

Für  ^=  -rauss  F=T  sein,   daher  ist  mit  (2)  die   das  Gleichgewicht 
haltende  Kraft 

Ferner  erhalten  wir  durch  die  Integration  der  Gleichung  (1) 

T=  fip  =  mffa8in0'^ 
wo  keine  Konstante  hinzuzufügen  ist,  weil  T,  p,  ^  gleichzeitig  verschwinden. 
Damit  ist  der  Druck  auf  die  Curve  von  A  bis  P 

p  =  -~{mga  sin  &  —  T). 
Mit  y>=^  n  erhalten  wir  den  Druck  P  auf  den  ganzen  Quadranten,  nämlich 

7.  Ein  schwerer,  gleichförmiger  Faden  rnht  aaf  einer  vollständigen  Cjcloide^ 
ihre  Axe  liegt  vertikal,  ihr  Scheitel  aufwärts,  die  Länge  des  Fadens  deckt  gerade  den 
ganzen  Bogen  der  Cycloide.  Wie  ändert  sich  die  Pressung  in  den  einzelnen  Cnrvenpunkten? 

Die  Pressung  ist  der  Krümmung  umgekehrt  proportional. 

/^      ^^  8.  Ein  schwerer  Faden  -4  BC  (Fig.  32)  ist  mit  seinem  h(k;hsteD 

(         45    Ende  an  dem  umfange  eines  vertikalen  Kreisschnittes  eines  rauhen^ 

horizontalen  Cylinders  mit  beweglicher  Axe  befestigt.    Die  Längen  der 
^    zwei  Teile  AB,BC  des  Fadens  sind  gegeben.   Welches  ist  das  Moment 
Figttr  32.         einer  Kraft  um  die  Cylinderaxe,  die  Gleichgewicht  hervorbringt? 
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Es  sei  AB  =  a,  BC  =  b,  r  =  dem  Halbmesser  des  Cylinders,  w  =  der  Masse 
«iner  Längeneinheit  des  Fadens,  dann  ist  das  verlangte  Moment  gleich 


mrg(rsin-  4-6  Y 


9.  Zwei  gleiche  Gewichte  P,  P'  sind  durch  einen  homogenen,  vollkommen  bieg- 
samen Faden  verbanden ,  welcher  Ober  einen  rauhen,  festen,  horizontalen  Kreiscylinder 
läuft.  Zu  vergleichen  die  Kräfte ,  welche  erforderlich  sind,  P  zu  heben ,  je  nachdem 
P  hinaufgestossen.  oder  P'  herabgezogen  wird. 

Wenn  p  die  Kraft  in  dem  ersteren,  p'  diejenige  in  dem  letzteren  Falle  be- 
zeichnet, 50  ist 

P 

10.  Wenn  ein  Gewicht  P  an  dem  einen  Ende  eines  homogenen,  feinen  Fadens, 
<ler  über  einen  rauhen  Cylinder  gelegt  ist,  befestigt  ist  und  der  Faden  an  dem  an- 
deren Ende  ein  Gewicht  n  P  tragen  kann ,  wie  gross  ist  das  Gewicht ,  welches  der 
Faden  tragen  kann,  wenn  er  rmal  um  den  Cylinder  gewunden  ist? 

Das  verlangte  Gewicht  ist  gleich  n'^'"^^  P. 

11.  Ein  Faden  ist  um  einen  glatten  elliptischen  Cylinder  in  einer  zur  Cylinder- 
axe  senkrechten  Ebene  gewunden.  In  den  Brennpunkten  der  Ellipse  wirken  zwei  an- 
ziehende Centralkräfte,  die  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  sind 
und  in  gleichen  Distanzen  gleiche  Wirkungen  hervorbringen.  Man  soll  die  Spannungen 
•des  Fadens  in  den  Endpunkten  der  grossen  und  kleinen  Axe  vergleichen. 

Die  Spannung  in  einem  Endpunkte  der  grossen  Axe  verhält  sich  zu  derjenigen 
in  einem  Endpunkte  der  kleinen  Axe  wie  (1  4-  e^) :  1 ,  wo  e  die  Excentricität  eines 
Cylinderquerschnittes  bedeutet. 

12.  Die  Endpunkte  eines  Fadens  von  der  Länge  7  a  sind  an  denjenigen  eines 
gleichförmigen,  schweren  Stabes  von  der  Länge  5a  befestigt.  Der  Faden  ist  über 
einen  dünnen,  runden  Bolzen  gelegt  und  hängt  der  Stab  in  Buhe,  wenn  der  Auf- 
hängepunkt irgendwo  innerhalb  eines  Abstandes  a  von  der  Mitte  des  Fadens  sich  be- 
endet. Man  soll  den  Reibungsco^fficienten  zwischen  dem  Faden  und  dem  Bolzen  be- 
stimmen, sowie  die  Horizontalneigung  des  Stabes  ermitteln,  wenn  er  in  einer  Lage  au 
der  Grenze  der  Bewegung  hängt,  und  die  Spannungen  der  zwei  Teile  des  Fadens. 

Bezeichnet  fx  den  ReibungscoSfficienten,  0  das  Gewicht  des  Stabes,  T  die  Span- 
nung des  längeren,  T'  diejenige  des  kürzeren  Teiles  des  Fadens  und  O-  die  Horizontal- 
neigung des  Stabes,  dann  ist 

"^Kt)'    ^=t^'    ^-t^'    '^"'^-t,- 

13.  Ein  dünner,  unausdehnbarer  Faden,  in  welchem  die  Dichtigkeit  in  geo- 
metrischer, wie  die  Entfernung  des  fraglichen  Punktes  von  einem  Endpunkte  in 
arithmetischer  Progression  wächst,  ist  direkt  quer  über  einen  rauhen,  horizontalen 
Cylinder  gelegt.  Der  Umfang  eines  Yertikalschnittes  des  Cylinders  ist  der  zweifachen 
Länge  des  Fadens  gleich.  Es  soll  der  Reibangsco^fficient  unter  der  Voraussetzung 
bestimmt  werden,  dass  der  Faden  eben  getragen  wird,  wenn  seine  beiden  Enden  in 
der  horizontalen  Ebene  durch  die  Cylinderaxe  sich  befinden. 
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In  Übereinstimmung  mit  der  Hypothese  ist  der  Ausdruck  für  die  Dichtigkeit 

in  einem  Abstände  s  Ton  dem  einen  Ende  des  Fadens  a  ^  \  bezeichnet  r  den  Cjlinder- 
halbmesser,  so  ist 

7—13.    Walton,  p.  142—143. 

• 

14.  Ein  feiner  Faden  schliesst  gerade  ohne  Spannung  den  Umfang  einer  Ellipse 
ein.  In  dem  einen  Brennpunkte  der  Ellipse  befindet  sich  der  Sitz  einer  Centralkraft, 
deren  Intensit&t  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  ist.  Es  soll 
bevriesen  werden,  dass  die  Summe  der  Spannungen  des  Fadens  in  den  Endpunkten 
irgend  einer  Brennpunktssehne  unveränderlich  ist  und  dass  der  Normaldruck  auf  die 
Ellipse  in  einem  beliebigen  Punkte  umgekehrt  proportional  dem  Kubus  des  konjugier- 
ten Durchmessers  ist. 

15.  Der  tiefere  Halbmesser  eines  festen  Kreissektors  ist  horizontal,  seine  Ebene 
vertikal  Beweise ,  dass  ein  homogener  Faden  von  der  Länge  gleich  dem  Halbmesser 
plus  Bogenlänge,  welcher  über  den  Bogen  und  den  höheren  Halbmesser  gelegt  ist,  im 
Gleichgewichte  bleibt,  wenn  der  Faden  eben  Bogen  und  Radius  deckt. 

16.  Ein  gleichförmiger  Faden  stützt  sich  auf  die  Fläche  einer  Kugel  und  ist 
mit  dem  einen  Ende  an  ihrem  höchsten  Punkte  befestigt.  Die  Länge  des  Fadens  ist 
gleich  deijenigen  eines  Quadranten  eines  grOssten  Kugelkreises.  Beweise,  dass  der 
ganze  durch  den  vom  höchsten  Punkte  an  gerechneten  dritten  Teil  des  Fadens  aus- 
geübte Druck  gleich  der  Spannung  in  dem  höchsten  Punkte  des  Fadens  ist. 

14  und  16.    Walton,  p.  203. 


Zweite  Abteilung. 
Gleichgewicht  Tollkommen  biegsamer,  elastischer  Fäden. 

Wird  ein  homogener,  gleichförmiger,  ausdehnbarer  Faden  von  gegebener  Länge 
durch  eine  beliebige  Kraft,  welche  jedoch  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreiten  darf, 
gedehnt,  so  ist  durch  Experimente  dargethan  worden,  dass  die  Ausdehnung  des  Fadens 
proportional  seiner  natürlichen  Länge  und  der  dehnenden  Kriaft  ist.  Daraus  ist  leicht 
zu  ersehen,  dass  die  Ausdehnung,  wenn  der  Faden  von  Teränderlicher  Länge  ist,  wech- 
seln wird  wie  das  Produkt  aus  der  Kraft  und  der  veränderlichen  Länge  des  Fadens. 
Bezeichnet  daher  a  die  natürliche  Länge  eines  Fadens,  d  seine  Länge  unter  der  Wir- 
kung der  streckenden  Kraft  P,  X  eine  konstante,  von  der  Beschaffenheit  des  Fadens 
abhängige  Grosse,  welche  durch  Versuche  bestinmit  und  Elastizitätsmodulus  genannt 
wird,  dann  besteht  die  Gleichung 

«'  =  «(14-0 

Diese  Theorie  wurde  zuerst  von  Hooke  in  der  Form  eines  Anagrammes  unter  einem 
Verzeichnisse  von  Erfindungen  am  Ende  seiner  Beschreibung  des  Helioskopes  in  dem 
Jahre  1676  verkündigt.    Das  Anagramm  lautet:  ^ceiünossttuu*,  aus  welchem  der 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    II«  6 
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Satz:  «nt  tensio  sie  vis'  gezogen  werden  kann.  Er  TerOffentlichte  sp&ter  ein  Werk 
nnter  dem  Titel:  ,De  Potentia  Bestitativa  or  Spring*,  in  welchem  die  Theorie  mit 
experimentellen  Erlänterungen  ansfUhrlich  entwickelt  wurde.  Hooke's  Theorie  bildet 
die  Basis  einer  Denkschrift  yon  Leibnitz  in  Acta  Emditonun  1684,  betitelt  «Demon- 
strationes  Novae  de  Besistentia  Solidoram*.  Der  Leser,  welcher  diesen  Gegenstand 
eingehender  kennen  lernen  will ,  wird  anf  Gravesande's  Element.  Physic.  üb.  I ,  c.  26 
verwiesen. 

1.  Ein  elastischer  Faden  A  C  (Fig.  88)  ist  mit  dem  einen  Ende  an 
/    einem  festen  Punkte  Ä  aufgehangen  und  trägt  in  einem  Punkte  B 

ein  Gewicht.  Die  natürlichen  Längen  von  AB^  BC  sind  gegeben. 
'.  ji  Welches  ist  die  Länge  des  Fadens  A  O  unter  seinen  gegenwärtigen 
.      VerhSfttnissen? 

B 

Lasse  sein  m  die  Masse  der  Längeneinheit  des  Fadens  in  seinem 
^  natürlichen  Zustande,  a,  b  die  natürlichen  Längen  von  AB^  BC, 
c  a\  V  die  Längen  dieser  Strecken  unter  den  Verhältnissen  des  Pro- 
ng.  88.  blemes,  c  die  Länge  eines  Teiles  des  ungestreckten  Fadens,  dessen 
Gewicht  gleich  der  in  B  angehangenen  Last  ist,  P  einen  beliebigen  Punkt 
m  AB^  p  einen  benachbarten  Punkt,  AP=^x^  Pp  =  dx^  T  die  Span- 
nung in  P  und  T-^  dT  diejenige  in  p. 

Nach  Hooke's  Prinzip  ist  das  Gewicht  des  Fadenelementes  Pp  gleich 

tii  fi  d  Sj 

— '■ — — -,  folglich  erhalten  wir  für  das  Gleichgewicht  dieses  Elementes 

r+dr+— ^-^-rp=0,        oder         (\  +  j^äT-\-mgdai  =  Q. 

1  +  j 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 


r(l  +  2^)  +  my«  =  C. 


Aber  es  ist  klar,  dass  T  =  mg{a  +  6 H-c),  wenn  jr=0,  und  r=m^(6+c), 
wenn  x=a',  folglich  bekommen  wir 

(a  +  6  +  c)  jH-  J|(a  +  6  +  e)\  =  {b  +  c)  jl  +  f{(6  +  o)\  +  «'. 
daher 

a'  =  a|l  +  ||(a  +  26  +  2c)j.  (1) 

Femer  erhalten  wir,  wenn  Q  ein  beliebiger  Punkt  ia  BC,  BQ  —  y  und 
T—  der  Spannung  in  Q,  ist,  wie  vorher 


(l-f-^)4-m^y=C7. 
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Aber  es  ist  offenbar  ir=|m(5F6,  wenn  y  =  0,  und  «^  =  0,  wenn  y  =  6'  ist, 
folglich  muss  sein 

Demnach  ergiebt  sich  mit  (1)  und   (2),   wenn  t  die  ganze  Länge  des 
Fadens  AG  bezeichnet, 

Z'=  a  +  & -h  ^ja(a -f  26  +  2(?) +  *«j. 

2.  Ein  dehnbarer  Faden  von  der  natürlichen  Länge  a  ist  mit  dem 
einen  seiner  Enden  an  dem  Gipfel  einer  glatten,  geneigten  Ebene  befestigt, 
welche  dieselbe  Länge  a  besitzt!  Wie  gross  ist  die  Länge  des  von  der 
schiefen  Ebene  herabhängenden  Fadenstückes,  wenn  der  Faden  durch  sein 
eigenes  Gewicht  gedehnt  wird? 

Es  sei  ACD  (Fig.  84)  der  Faden,  A  der  Gipfel  der  geneigten 

Ebene  AC,  P  ein  beliebiger  Punkt  in  AC  und  p  ein 
darauf  folgender  Punkt,  i  die  Spannung  in  Py  T  die- 
jenige in  A  und  r  diejenige  in  G,  AP^^x^  Ap  =  x 
-\-dx^  m=  der  Masse  zu  irgend  einem  Punkte  des 
Fadens,  wenn  er  unausgedehnt  ist,  a  die  Horizontal- 
neigung von  AC. 

^"3*-  Die  Masse  des  Fadenelementes   Pp  ist  mdxi 

/^l  -h  -T) »  und  daher ,   weil  t-^  dt  die  Spannung  in  p ,  muss  far  das 
Oleichgewicht  die  Bedingung  erfüllt  werden 

dt-\ da?  =  0,         oder         tl-^j\dt-hmg8inadx=0, 

welche  Gleichung  integriert  giebt 

tfl  +  o^}  +  mgX8ina  =  <7, 

folglich  bekommen  wir ,  da  t  der  Wert  von  t ,  wenn  a?  =  a,  und  T  der 
Wert  von  U  wenn  ^  =  0  ist, 

(r— r){l  +-^{z-^T)\'^mga8ina  =  Q.  (1) 

Bezeichnet  s  die  natürliche  Länge  von  CD  und  demnach  a  —  s  diejenige 
von  A  C,  so  ist  offenbar 

t  =  mffs,  T  =  mg^s  -h  {a  —  8)8may 
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mithin  durch  (1) 

(a  —  *)  |l  -h  ^  [2  «  -f-  (a  —  «)  «n  a] I  =  a, 

-t^  (a  —  «)  |2  «  4-  (a  —  a)  sin  a\  =  s. 

Die  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  giebt  die  Orösse  e. 

Bedeutet  noch  «'  die  wirkliche  Länge  von  (72),  so  kann  leicht  ge» 
zeigt  werden,  dass 

und  sind  mithin  s  und  a'  bekannt. 

3.  Ein  homogener,  dehnbarer  Faden  A  a  (Fig.  35)  ist  mit  dem  einen 
£.  seiner  Enden   an  dem  oberen  Endpunkte  Ä  des  vertikalen 
Halbmessers  Ä  O  eines  Kreisbogens  A  B  befestigt,  auf  wel- 
chem  er  ruht.     Wie    gross  ist  die  gedehnte  LäDge  des 
Fadens,  wenn  seine  natürliche  Länge  gegeben  ist? 

Es  sei  AP  =  e,  Pp^da,  2i.A0P=q>,  2f.P0p 
^^  =  d  ^^  O  A  =1  a^  m  die  Masse  pro  Längeneinheit  des  noch 

nicht  gedehnten  Fadens,  T,  T-hdT  die  Spannung  in  P,  p^  a\  da'  die 
natürliche  Länge  von  AP,  Pp. 

Nach  dem  Prinzipe  von  Hooke  ist  die  Länge  des  Fadenelementes  Pp 

da=^(l-i'j^da\  (1) 

Für  das  Gleichgewicht  des  Elementes  Pp  erhalten  wir  durch  Zerlegung 
der  Kräfte  parallel  und  senkrecht  zu  der  Tangente  in  P 

{T+dT)co8dip  'i-mgdaain^  —  T=0,  (2) 

oder,  indem  wir  nur  die  unendlich  kleinen  Grössen  der  ersten  Ordnung 
berücksichtigen, 

dT  -h  mg  d a' ain (p  =  0^    C^  "^  T^  d  T  -{-  m g azn<p  d a  =  0  mit  (1), 
und  weil  a  =  dg) 

rp 

fl  +  y^  dT-hmagaing)dq>  =  0. 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

(rp 
1  -h  p-r^  —  m  agcoa  (pz=z  C. 

Nun  sei  ß  der  von  dem  Bogen  Aa  bei  O  umspannte  Winkel,  dann  ist, 
mit  q>  —  ß',  T  =  0,  folglich  C  =  —  magcoaß,  mithin 

rp 

Tfl  -i-rt^^  =  wia^ {coa y  —  cos ß).  (3) 
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Die  QleichuDg  (1)  giebt,  a(p  =  8  setzend, 

ad  q>  =  fl  -h  -:r^ds', 
und,  weil  der  Goefficient  X  eine  bedeutende  Grösse  ist, 

ds'=^ad(pfl — -r-^=arfy —    .-dq>.  (4) 

Nach  (8)  ist  aber  annähernd 

T  =  mag  {cos  (p  —  cosß)^ 

und  wenn  dieser  Wert  von  T  in  die  (4)  substituiert  wird,  folgt 

j  ,          ,          ma^  g ,  -.  , 

(ts  ^=  adip r— ^  yco8  y  —  cos p)  a  y . 

Diese  Gleichung  ist  zu  integrieren,  wodurch  sich  ergiebt 

ma^g.  . 
s  =  a(p 1— ^  [sin  q>  —  (p  cos  /j), 

Ar 

denn  die  willkürliche  Eonstante  ist  gleich  Null ,  weil  mit  9  =  0  auch 
s  =0  ist. 

Bezeichnet  aß'  die  natürliche  Länge  von  Äa,  dann  ist  offenbar 

aß'^aß-  ^-^{smß  -ßcosß),     ß"  =  ß  -^"^{sinß  -  ß  cos  ß). 

Weil  nun  annähernd  ß  =  ß'^  so  können  wir  /^  für  /S  in  dem  Paktor  von 
Y  substituieren,  wodurch  sich  ergiebt 

ß==ß'  ^"^{smß^-ßTcosßr), 
und  ist  somit  die  verlangte  Länge  des  Fadens  Aa  bestimmt. 

4.    Zwei  anf  zwei  glatten,  geneigten  Ebenen  CA,  C  B  (Fig.  36)  mbende  G^ 

Wichte  P,  Q  sind  durch  einen  gegebenen  elastischen  Faden  PQ 
verbunden.    Welches  ist  die  Gleichgewichtslage? 
Ff^""^     ^V  ^^  ^^^°  ^>  '*>  ^  ^^®  Horizontalneigungen  von  QP,  GA^ 

CB,  a  bezeichne  die  natfirliche  L&nge  des  Fadens  PQ,  dann 
^    ist  die  Gleichgewichtslage  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

B     Ä     C  5.  Zwei  gleiche  Gewichte  P,  Q  (Fig.  37)  sind  durch  einen 

elastischen  Faden  PQ  verbunden ,  dessen  natfirliche  L&nge  der 
horizontalen  Geraden  B  C  gleich  ist  Man  soU  die  Gleichungen 
Q  der  Curven  B  P,  CQ  finden ,  worauf  die  Gewichte  stets  in  der 
Bubelage  sind,  wenn  der  Faden  immer  horizontal  und  die  Ebene 
der  Curven  vertikal  ist. 

Fignr  87.  Halbiere   BO  m   A,   ziehe   AM  vertikal,    lasse   sein 


M 


86  Gleichgewichte  elastischer  Fäden.  IV.  Th.  Kap.  V. 

AB  =  az=  ACt  AM=z  Xf  MP=  y  =  MQ,  dann  findet  man  als  Gleichung  einer 
jeden  dieser  Cnryen 

l(y  —  afi  —  2aPx, 

mithin  sind  die  krummen  Linien  BP,  CQ  zwei  Halbparabeln  mit  den  Scheiteln  in 
B  und  C  resp. 

6.  Ein  schwerer,  elastischer  King  B  C  (Fig.  88)  ist  Aber 
einen  geraden  Kreiskegel  mit  glatter  Oberfläche  nnd  rertikaler 
Aze  gelegt.    Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Ringes? 

Es  sei  A  der  Scheitel  des  Kegels,  0  der  Mittelpunkt  des 
Ringes  in  der  Gleichgewichtslage,  2i  0  A  B  =  a^  2iiadie 
natürliche  Länge  des  Ringes,  G  sein  Gewicht,  dann  ist 

wodurch  die  verlangte  Lage  bestimmt  ist. 

Earnshaw,  Statics,  Ist  edition,  p.  256. 

7.  Ein  schwerer^  gleichförmiger.  Ring  von  gewisser  Elastizität  ruht  horizontal 
auf  einem  Teile  einer  Umdrehungsfläche  mit  vertikaler  Axe  in  jeder  Lage.  Welches  ist 
die  erzeugende  Curve? 

Die  eneugende  Curve  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  Rotationsaze  ein  Durch- 
messer ist 

8.  Ein  feiner,  elastischer  Faden  ist  rund  um  zwei  gleiche,  glatte  Cjlinder  ge- 
knüpft, die  Oberflächen  derselben  sind  in  Berührung  und  ihre  Azen  parallel  Der 
Faden  ist  gerade  so  lang,  dass  er  nicht  über  seine  natürliche  Länge  hinaus  gedehnt 
wird.  Einer  der  Cjlinder  wird  nun  durch  zwei  rechte  Winkel  gedreht,  so  dass  die 
Axen  wieder  parallel  sind.  Man  soll  die  Spannung  des  Fadens  unter  der  Voraus- 
setzung bestimmeD ,  dass  ein  Gewicht  von  einem  Kilogramm  denselben  um  seine  dop- 
pelte Länge  dehnt. 

^ 2 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  gleich ^ «  wo  ein  Kilogramm  die  Einheit  ist. 

9.  Ein  schwerer,  gleichförmiger  Stab  ^J3  ist  durch  ein  Chamier  bei  A  an 
einen  aufrechten  Stab  A  C  gefesselt ,  die  Punkte  B  und  C  sind  mit  einander  durch 
einen  feinen,  elastischen  Faden  verbunden ,  welcher  in  ungedehntem  Zustande  die  Hypo- 
thenuse  eines  rechtwinkeligen,  gleichschenkeligen  Dreieckes  mit  dem  rechten  Winkel 
bei  A  bildet.    Welches  ist  die  Ruhelage  von  AB*^ 

Es  bezeichne  &  einen  der  Winkel  bei  B  oder  C,  G  das  Gewicht  von  ABy 
X  den  Elastizitätsmodulus,  dann  ist  die  schiefe  Gleichgewichtslage  von  A  B  durch  die 
Gleichung  bestimmt 

cos  &  = ^> 

und  kann  demnach  keine  schiefe  Ruhelage  vorhanden  sein,  wenn  nicht  1>G  (l+y2)i8t. 

10.  Ein  feiner,  über  einen  glatten  Stift  laufender  Faden  hält  einen  gleichförmigen 
Stab  in  der  Weise,  dass  die  Enden  beider  an  einander  befestigt  sind.  Das  Wachstum 
der  Länge  des  durch  eine  Kraft  gleich  dem  Gewichte  des  Stabes  in  einer  geraden  Linie 


IV.  Th.  Kap.  y.  Gleichgewicht  elastischer  Fäden.  87 

gedehnten  Fadens  sei  gleich  der  doppelten  Länge  des  Stahes.    Welches  ist  die  Gleich- 
gewichtslage anter  diesen  Umständen? 

Wenn  2a  =  der  natflrlichen  Länge  des  Fadens^  26  =  der  Länge  des  Stabes, 
^  =  dem  von  beiden  Teilen  des  Fadens  eingeschlossenen  Winkel  ist,  ergiebt  sich  fftr 
den  Gleichgewichtszustand 


««^  =  |^|y^4-&2  — 6  l 


11.  Zwei  gleiche,  starre,  gewichtslose  Stäbe  ACyBG  sind  miteinander  bei  0 
dnich  ein  glattes  Chamier  verbunden  und  ruhen  in  einer  vertikalen  Ebene;  ihre  tieferen, 
durch  einen  elastischen  Faden  verbundenen  Endpunkte  befinden  sich  auf  einer  glatten, 
horizontalen  Ebene.  Ist  a  die  Horizontalneigung  eines  jeden  der  Stäbe,  wenn  ein 
Gewicht  ö  in  der  Mitte  von  jedem,  a'  diejenige,  wenn  ein  Gewicht  0'  ebendaselbst 
befestigt  ist,  wie  gross  ist  dann  die  natürliche  Länge  des  Fadens? 

Bezeichnet  a  die  Länge  eines  der  Stäbe,  dann  ist  die  natürliche  Länge  des 
Fadens  gleich 

ösina  —  G'  sin  a 


2a. 


Otga  —€ftga 


12.  Zwei  feine,  elastische  Fäden  sind  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  einer 
gleichförmigen,  rechteckigen  Platte  so  befestigt,  dass  sie  die  Platte  parallel  zu  ihren 
Seiten  kreuzen  und  sich  in  ihrem  Mittelpunkte  schneiden.  Die  Platte  wird  an  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  Fäden  aufgehangen.  Wie  gross  ist  annähernd  der  Abstand 
der  Platte  von  dem  Aufhängepunkte? 

Bezeichnet  0  das  Gewicht  der  Platte,  2  a,  26  die  Längen  der  in  einer  Ecke 
susanunenstossenden  Bechtecksseiten,  X  den  gemeinschaftlichen  Elastizitätsmodulus  der 
beiden  Fäden,  so  ist  die  verlangte  Entfernung  gleich 


1—12.    Walton,  p.  144—151. 

18.  Sechs  gleiche  Stäbe  sind  xmter  einander  durch  Chamiere  mit  ihren  Enden 
so  verbunden,  dass  sie  ein  Sechseck  bilden  Einer  der  Stäbe  ist  in  eine  horizontale 
Lage  gebracht,  der  ihm  gegenüber  liegende  an  ihn  durch  einen  feinen,  elastischen,  die 
Mittelpunkte  beider  verbindenden  Faden  gefesselt.  Der  Elastizitätsmodulus  ist  gleich 
dem  Gewichte  eines  jeden  Stabes.  Welches  ist  die  natürliche  Länge  des  Fadens,  wenn 
das  Sechseck  im  Gleichgewichtszustande  ein  gleichwinkeliges  ist? 

Ist  a  die  Länge  eines  jeden  der  Stäbe,  l  die  natürliche  Länge  des  Fadens,  dann 
ergiebt  sich 


14.  Ein  schwerer  elastischer  Faden  ist  auf  eine  glatte,  doppelt  geneigte  Ebene 
in  einer  solchen  Weise  gelegt,  dass  er  in  Ruhe  bleibt,  um  wie  viel  wird  der  Faden 
gedehnt? 
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Wenn  G  das  Gewicht  des  Fadens,  c  seine  natürliche  Länge,  a,  a  die  Neigungen 
der  Ebenen  bezeichnet,  dann  ist  die  verlangte  Ausdehnung  gleich 

Gc   sin  a  — sin  a 
2  k  sin  a  -f-  sin  a 

15.  Ein  elastischer  Fadeü  ist  mit  seinem  oberen  Ende  an  einer  geneigten  Ebene 
befestigt  und  ruht  auf  dieser  rauhen  Ebene  in  der  Richtung  der  grOssten  Neigung 
Welches  sind  die  Grenzen  der  Ausdehnung  des  Fadens  über  seine  natürliche  Länge? 

Es  sei  a  die  Neigung  der  Ebene,  {  die  natürliche  Länge  des  Fadens,  V  diejenige 
eines  Teiles  von  ihm,  dessen  Gewicht  gleich  dem  Elastizitätsraodulus  ist,  6  der  Neu- 
tralitätswinkel,  dann  liegt  die  Ausdehnung  des  Fadens  zwischen  den  Grenzen 

l^sin(a-h8)  l^sin{a  —  e) 

21' €08  6      *  21'C0S8      ' 


Fiinfter  Teil, 


Dynamik. 


Erstes  Kapitel. 

Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

Erster  Abschnitt. 

Freie  geradlinige  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

Bezeichnet  m  die  Masse  des  Punktes,  s  den  von  ihm  in  der  Zeit  t  zartickgelegten 
W^,  V  seine  Geschwindigkeit,  g>  seine  Beschleunigang,  X  die  bewegende  Kraft,  dann 
sind  die  Gmndgleichangen  fOr  die  Bewegung  desselben 

d^s      ^       ,       cßs       X  dv      X  _,  ^,      « 

Mit  m  =  1  resultieren  hieraus  die  Gleichungen  für  die  geradlinige  Bewegung  eines 
Punktes  von  der  Masse  gleich  der  Einheit,  das  sind  auch  diejenigen  für  einen  geome- 
trischen Punkt,  80  dass  alle  die  Aufgaben,  welche  wir  für  die  freie  geradlinige  Bewe- 
gung eines  geometrischen  Punktes  gegeben  haben,  für  einen  materiellen  Punkt  von  der 
Masse  £in8  gelten,  wir  haben  dann  nur  zu  beachten,  dass  an  die  Stelle  der  Beschleu- 
nigung die  bewegende  Kraft  tritt ,  indem  ip=sX  ist.  Allgemein  ist  die  bewegende 
Kraft  das  Produkt  aus  der  Masse  und  der  Beschleunigung  des  Punktes,  also  X  =  m  9>, 
und  wird  mit  wi  =  1,  X  =  g>. 

Hier  werden  mithin  wenige  Beispiele  genügen. 

1.  Ein  materieller  Punkt  A  zieht  einen  materiellen  Punkt  B  mit 
einer  Kraft  an,  welche  stets  zu  derjenigen  Kraft,  mit  welcher  B  Ä  an- 
zieht, in  dem  Verhältnisse  fiifi  steht,  und  sind  die  beiden  materiellen 
Punkte  beim  Begfinn  der  Bewegung  in  Ruhe.  Welches  ist  die  Lage  der 
materiellen  Punkte  und  der  Ort  ihres  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
am  Ende  der  Zeit  t? 

Es  sei  O  ein  fester  Punkt  in  der  Linie 

g -t -^ der  Bewegung  der  beiden  materiellen  Punkte, 

-,,      „^  welche  zur  Zeit  t  an  den  Orten  A  und  B  sein 

xigur  ov. 

mögen  (Pig,  39)  0A  =  8,  OB  =  e. 
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Die  BeweguDgsgleichungen  der  beiden  Punkte  sind 

^  =  ^(.'-.).     (1)  '^  =  -f.'is'-s).  (2) 

Indem  wir  die  (1)  mit  fx\  die  (2)  mit  fi  multiplizieren  und  die  Resultate 
addieren,  gelangen  wir  zu 

ds  äs 

Zur  Zeit  i  =  0  sind  die  Geschwindigkeiten  -j-  und    _-  gleich  Null,  so  dass 

dt  dt 

die  Integration  der  Gleichung  (3)  giebt 

,ds        ds'      ^ 

und  durch  nochmalige  Integration  erhalten  wir 

fi  8  -h  (i  s'  =  fi  a  -h  fi  a\  (4) 

wo  a  und  a   die  Anfangswerte  von  s  und  s'  bezeichnen. 
Subtrahieren  wir  (1)  von  (2),  so  kommt 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

s' — 3  =  AainlYfi  +  f^'t\  -h  Bcos\^ fi  -f  fi  t\^ 
so  dass 

Aber  anfangs  ist  »  =  a,  «'=  a,  ;r-  =  0,  —-  =  0 ,   daher  sind   die   Inte- 

d  t  dt 

grationskonstanten  ^  =  0,  B  =  {a  —  a),  folglich  erhalten  wir 

«  —  8  =  {a  —  a) cos [  Yfi  -hfJit]'  (5) 

Nun  ergiebt  sich  leicht  mit  (4)  und  (5) 

s=- -, ^-^ j^cos{\  a-i-aty 

s= —, f-*— ^ —    ,-  cosiVa-ha  t]' 

Bezeichnen  m^  m  die  Massen  der  materiellen  Punkte  Ä,  JB,  ist  s  der  Ab- 
stand ihres  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  von  O  zur  Zeit  t,  dann  muss 
die  bekannte  Beziehung  bestehen 

(m  H-  tn) s  =  ms  -h  ms\ 
folglich  muss  sein 

,  ,.  m -h  m  .  ,  ,.       um — utn  .  ,        .         ,^/ ,  i 

(m  -h  m ) y  — >  (fji  a-h  fia)  -i-  S-- (a  —  o) cos  .y  jw 4-  ju  t]. 

Wenn  ju,/i'  proportional  m,  wi'  resp.  sind,  dann  folgt  aus  unserem  allge- 
meinen Resultate 
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g  = ■ — j-~» 

was  zeigt,  dass  dann  der  Schwerpunkt  während  der  ganzen  Bewegung  an 
derselben  Stelle  bleibt. 

Walton,  p.  228. 

2.  Ein  materieller  Punkt  befindet  sich  in  einem  gegebenen  Abstände 
von  einer  dünnen,  kreisförmigen,  gleichdichten  Platte  in  einer  durch  ihren 
Mittelpunkt  gehenden  und  zu  ihrer  Ebene  senkrechten  Linie.  Die  attrak- 
tive Kraft  eines  jeden  MolekQles  der  Platte  ist  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung.  Mit  welcher  Geschwindigkeit  kommt  der  Punkt 
auf  der  Platte  an? 

Bezeichnet  a  den  Halbmesser,  k  die  Dicke,  q  die  Dichtigkeit  der 
Platte,  h  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Platte,  jtt  die  absolute  Attrak- 
tionskraft, so  ist  die  Attraktion  der  Platte  auf  den  Punkt  gleich  ifingk 

X  Tl \  folglich  ist  die  Bewegungsgleichung 

d^x      o  '  /'-  h        ^         dv 


dt^ 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 


angkfl z =^  ==  ^3 — 

^     "^    \        y^2_j2y         dx 


wobei  die  Integi-ationskonstante  weggelassen  wurde,  weil  gleichzeitig  ä?  =  0, 
V  =  0  sind.  Mit  x  —  b  erhalten  wir  hieraus  für  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  Punkt  auf  der  Platte  ankommt, 


v^  =  4un  gk{b >■ 


3.  Ein  materieller  Punkt  befindet  sich  in  einem  gegebenen  Abstände 
von  einer  homogenen,  dünnen  Platte  unendlicher  Ausdehnung.  Jedes  Molekül 
der  Platte  zieht  mit  einer  Kraft  an,  die  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  des  Abstandes  ist.  Welches  ist  die  Zeit,  in  der  der  Punkt  auf 
der  Oberfläche  der  Platte  ankommt? 

Es  sei  b  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Platte,  q  ihre  Dichtigkeit, 
k  ihre  Dicke,  /tt  die  absolute  Attraktionskraft.  Damit  ist  die  Attraktion 
der  Platte  auf  den  Punkt  gleich  2finQk  und  folglich  die  Bewegungs- 
gleichung 

m -j~^  =  2 jti 7c m ^ Ar,    oder    -=-^  =  2fingk, 

(t  V  CIL 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 
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dcc  t^ 

dt  2. 

Mit  0?  =  0  ist  ^  =  0,  ^  =  0,  folglich  C  =0,  D  =  0,  daher 


z=2fji7rQkt  =  v^       x=  iiTiQkt'^^       t  =  y 


dt  flTTQK 

Mithin  ist  die  ganze  Pallzeit  des  Punktes,  da  dann  x  =  a  ist, 

4.  Ein  materieller  Punkt,  auf  welchen  die  Schwerkraft  nicht  wirkt, 
fällt  in  der  Axe  einer  dünnen,  cylindrischen  Röhre  von  unendlicher  Länge. 
Die  Moleküle  der  Köhre  ziehen  mit  einer  Kraft  an,  welche  umgekehrt 
proportional  der  Distanz  ist.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  des  mate- 
riellen Punktes  nach  dem  Durchfallen  einer  gegebenen  Strecke? 

Es  sei  k  die  Dicke  der  Röhre,  r  der  Halbmesser  ihrer  inneren  Fläche, 
w  der  Abstand  des  materiellen  Punktes  P  von  dem  Ende  der  Röhre  nach 
der  Zeit  t.  Das  Volumen  eines  Teiles  der  Röhre  zwischen  den  Normal- 
schnitten in  den  Abständen  a?  und  x  +  dx  von  P  ist  gleich  2nrkdx^ 
daher  die  Attraktion  dieses  Elementarteiles  auf  den  materiellen  Punkt 
entlang  der  Axe  der  Röhre,  wenn  die  Einheit  der  Anziehungskraft  gleich 
der  Attraktion  einer  Masseneinheit  in  der  Einheit  der  Entfernung  gewählt 
wird,  gleich 

2  TiQvkdx 


x^  +  r^   y'x'^^r^' 
Mithin  erhalten  wir  für  die  Bewegung  des  Punktes  P  die  Gleichung 


d^x  _  ^ 7.  /**     xdx      _    2n grk 


<"'-"^''/";:..-..rv--^' 


d  X 
Multiplizierend  mit  2-t-  und  integrierend,  wird 


dx 


2 


(^~\  =r^  =  4:nQrkl\x'^-yx^^r^\-^C. 
Nun  ist  t;  =  0,  wenn  ^  =  0,  folglich  C^  —4nQrkl{r),  und  demnach 

v^  =  4:n grk  l 

r 

Walton,  p.  224. 

5.  Ein  materieller  Punkt  befindet  sich  in  einem  kleinen  Abstände  von  dem 
Mittelpunkte  eines  gleichmässig  dichten  und  dicken  dünnen  Ringes.  Jedes  Molekül 
des  Ringes  stOsst  mit  einer  Kraft  zurück,  welche  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate 
der  Entfernung  ist.  Welches  ist  die  Lage  des  materiellen  Punktes  zu  einer  beliebigen 
Zeit  und  die  Periode  seiner  Schwingungen? 
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£&  sei  l  der  Anfangsabstand  des  materiellen  Punktes  vom  Mittelpunkte  des 
Binges,  a  der  Halbmesser,  k  der  Inhalt  eines  Norroalschnittes,  q  die  Dichtigkeit  des 
Ringes^  x  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Bingmitte  zur  Zeit  t.  Damit  werden  wir 
finden,  wenn  die  Repulsion  einer  Masseneinheit  des  Ringes  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung als  Einheit  der  Repulsiykraft  genommen  wird, 

X  =  lcos\j/  -~  1 1,  und  die  Periode  einer  Schwingung  =aj/  -v- 

Walton,  p.  232. 


Zweiter  Abschnitt. 

Freie  krummlinige  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

Beziehen  wir  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  welcher  sich  unter  der 
Einwirkung  irgend  welcher  beschleunigender  Kr&fte  bewegt,  auf  ein  räumliches,  recht- 
winkeliges Coordinatensjstem ,  sind  (rc,  y,  z)  seine  Coordinaten  am  Ende  der  Zeit  t, 
gerechnet  von  einer  bestimmten  Epoche  an,  X,  Y,  Z  die  Summen  der  Componenten  der 
parallel  zu  den  Axen  zerlegten  beschleunigenden  Kräfte,  ist  m  die  Masse  des  materiellen 
Punktes,  dann  bestehen  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen 

oder 

d^x_X_  ^y__y_«  d!^e_Z_ 

wodurch  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  diejenige  eines  geometrischen 
Punktes  zurflckgefQhrt  ist 

Fflr  die  Oentralbewegung  haben  wir,  wenn  F  die  Centralkraft  bezeichnet: 
d^x     ^,35  d^y      -,y  d^z     ^z 

oder 
d^x      ^F  X      _     X       d^y      ^F  y      _    y        d!^z      ^F  e      _    z 

so  dass  auch  hier  die  Bewegung  auf  diejenige  eines  geometrischen  Punktes  zurück- 
geführt ist.  Beispiele  zu  diesem  Abschnitte  bietet  mithin  das  dritte  EApitel  des  zweiten 
Teiles  zur  Grenflge. 


Dritter  Abschnitt. 

Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

Beziehen  wir  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  von  der  Masse  m  auf  recht- 
winkelige, räumliche  Coordinatenaxen,  sind  X,  T,Z  die  Componenten  der  beschleuni- 
genden Kraft  parallel  zu  diesen  Axen,  N^t  N„  N,  diejenigen  des  Normalwiderstandes  N 
der  Bahn,  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes  zur  Zeit  t  und  ist  ju  der  ReibungscoSffi- 
dent,  so  sind  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung  dieses  Punktes 
d^x      ^  .   T,,  ^,dx        d^y       _.   „  ..dy        d^z      -  ,   t,,         ^.^dz 
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Die  fünf  ersten  Gleichungen  können  durch  Division  mit  m  sofort  in  diejenigen 
für  die  Bewegung  eines  geometrischen  Punktes  übergeführt  werden.  Die  zwei  letzten 
Oleichungen  sind  wie  dort  die  Gleichungen  der  Bahn,  auf  welcher  sich  der  Punkt 
bewegen  muss. 

Beispiele  zu  diesem  Abschnitte  bietet  offenbar  auch  das  vierte  Kapitel  des 
zweiten  Teiles,  so  dass  hier  nur  wenige  gegeben  werden  sollen. 

1.  Ein  materieller  Punkt  ist  durch  einen  geraden  elastischen  Faden  an 
das  Centrum  einer  Repulsivkraft  gefesselt,  deren  Intensität  proportional 
dem  Abstände  ist,  und  besitzt  der  Faden  anfangs  seine  natürliche  Länge. 
Welches  ist  der  grösste  Abstand  des  materiellen  Punktes  vom  Kraftcentrum, 
bis  zu  welchem  er  fortschreiten  kann  und  die  Zeit  zur  Bückkehr  in  seine 
natürlicho  Länge? 

Es  sei  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes,  fi  die  absolute  beschleu- 
nigende Kraft,  a  die  natürliche  Länge  des  Fadens,  sein  Elastzitätsmodulus 
E  =  maX,  X  der  Abstand  des  freien  Fadenendes  zur  Zeit  t  von  demselben 
Ende  zur  Zeit  <  =  0,  P  die  den  Faden  streckende  Kraft. 

Die  Bewegungsgleichung  für  den  materiellen  Punkt  ist  hier 

m  -772  -'  fmi  (a-+-  a?)  —  P,  (1) 

Nach  Hooke's  Gesetz  haben  wir  für  die  streckende  Kraft  die  Belation 

.P  j)    nn  vn  CL  X  tC 

x:=  a  V'  folglich  ist  P  =  —  = =  mXx.  womit  die  (1)  übergeht  in 

A  a  a 

-— ^  =  fia  —  (l  —  jTi)  0?,     oder    v  -—  =  fia  —  (A  —  fi)x.  (2) 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

?/  X 

~  =  ^  a^  —  (A  —  ^)  -g-  4-  a 

Weil  aber  für  a?  =  0,  v  =  0  ist,  so  ist  C  =  0,  mithin  die  Bewegung  be- 
stimmt durch  die  Gleichung 

v2  =z=  2  ju  a  a?  —  (i  —  fi)x^. 

Der  materielle  Punkt  besitzt  offenbar  seine  äussersten  Grenzlagen,  wenn 
die  Geschwindigkeit  t;  =  0  ist ,  weshalb  für  dieselben  die  Gleichung  be- 
stehen muss 

0  =  {2jua  —  {k  —  |tt)a7Ja?, 
woraus  folgt 

Ä?  =  0     und    x  =  P^'  (3) 

Der  grösste  Abstand  des  materiellen  Punktes  von  dem  Kraftcentrum  ist 
daher 
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a  4-  a?  =  o  -h  -r-^ —  =  -. a,  (4) 

Das  Integral  der  Gleichung  (2)  ist: 


a?  = 


—         jliÄ 


•+-  AeosiYx  —  fi.t-h  B), 


X  —  fl 

woraus  sofort  als  die  Zeit  T  der  Bückkehr  nach  der  Anfangslage  folgt 

2n 


r= 


X  —  II 


2.  Ein  feiner,  elastischer  Faden  hängt  von  einem  festen  Funkte  A 
vertikal  herab,  an  seinem  unteren  Ende  B  zwei  Gewichte  Gi,  (?2  tragend. 
Die  ungespannte  Länge  des  Fadens  ist  a.  Das  Gewicht  O^,  wird  plötzlich 
weggenommen,  so  dass  infolge  der  Elastizität  des  Fadens  das  Gewicht  Qi 
nach  oben  hin  sich  bewegt.  Welches  ist  die  Tiefe  des  materiellen  Punktes  Gi 
anter  dem  Aufhängepunkte  zur  Zeit  t  der  Bewegung? 

Bezeichnet  a  die  Dehnung  des  Fadens  durch  das  Gewicht  Q^ ,  ß  die- 
jenige durch  das  Gewicht  G^  und  ist  X  der  ElastizitätscoefScient,  dann 

sind  nach  Hookes  Gesetz  die  Dehnungen  «  =  -r  öj,  /9  =  -  Ö21  so  dass  der 
Faden  in  dem  Momente,  bevor  das  Gewicht  G^  entfernt  wird,  die  Gesamt- 
länge o-f-a-l-/J  =  a{l  +  -r(ÖiH-  Ö2) }  besitzt. 

Den  Punkt,  welchen  das  Fadenende  durch  das  streckende  Gewicht  G^ 
erreicht,  wollen  wir  als  Nullpunkt  der  Abscissen  wählen  und  sei  von  dem- 
selben der  Abstand  des  Fadenendes  zur  Zeit  t  nach  Wegnahme  des  Ge- 
wichtes 6^2  gleich  07,  dann  ist  an  dieser  Stelle  die  bewegende  Kraft  —x. 

Ist  nun  g  die  Beschleunigung,  mit  welcher  das  Gewicht  62=  -  ß  frei  fallen 

a 

würde,  so  ist  offenbar  für  die  Beschleunigung  g'  im  Punkte  o;,   da  die 

Kräfte  den  Beschleunigungen  direkt  proportional  sind ,  g':g=  —  x:  —  ß, 

a       a 

folgUch  9  =9j 

Damit  erhalten  wir  die  Bewegungsgleichung: 

d^x g 

Ji^^      ß^' 
welche  sagt,  dass 
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dl  X 
Zur  Zeit  ^  =  0  ist  a?  =  /?,  -r-  =  0,  folglich  sind  die  Werte  der  Integrations- 

dt 

konstanten  -4^0,  JB  =  /?,  wodurch 

^    ß         dt  ^    ß 

Für  den  Abstand  x  des  freien  Fadenendes  vom  Aufhängepunkte  zur  Zeit  t 
bekommen  wir  demnach 

x  =  a  +  a'\-  x  =  a  +  a-\-  ßcosy   ^-t^ 

ß 
oder,  wenn  wir  die  Werte  von  a  und  ß  substituieren, 


x  =  a  -h  -^  j <?i 4-  Ö2 cosy  -^—,t[ 


3. » Zwei  durch  einen  feinen,  elastischen  Faden  verbuDdene  materielle 
Punkte  gleicher  Masse  bewegen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  vq  in 
einem  Abstände  a  =  der  natürlichen  Länge  des  Fadens  von  einander  in 
dem  nämlichen  Sinne  in  der  Sichtung  des  Fadens.  Plötzlich  wird  der 
hintere  materielle  Punkt  festgehalten  und  es  soll  ermittelt  werden,  wie 
weit  sich  der  andere  materielle  Punkt  fortbewegt,  ehe  er  beginnt  zmruck- 
zukehren. 

Es  sei  m  die  Masse  eines  jeden  der  materiellen  Punkte,  X  der  Elastci- 
tätsmodulus  des  Fadens,  x  der  Abstand  des  sich  bewegenden  Punktes  von 
dem  Ende  des  ungedehnten  Fadens,  an  welches  er  gefesselt  ist  zur  Zeit  ty 
gerechnet  vom  Beginne  des  Festhaltens  des  anderen  Punktes.    Die  an  dem 

X 

freien  Endpunkte  des  Fadens  wirkende  Kraft  ist  —  il  - 1  so  dass  wir  die 

a 

Bewegungsgleichung  erhalten 

d^x  dv  X  j.,  ^      j 

m  -r-ir  =mv  -rr—  = x*    oder    vdv  = xax. 

dt^  dx  a  ma 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

v8  =  —  --a?2  +  a 
m  a 

Mit  x  =  0  ist  aber  t;  =  vo,  folglich  C  =  t;o^  und  daher 

X_ 
ma 

Der  Punkt  erreicht  seinen  grössten  Abstand  von  dem  freien  Ende  des  un- 
gestreckten Fadens  mit  t;  =  0,  so  dass  die  gesuchte  Entfernung  aus  der 
Gleichung  resultiert 

0  =  vo2-  ^  x\ 


t;«  =  Vo* X^* 


welche  giebt  x 


max 


ma 
-a/ma 
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4.  Ein  materieller  Punkt  ist  genötigt,  sich  in  einer  geraden  Linie 
zu  bewegen,  er  ist  gefesselt  an  das  eine  Ende  eines  feinen  elastischen  Fadens, 
dessen  anderes  Ende  in  einem  Abstände  von  der  geraden  Linie  gleich  der 
nngestreckten  Länge  des  Fadens  an  einem  festen  Punkte  befestigt  ist. 
Welches  ist  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung? 

Es  sei  a  die  natürliche  Länge  des  Fadens,  m  die  Masse  des  .mate- 
riellen Punktes,  s  sein  Abstand  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  von  seiner  Gleich- 
gewichtslage, T  die  Spannung  des  Fadens  und  l  seine  Länge  zu  derselben 
Zeit,  k  der  Elastizitätsmodulus  des  Fadens. 

Die  Bewegungsgleichung  des  Punktes  und  die  Länge  l  des  Fadens  sind 

Nun  ist  8  eine  kleine  Grösse,  so  dass 

<       2 

l  =  Ya^  +  «2  =  a Tl  +  g  -{)  ann&hemd, 
folglich  mit  (2) 

und  daher  durch  (1) 

d^8  Is^  ks^ 


»l-:r75  = 


dt^  2a^l  2a8 


annähernd. 


Multiplizierend  mit  2—  und  integrierend,  bekommen  wir 


'd«N^      ^      ks 


4 


ds  Ic^ 

Ist  c  der  Wert  von  «,  wenn  3 :  =  0,  dann  ist  G  =  -. — ^1  folglich 

dt  4  a* 

Daraus   ergiebt  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  s  abnimmt,  wenn  t 
wächst. 


7/ aiw 


m        ds  j^ 

, r  =  —  (?<, 


oder,  wenn  wir  8  =  c€os(p  setzen, 


2 a -j/a m         dtp  , 

und  daher,  0,  n  sind  die  Werte  von  qp,  welche  den  Werten  <?,  —  <?  för  * 
entsprechen,  ist  die  Zeit  einer  kompleten  Schwingung  gleich 

F.  Kraft»  Probl.  d.  analyt  Mechanik.    IL  7 
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Y2-j/^—  I *^^ 


7t 

eine  elliptische  Funktion,  deren  Modulus  «m-^  ist. 

Walton,  p.  302. 

5.  Ein  materieller  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  rauhen,  mit  der 
Vertikalen  einen  Winkel  a  einschliessenden  geraden  Linie  unter  der  Wirkung 
der  Schwerkraft.     Welches  ist  seine  Bewegung? 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  ohne  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln 
lösen.  Zerlegen  wir  das  Gewicht  mg  des  materiellen  Punktes  in  seine 
Gomponenten  parallel  und  senkrecht  zur  Bahn,  so  sind  dieselben,  da  m^ 
vertikal  abwärts  wirkt,  mgcoaa^  mgaina^  die  erstere  erzeugt  die  Bewe- 
gung herab  die  Oerade,  wenn  keine  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden  ist, 
die  letztere  den  Normaldruck  auf  die  Gerade.  Bezeichnet  x  den  Abstand 
des  materiellen  Punktes  zur  Zeit  t  von  seiner  Anfangslage,  gemessen  parallel 
zu  der  Bahn,  so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  die  Gleichungen 

d  üß 
m  -^-^  =  mg  cos  a  —  jii  iV,  N  =  mg  ein  a, 

folglich  ist 

~d^  =  ^ (^* «  "* ^ ^^ ")• 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

_    =  v  =  g  {cos a  —  jU  sin a)t  +  Cy     (ß=^  g  [cos a  —  ju- sin  a)  -^  -{-Ct'\-D. 
dt  ^ 

Ist  nun  vo  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  der  Sichtung  der  Bahn  und  ist 
dieselbe  gleichen  Sinnes  wie  die  Kraft  mgcosa^  so  ergiebt  sich,  da  dann 
zur  Zeit  ^  =  0,  v  =  vo,  a?  =  0, 

v  =  Vq  -f.  ^  {cos  a  —  ii8ina)ty         o?  =  Vq  ^  +  o  (^^*  "  —  ^  ****  **)  ^** 

Die  Bewegung  ist  daher  eine  gleichförmig  beschleunigte,  jedoch  nur  so 
lange  als  fi<tga.  Mit  fi  =  tga  geht  die  Bewegung  in  eine  gleichförmige 
über,  oder  sie  wird  unmöglich,  wenn  vq  =  0,  denn  in  diesem  Falle  wird 
v  —  0,  s  =  0. 

Bewegt  sich  der  materielle  Punkt  die  geneigte  Gerade  hinauf,  dann 
wirkt  die  Beschleunigung  gcosa  verzögernd,  wie  die  Reibungsbeschleuni- 
gung, und  haben  wir  jetzt  die  Gleichungen 

d^x 

~j~^=^  ~^  9  (^^*  ct-hfJL  sin  a),         N  =  mg  sin  a, 
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woraus  folgt,   wenn  vq  die  Anfangsgeschwindigkeit  die  geneigte  Gerade 
hinauf  bezeichnet. 

v  =  Vo  —  g  (co8  €c  ~\-  fji  sin  a)t^       a  =  Vot  —  ~^ff  {cos  a  -\-  fi  sin  a)  t^. 

Die  Geschwindigkeit  wird  gleich  Null  zur  Zeit 

■^_ Vo ^ 

ff  {cos  a  -h  fi  sin  a) 

und  der  bis  dahin  zurüc^elegte  Weg  ist 


2  ff  {cos  a  -{-  fi  sin  a) 

6.  Zwei  auf  verschieden  geneigten,  Rücken  an  Rücken  liegenden 
Ebenen  befindliche  materielle  Punkte  sind  durch  einen  vollkommen  bieg- 
samen, unelastischen,  gewichtslosen  Faden,  welcher  über  eine  vollkommen 
glatte  Leitrolle  in  dem  gemeinsamen  Scheitel  der  zwei  Ebenen  läuft,  und 
deren  Teile  parallel  zu  den  entsprechenden  Falllinien  der  geneigten  Ebenen 
sind,  verbunden.  Welches  ist  die  Bewegung  des  Systemes,  wenn  ausser 
der  Schwere  keine  Kraft  wirkt  und  die  Oberflächenbeschaffenheit  beider 
Ebenen  verschieden  ist? 

£  Es  seien  AC,  BC  (Fig.  40)  die  in 

einer  vertikalen  Ebene  liegenden  Falllinien  der 

beiden  Ebenen,  CD  sei  die  Vertikale  durch  C, 

^B    2i.ÄCD=au  2iBCD=a^,  PuP^   seien 

Figur  40.  ^j  jg  beiden  materiellen  Punkte,  in^ ,   7712  ihre 

Massen,  j^i ,  (i^  die  ReibungscoeflScienten  für  die  Ebenen  ACyBO,   Endlich 

sei  GPx  —  Ä?i,  GP%  =  X2  zur  Zeit  t,  a?!  -f-  a?2  =  Z  =  der  Länge  des  Fadens 

P1CP2. 

Nehmen  wir  an,  dass  Pi  sinkt  während  Pg  steigt,  dann  ist  die 
bewegende  Kraft 

P  =  mi  ff  {cos  «1  —  ixi  sin  «i )  —  ^n^ff  {cos  a2  -^  fi^  ^'^  «2)^ 

folglich  die  Beschleunigung 

mi  {cos  «1  —  fii  sin  «i )  —  m^  {cos  «2  "+*■  M«  ^in  «2 )  /t\ 

^  = ff.  (1) 


Ist  zur  Zeit  <  =  0  das  System  in  Ruhe,  der  Abstand  des  Masse  mi  von  C 
gleich  a?o,  so  erhalten  wir  durch  Integration 

77*1  {cos  «1 jUi  sin  «1 )  —  77I2  {cos  «2   "f"  f^2  ^^  ^2)      j  /o\ 

V— ffh  (^) 


rill  H-  7712 


77*1  (cos  «1  —  fli  sin  «i  )  —  77l2  {cOS  «2  +  i^2  *'»^  «2)  ff  <^  /q\ 

>7li  -f-  77I2  ^ 

auch  ist  072  =  ^  —  it'i  • 


^  j  •  ^ 
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Die  Spannung  des  Fadens,  welche  T  sein  möge,  geht  offenbar  aus  der 
gegenseitigen  Zerstörung  der  ursprünglichen  Kräfte  mit  den  Gegenkräften 
hervor,  so  dass 

T  =-mig  {cos  «i  —  jWi  sin  «i )  —  mi  qp  =  ni^  g  (cos  «2  -r-  fx^  sin  «2)  +  ?'?2  <P»  (^) 
und  erhalten  wir  daraus  mit  Rücksicht  auf  (1) 

T= g  [cos  «1  -t-  cos  «2  —  ß\ ^n  «1  H-  U2  stn  «2 )•  \^} 

mi  H-  m2 

Die  Bedingung,  damit  Pi  sinkt,  während  P2  steigt,  ist 

;  .      \^       /  •      \     j     »ii  ^  <?ö«a2 -f-jit2«2«a2 

mAcosai  —  UiSinaij^mi^cosa^-hfJ^szna^u  Oder — > , 

/n2      cosai — fiisinai 

Soll  hingegen  Pi  steigen  und  P^  sinken,  dann  muss  sein 

wi2  .^  cos  «1  -f-  fii  sin  ui  ,         mi       cos  a^  —  fi^  sin  «2 

mi       cosa^ — fx^sina^  in 2       cos  ai  -h  fi2sinai 

Sind  die  Coefficienten  der  Reibung  einander  gleich,  gleich  ju,  dann  haben 
wir  für  das  Sinken  oder  Steigen  von  Pi  die  Bedingung 

mi  ->  cos  a^  :t.  fx  sin  «2 


7712        cosai  -^  fi Sinai 
und  mit  Einfuhrung  des  Reibungswinkels  (>,  weil  fi  =  tgQ  ist, 

mi  ->  cos{a2  T  (>) 
—  ^^  — 

So  lange  mithin  —  innerhalb  der  Grenzen  — ^ ~  und  — --^ ^ 

wi2  CO«(ai  4-  Q)  cos(ai  — q) 

liegt,  wird  der  Reibungswiderstand  jede  Bewegung  verhindern. 

Mit  «2  =  0  wird  die  Ebene  B  C  vertikal,  es  tritt  dann  der  besondere 
Fall  ein,  dass  die  Masse  m2  sich  frei  in  einer  vertikalen  Linie  bewegt. 
Sinkt  in  diesem  Falle  Pi,  so  ist 

nii {cos  «1  —  fiisin  ai)  —  m2       ^        mim^       „    ,  .        ^ 

nii  -+-  7^2  mi-h  ni2 

Steigt  dagegen  Pi,  so  haben  wir 

mAcosai-hUisinai)  —  >/i2     rr,  minio      ,^  .       . 

vni  +  m^  tili  4-  //12 

Werden  beide  Ebenen  vertikal,  dann  wird  «i  =  «2  =  0,  wir  haben  in  diesem 
Falle  das  über  eine  feste  Rolle  gelegte  Seil,  welches  an  seinen  Enden  die 
Massen  nii ,  »12  trägt,  und  geben  hierfür  die  obigen  Formeln  sofort 

mi  —  mz  mi  —  nu  nii  —  i/?2  gt^ 

mi  -f-  W2  mi  -h  ni2  mi  -h  m^    ^ 

Je  nachdem  nii  :^rii^  ist,  bewegt  sich  die  Masse  lui  ab-  oderjaufwärts. 
Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  diesen  Fällen 
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Mit  «1=  ^»  «2=0  ist  die  Ebene  AC  horizontal,  eine  Bewegung  findet 
nur  dann  statt,  wenn  die  Masse  jn^  sinken  kann,  so  dass 

Wll  +  mg  Wli  +  THg 

In  allen  diesen  Fällen  ist  die  Bewegung  eine  gleichförmig  beschleunigte 
und  die  Spannung  des  Fadens  während  der  ganzen  Bewegung  eine  kon- 
stante GrOsse. 

7.  Ein  schwerer  Punkt  gleitet  auf  einer  rauhen  Cycloide  mit  hori- 
zontaler Basis,  vertikaler  Axe  und  abwärts  gelegenem  Scheitel  unter  der 
Wirkung  der  Schwere  sich  vom  höchsten  Punkte  der  Curve  aus  mit  einer 
Anfangsgeschwindigkeit  Null  bewegend.  Wie  gross  muss  der  Reibungs- 
coeflScient  sein ,  damit  der  Punkt  mit  einer  Geschwindigkeit  v  =  0  im 
Scheitel  der  Curve  ankommen  kann? 

Als  Axe  der  x  nehmen  wir  die  Axe  der  Curve,  als  Axe  der  y  die 
Taugente  in  ihrem  Scheitel.  Der  ReibungscoefScient  sei  ju,  v  die  Geschwin- 
digkeit in  einem  beliebigen  Bahnpunkte,  ^  der  Krümmungshalbmesser  da- 
selbst, m  die  Masse  des  materiellen  Punktes,  N  die  Normalreaktion  der 
Curve. 

Damit  bekommen  wir  für  die  Bewegung  des  Punktes 

dv  das  ,,  mv^  dy 


so  dass 


da  ^  ds       ^  Q  "« 

dv  dx         v^  dy 


ds  "^  da       "^  Q    '   "^^  de 

Nun  sind  die  Gleichungen  der  Cycloide 

a?  =  a  (l  —  coe  <p\        y  -=  ^((p  -^  *^'w  (p), 
wodurch 

8  =  4a sin ^ »  q  =  4a cos  ^ » 

folglich  ist  auch 

2vdv  —  f.i,v^dq)  =  —  2affsi7iq>d(f-h2fiag{l  4-  cosq:)dq^ 

d(v^  e-^'^)  =  --  2  a  g  e-f""^  sinq)  d  q)  -h  2  fxa  ff  e-f"^  (l  -hcos(p)d(p. 

Integrierend  von  gp  =  0  bis  (f)  =  n  und  beachtend,  dass  an  beiden  Grenzen 
V  =  0  ist,  erhalten  wir 

0  =fi  f  e-f'^il  -hcos(p)dq)—  f  e'^"^ smq^dq>. 
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Indem  wir  nun  hier  teilweise  Integi-ation  anwenden,   werden  wir  leicht 
finden,  dass 

unddaberist        i —  ^-'"'4.  ^^4(1 +  «""")  =0, 

woraus  folgt  ^«/''=1. 

Durch  diese  Relation  ist  der  Wert  von  jie  bestimmt. 

Walton,  p.  324. 

8.  Ein  materieller  Punkt  befindet  sich  auf  einer  rauhen,  geneigten 
Ebene  mit  grösserem  Neigungswinkel  als  dem  Indifferenzwinkel;  er  ist 
durch  einen  feinen,  elastischen  Faden,  welcher  parallel  mit  der  Falllinie 
der  Ebene  läuft,  an  einen  festen  Punkt  gefesselt.  Anfangs  ist  der  mate- 
rielle Funkt  in  Buhe  und  der  Faden  von  seiner  natürlichen  Länge.  Wel- 
ches ist  die  resultierende  Bewegung  des  Punktes  unter  alleiniger  Wirkung 
der  Schwerkraft? 

Es  sei  a  die  natürliche  Länge  des  Fadens,  w  seine  Dehnung,  x\ 
seine  Länge  am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  ^,  a  die  Horizontalneigung 
der  Ebene,  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes,  k  diejenige  Spannung, 
welche  den  Faden  um  seine  natürliche  Länge  ausdehnt.  Die  Elastizität 
des  Fadens  wirkt  der  beschleunigenden  Kraft  herab  die  Ebene  in  deren 
Richtung  entgegen.  Bechnen  wir  die  Bewegung  von  der  Buhelage  des 
Punktes  an,   so  ist,    weil   seine  Beschleunigung  durch  die  Schwerkraft 

g  {sin  a  —  iicos  a)  und  die  verzögernde  Kraft  X  —  hervorgebracht  wird,  die 

VW 

Gleichung  der  Bewegung 

d^x  X 

— -—  =:  g  (sin  a  —  u  cos  a) x. 

dt^  ma 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 


magisina  —  ucosa)        ^    .    7/ A  „       7/  ^    . 

x  = — z ~-h  Asin  y 1  +  Bcosy  1, 

X  '    ma  '    ma 


und  '^  =  y^-(Acosy—t~Bsin}/--t). 

dt       ^     ma ^  ^     ma  '     ma  ^ 

d  X 

Mit  <  =  0  ist  a?  =  0,  ~-  -=  0 ,  folglich  sind  die  Werte  der  Integrations- 

dt 

konstanten  A  =  0,  B  =  —  ^  {sin  a  —  ficos  a),  womit  sich  ergiebt 
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X  =  — r—  [ßin  a  —  a  cos  a)\l  —  coa  y  1 ) 

=  — i-^  (sin  a  —  jii  cos  a)  vers  y   ^, 

A  mcb 

{Bi= i — -^  (sin  a  —  a  cos  a)  versy  <, 

V  =  gY  -T—  (sin a  —  u co« a) sin y 1. 

8.    Ein  endloser  Faden  POQ  (Fig.  41)  läuft  durch  einen  glatten, 

unbeweglichen  Bing  bei  O  und  liegt  auf 
einem  horizontalen  Tische  in  der  Form  eines 
gleichschenkeligen  Dreieckes  mit  dem  Schei- 
tel in  O.  In  P  und  Q  befinden  sich  zwei 
r,g„r4i  '  kleine  Kugeln  gleicher  Masse,  die  sich  ent- 

lang des  Fadens  bewegen  können.  Die  Kugeln  werden  mit  gleichen  Ge- 
schwindigkeiten entlang  der  äusseren  Halbierungslinien  der  Winkel  OPQ, 
OQP  resp.  geworfen.  Welches  ist  die  Spannung  des  Fadens  während 
der  Bewegung? 

Von  O  fälle  das  Perpendikel  O N  auf  PQy  nimm  c  =  der  halben 

Länge  des  Fadens ,  ziehe  O  A  parallel  tji  PQ  und  mache   O  ^  =  -5- 

Weil  OP-h  NP=Cj  ist  der  Weg  von  P  eine  Parabel  mit  dem  Brenn- 
punkte in  O  und  dem  Scheitel  A;  die  Tangente  der  Bahn  bei  P  ist 
wegen  der  Beschaffenheit  der  Parabel  die  äussere  Halbierungslinie  des 
Winkels  OPQ.  Es  sei  v  die  Geschwindigkeit  von  P,  T  die  Spannung 
des  Fadens,  welche  auf  P  in  den  Richtungen  P  0  und  P  N  wirkt.  Weil 
PO  und  PN  gleiche  Winkel  mit  der  Tangente  in  P  machen,  wird  v 
konstant  sein.  Es  sei  B  der  resultierende  Druck  auf  P,  welcher  ent- 
lang der  Normalen  wirkt,   q  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  da- 

selbst,  m  die  Masse  einer  der  Kugeln.    Damit  ist  Ä  = »  oder,  weil 

Q  =  — -  »  wo  r  =  O  P  ist,  ist  auch 


B 


=  mv^y  r^ 


(2r)8 

Ist  d'  =  der  Neigung  der  Normalen  zu  P  N  oder  P  O ,  dann  ist 
R  =  2Tcos&.     Aber  aus  der  Beschaffenheit  der  Parabel  folgt  leicht, 

dass  cosd'^y^—f  folglich  ist  auch 
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R  =  r/-^ 

r 

und  daher  T  ="---■ 

4r 

Daraus  erkennen  wir,  dass  während  der  Bewegung  die  Spannung  des  Fadens 
sich  umgekehrt  proportional  dem  Abstände  einer  der  kleinen  Kugeln  von 
dem  Ringe  ändert. 

Walton,  p.  316. 

10.  Zwei  materielle  Punkte  P,  Q  (Fig.  42)  sind  mit  einander  durch 

einen  starren,  gewichtslosen  Stab  PQ  verbun- 
den. P  kann  sich  in  einer  glatten,  horizon- 
talen Rinne  OX  bewegen  und    Q   irgendwo 


^  T 


X 


nii  ,;;^-Tco8^,  (1) 


Figur  42.  auf  einer  glatten   durch   die  Rinne  laufenden 

horizontalen  Ebene.     Die  Verhältnisse  beim  Beginne  der  zu  betrachtenden 
Bewegung  sind  gegeben.     Die  Bewegung  des  Systemes  ist  zu  untersuchen. 

Es  sei  T  die  Spannung  des  Stabes  zu  einer  beliebigen  Zeit  t,  ge- 
rechnet vom  Beginn  der  Bewegung,  0^  seine  Neigung  zur  Linie  0X^0 
ein  fester  Punkt  in  OX,  QN±,OX,  ON  =  aj\  QN  =  y\  OP=x, 
0)  =  der  anfanglichen  Winkelgeschwindigkeit  von  Q  um  P,  vo  =  der  An- 
fangsgeschwindigkeit von  P,  tt  =  dem  Anfangswerte  von  ^,  mi=  der 
Masse  des  materiellen  Punktes  P,  ni^  =  derjenigen  des  materiellen  Punk- 
tes ^,  a  =  der  Länge  des  Stabes  P  Q. 

Für  die  Bewegung  des  Punktes  P  besteht  die  Gleichung 

dt' 
und  für  diejenige  von  Q  ist 

„,2  -j^  =  Tco8 »,  (2)  ,m  j^=-  ^sin ».         (3) 

Die  Addition  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  giebt 

d     iL  Cv     OD  ^  r  A\ 

Die  Multiplikation  von  (1)  mit  «m^,  von  (3)   mit  cosd^  und  die  Sub- 
traktion der  letzteren  resultierenden  Gleichung  von  der  ersteren  liefert 

d^  X  d^  1/ 

nii  8hl  ^  -     w  —  Wl2  C08  ^  -j^  ==  ^'  (^) 

Die  geometrischen  Bedingungen  sind 

x'  =^x  —  a  008  x^.  (6)  y'  =  öt  sin  vh.  (7) 
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Durch  (4)  und  (6)  erhalten  wir 

durch  (5)  und  (7) 

d^oc  .    d^ 


(?wi  +  W2)  -^^  —  mg  a  T72  ^^*  ^  =  0, 


mi  sin  d-  -=—2  —  7n2  a  cos  &  -z—^  sin  ^^  =  0. 


MM  M 

Nun  ergiebt  sich  durch  die  Elimination  von   j'^^  aus  den  zwei  letzten 


dt 

Gleichungen 

d^  d^ 

(mi  -h  WI2)  öö«  ^  — — 2  sin  ^  —  mi  sin  ^  -j-^  cos  &  =  0. 

dx^ 
Indem  wir  hier  mit  2~-  multiplizieren  und  integrieren,  wird 

/-d  x^  /-d  N^ 

(mi  -f-  m2)  ( -7^  sin  d'\  -^  rni  y-^-  cos  d^\  =  C, 

Aber  anfangs  ist  &  =  a,    -j--  =  w,    folglich      (nii  ■+■  nu,  cos^a)(a^=  C, 

und  daher 

(d d"\^ 2  ^1  "*"  *'^^  ^^** "  rQ\ 

dtJ  mi  -\-  ni2  cos^S^ 

Femer  erhalten  wir  durch  Integration  von  (4) 

und  daher  mit  (6) 

ymi  +  »I2)  -j — h  »12  a  sin  ^  -y-  =  C 

dx  d  & 

Weil  aber  beim  Beginn  der  Bewegung  -j-  =  Vq,  -^-  =  «,  ^  =  «,  so  ist 

(?ni  H-  //I2)  t/'o  -4-  >/i2  öt  o)  *2n  a  =  C, 

mithin 

da  m^  aco sin a       m^  a sin ^  d  & 

a  t  m\  4-  >/i2  mi  -f-  ni^    u  t 

uud  ist  nun  mit  (8)  ^ 

dx //I2  a  (o  sin  a       m^cLfo  sin  &  ^mi  -hmg  cos^  a>/^  .  . 

dt  mj  -4- m2  mi  -h  WI2    Kmi'-^tnzcos^'d'j 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  geben  uns  die  Geschwindigkeit  von  P  ent- 
lang OJC  und  die  Winkelgeschwindigkeit  von  Q  um  P  für  irgend  eine 
bestimmte  Neigung  des  Stabes  P  Q  zur  Linie  0  X.     Wenn  wir  aus  diesen 
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«  / 


zwei  Gleichungen  d  t  eliminieren,  so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung 
der  Bahn  des  Punktes  ^  in  a?  und  ^. 
Die  Gleichung  (8)  sagt  noch,  dass 

\  nii  -f-  m^  C08^ 

ist.  Durch  dieses  elliptische,  transcendente  Integral  ist  die  Zeit  t  far 
einen  beliebigen  Wert  von  &  bestimmt. 

Clairaut,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1736,  p.  10. 
Walton,  p.  356. 

11.  Zwei  materielle  Punkte  Pi,  P^  (Fig.  48)  von  den  Massen  /«i, 

702  suid  durch  einen  geraden,  starren,  gewichtslosen 
Stab  miteinander  verbunden  und  genötigt,  sich  in  zwei 
geraden  Rinnen  Aai,  Aa^^  welche  zu  dem  Horizonte 
unter  gegebenen  Winkeln  geneigt  sind  und  in  einer 
vertikalen  Ebene  liegen ,  zu  bewegen ,  kleine  Schwin- 
gungen machend.  Welches  ist  die  Länge  des  iso- 
chronen Pendels? 
Yigor  43.  Die  Linien  -4  Pi ,  AP2  mögen  mit  der  vertikalen 

Linie  durch  A  die  Winkel  aj ,  «2  machen,  2^  Pi  ^  P2  sei  gleich  i.  Lasse 
sein  T  die  Wirkung  des  Stabes  auf  jeden  der  materiellen  Punkte,  die 
Richtung  dieser  Wirkung  wird  mit  der  Mittellinie  des  Stabes  zusammen- 
fallen.    Femer  sei  A  Pi  =Xy  AP2=  a?',  Pi  P2  =c,  2^,  Pg  Pi  ai  =  ^1, 

Indem  wir  die  Kräfte  parallel  -4Pi,  ^P2   und  normal  dazu  zer- 
legen, erhalten  wir  für  die  Bewegung  der  zwei  materiellen  Punkte 

d  X  d  dC 

mi  -y- 2  =  mi  g  cos  «i  —  T cos yj ,       m^  ~~r~2  =^^2  ff  cos  «2  —  Tcos  yg. 

Durch  die  Elimination  von  T  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

d  cc  d^ oß 

m\  cos  <f2'j'2  —  ^'^  cos  (fi    ,  g  ■=  nii  g  cos  «i  cos  y 2  —  ^2  g  cos  «2  cos  <fi . 

d  Z  OL  t 

Ferner  giebt  uns  die  Geometrie  die  Relationen 

c  cos  ifi  =  X  cos  i  —  X,  c  cos  {f2  =  x  cos  i  —  x\ 

folglich  ist 

X  —  X  COS  i)  -i—^  -^  m^yx  —  x  cos  t)  -7-^ 

=  —  nii  g  cos  a\  (x'  —  x  cos  i)  -\-  m2  g  cos  a^  (x  —  x'  cos  i),         (1) 

Sind  nun  ai,  02  die  Werte  von  x,  x\  welche  einer  Gleichgewichtslage 

d^  X    d  X 
entsprechen,  dann  muss  sein,  weil  für  eine  solche  Lage       ^  >  -j-g-  beide 

gleich  Null  sind. 
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0  =  —  mi  cos  «1  («2  —  «1  €03  i)  4-  m^  cos  «2  (<^i  —  <^  <^^  0-         (2) 

Setzen  wir  a?  =  oi  4-  vi,  a?'  =  «2  +  ^'2 1  so  sind  vi ,  i;2  durch  die  Hypo- 
these kleine  Grössen,  dann  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (1),  insofern 
nur  unendlich  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  berücksichtigt  werden, 
nüt  Hilfe  von  (2) 

—  wi  (a2  ■—  ai  cos  i)  -^^  +  ?W2  [ax  —  a^  cos  i)  -^^ 

=  —  nii  g  cos  «1  {v2  —  Vi  cos  i)  -^  m^g  cos  «2  («^  —  ^2  <ios «).       (3) 

Aber  die  Geometrie  sagt  uns,  dass 

c*  =  a?^  4-  a?'*  —  2xx  cos «, 

wodurch         Q=^xix-^x'Sx  —  {xix'  -f-  x  Sx)  cos  i  ist, 

und  weil  Ja?  =  Vi,  tJo?'  =  V2i  a?  =  ai  +  vj ,  ä?'  =  02  4-  V2  ist,  so  bekommen 
wir,  wenn  wir  nur  unendlich  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  berück- 
sichtigen, 

0  =  («1  —  CL^  cos  i)  V\  4-  (a2  —  «1  cos  i)  v^.  (4) 

Stellt  jetzt  r  die  Länge  des  isochronen  Pendels  dar,  dann  ist 

t/j  =  kl  sin  I  y  -^t-i-  elf         V2  =  k^  sini  y  —t  4-e|> 

wo  kl,  k^,  €  konstante  Grössen  sind.  Diese  Werte  von  vi  und  v^  sub- 
stituieren wir  in  die  Gleichungen  (8)  und  (4),  wodurch  wir  erhalten 

kt  ko 

w^i  (^  —  ^i  cos  i) m2  {üi  —  02  cos  i)  — 

r  r 

=  kl  {nii  cos  «1  cos  i  -h  m2  cos  «2)  —  ^2  (w*2  cos  a2  cos  i  4-  wi  cos  «i ), 

und  (üi  —  «2  cos  i)  ki  4-  (a2  —  ai  <?oä  i)  k^  =  0. 

Nun  giebt  die  Elimination  von  ki  und  k^  aus  diesen  zwei  Gleichungen 

—  («2  —  «1  cö«i)*  4-     -  (ai  —  «2  cos  %Y 


=  nii  Ol  cos  «1  sin^  i  -t  m^  a^  cos  «2  <^^w^  i. 


und  mithin  ist 


wii  (^2  —  ai  cos  iY  4-  m2  (at  —  ao  cos  i)^  .^. 

(mi  ai  coscti  -\-  m^ci^  cosa^isin^i 

Von  Pi  ziehe  Pi  O  rechtwinkelig  zu  -4  Pi ,  welche  Linie  die  P%Oy  ge- 
zogen aus  P2  rechtwinkelig  zu  AP^^  schneidet;  dann  ist  die  Projektion 
von  O  Pi  auf  die  Linie  A  P^  gleich  O  Pi  sin  i  und  die  Projektion  von 
Pi  P2  auf  die  Linie  APi  ist  gleich  02—01  cos  i\  diese  zwei  Projektionen 
fallen  offenbar  zusammen,  folglich  ist 

OPi^ sin^ i  =  {a^  —  ai  cos f)^,  O P^^ sin^ «'  =  (öti  —  «2  cos i)^ 

in  ähnlicher  Weise. 
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Weiter  sei  S  der  Schwerpunkt  der  Massen  mi  und  m^  in  ihrer 
Gleichgewichtslage  und  H  der  Punkt,  in  welchem  eine  vertikale  Linie 
durch  S  die  horizontale  Linie  durch  A  schneidet,  dann  muss  sein 

(mi  -f-  r/12)  Ä  jH  =  ''^1  ^  ^ö*  ^1  "*"  '^^2  <h  ^*o^  ^2- 
Damit  geht  die  Gleichung  (5)  über  in 


Walton,  p.  306. 

12.  Zwei  materielle  Pankte  mit  den  Massen  ini  and  m^  liegen  aaf  einer  glatten« 
horizontalen  Ebene  nnd  sind  durch  einen  gewichtslosen  Faden  verbunden,  welcher  durch 
einen  festen  Ring  geht.  Wenn  der  erstere  eine  Geschwindigkeit  u  senkrecht  zu  seiner 
Verbindungslinie  mit  dem  Ringe  erhält,  welches  ist  dann  die  Spannung  des  Fadens 
zu  einer  beliebigen  Zeit,  und  wann  erreicht  der  zweite  Punkt  den  Ring? 

Ist  a  der  Anfangsabstand  des  ersten  Punktes  von  dem  Ringe,  r  die  Entfernung 
zu  einer  beliebigen  Zeit,  Z  die  ganze  Länge  des  Fadens,  so  ist 

j-    o  1     WI1W2      u2a2  ywi+wf2i/,»  9 

die  Spannung  = * — ^ -— ,  die  Zeit  =  - — ^-—=^yj^  —  a^. 

2  wi  -h  WI2      1^  u  Vm^ 


Zweites  Kapitel. 

Trägheitsmomente. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  bezüglich  einer  Axe  ist  die  Summe  aller 
Produkte,  welche  hervorgehen  aus  der  Multiplikation  eines  jeden  Massenelementes  des 
Körpers  mit  dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  dieser  Axe.  Bezeichnet  M  die  ganze 
Masse  des  Körpers,  so  wird  dessen  Trägheitsmoment  durch  den  Ausdruck  Mk^  reprä* 
sentiert,  wobei  k  eine  Linie  ist,  welche  den  Namen  ^Trägheitshalbmesser**  führt.  Die 
Bezeichnung  der  Momente  des  zweiten  Grades,  welche  hier  in  Frage  stehen  und  in  der 
Mechanik  eine  sehr  wichtige  Rolle  spielen,  durch  den  Namen  „Trägheitsmomente*' 
wurde  zuerst  von  Euler  gebraucht :  «Ratio  hujus  denominationis  ex  similitudine  motus 
progressivi  est  desumpta:  quemadmodum  enim  in  motu  progressivo,  si  a  vi  secundum 
suam  directionem  sollicitante  acceleretur,  est  incrementum  celeritatis  ut  vis  soUicitans 
divisa  per  massam  seu  inertiam;   ita  in  motu  gyratorio,  quoniam  loco  ipsius  vis  solli- 

citantis  ejus  momentum  considerari  oportet,  eam  expressionem /r^c^Af,  quae  loco  inertiae 

in  calculum  ingreditur,  momentum  inertiae  apellemus,  ut  incrementum  celeritatis  angu- 
laris simili  modo  proportionale  fiat  momento  vis  soUicitantis  diviso  per  momentum  inertiae." 
(Euler,  Theoria  Motus  Corporum  Solidorum,  p.  167.) 

Besteht  ein  System  aus  einer  beliebigen  Zahl  materieller  Punkte,  beziehen  wir 
dasselbe  auf  drei  zu  einander  rechtwinkelige,  beliebig  im  Räume  gelegene  Coordinaten- 
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aien  0  X,  OT,  OZ,  sind  a;,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Systempunktes  von 
der  Masse  m,  A^B,  C  die  Trägheitsmomente  des  Systemes  bezüglich  der  Coordinaten- 
axen  OXy  0  Y,  OZ,  bezeichnet  T  das  Trägheitsmoment  des  Systemes  bezUglich  einer 
geraden  dnrch  den  Coordinatenarspmng  gehenden  Linie,  welche  mit  den  CJoordinaten- 
axen  die  Winkel  ai(i,y  einschliesst,  dann  lehrt  die  Theorie,  dass 

A  =  2m (2/8  +  ^2),        B^Sm (x^  -h ««),        C  =  2m(a;2  -f  y2), 
r=  i;m{y^-he^)co8^a-hSm{x^-^e^)cos^ß-\-Sm(x^-hy^)co8^y 
—  2}  2mxyco8aco8ß-h  :Smyeco8ßcosy-h  Smxscosacosy  j. 
oder ,  wenn   geschrieben  wird   2mxy  =  1,  Smyz  =  in,  ^mxe  =in,  welche  Grössen 
komplexe  Momente  genannt  werden, 

r  =  ^ cos* a-hB cos'^ ß-hC COS^  y  —  2\lc08aCOSß'\'WC08ßC08y-\'n cos a cos y  j. 
Denken  wir  nns  durch  0  einen  Strahlenbündel  gelegt,  für  jeden  seiner  Strahlen  das 
Trägheitsmoment  berechnet,  auf  denselben  von  0  aus  die  Länge  q  abgetragen,  welche 
umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  entsprechenden  Trägheitsmomente 

ist ,  also  Q  =  -— :  genommen,  dann  liegen  die  Endpunkte  aller  Strecken  q  auf  der  Fläche 

eines  Ellipsoides,  welches  zuerst  von  Poinsot  gefunden  und  „Centralellipsoid**  genannt 
wurde,  vielfach  auch  den  Namen  «Trägheitsellipsoid''  führt.  Die  Gleichung  dieses 
Ellipsoides  ist 

Ax'^-\-By^'tCz^  —  2{lxy-hmyz-hnxß)  —  l  —  0, 

Ist  dieses  Ellipsoid  für  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  bekannt,  dann  sind  auch  die 
Trägheitsmomente  für  alle  durch  diesen  Punkt  gehende  Axen  bekannt,  es  ist,  wenn  k 
den  sogenannten  Trägheitshalbmesser  bedeutet, 

Die  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoides  heissen  Hauptträgheitsaxen ,  die  Trägheits- 
momente in  Bezug  auf  diese  Axen  die  Hauptträgbeitsmomente  des  Punktes,  um  welchen 
als  Mittelpunkt  das  Ellipsoid  beschrieben  ist.  Der  grOssten  Hauptaxe  entspricht  das 
kleinste,  der  kleinsten  Hauptaxe  das  grOsste  und  der  mittleren  ein  mittleres  Trägheits- 
moment.   Sind  die  Hauptträgheitsaxen  des  Ellipsoides  Coordinatenaxen,  dann  ist  seine 

Gleichung 

ila;2-t- 5y2_|-C^2  — 1  =  0, 

und  das  Trägheitsmoment  des  Systemes  für  eine  durch  seinen  Mittelpunkt  gehende  Axe  ist 

T=AC08^a-hBC08^ß-hCc0S^y, 

Bezeichnen  a,  b,  c  die  Trägheitshalbmesser  der  Quadratmomente  ^,  B,  C,  so  ist  der 
Trägheitsradius  für  die  durch  0  gehende  Axe  mit  den  Neigungen  a,ß,y  gegen  die 
Coordinatenaxen  gegeben  durch 

Ä2  =  a2CO«2a_|-62cos2^4-c2cOs2y. 

um  die  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoides  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  diejenigen  Axen- 

richtungen  aufzusuchen,  für  welche  T=  -x  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird.    Dafür 

giebt  die  Theorie  der  Gleichungen 

{T —  A)  cos  a  -hl  cos  ß  -h  neos  y  =  0 
Icosa-hiT — B)c08ß-\-mc08y  =  0 
nco8a-\-mcosß-\-(T—G)cosy  =  (i 

(T— A)(r— B)(T— C)  — (r-^)w2-(T— B)n2— (r-C)Z24.2?mn  =  0. 
Diese  kubische  Gleichung  in  T  liefert  die  Maximal-  und  Minimalwerte  von  T,  sind 
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dieselben  gefanden,  dann  geben  die  drei  ersteren  Gleichungen  die  Verhältnisse  cosa: 
cos  ß:  cos  y  entsprechend  jedem  Werte  von  T  und  damit  die  Richtungen  der  Hauptaxen. 
Alle  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  sind  stets  reell.  Sind  zwei  ihrer  Wurzeln 
•einander  gleich,  dann  ist  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  sind  alle  drei 
Wurzeln  einander  gleich,  so  is$t  dasselbe  eine  Eugel. 

Ist  das  Trägheitsmoment  T  eines  Systemes  in  Beziehung  auf  eine  gewisse  Axe 
bekannt,  dann  ist  sein  Trägheitsmoment  T'  in  ßeziehung  auf  eine  zu  dieser  Axe 
parallele  Axe,  wenn  d  den  wechselseitigen  Abstand  beider  Axen  und  M  die  ganze 
Masse  des  Systemes  bezeichnet,  bestimmt  durch  die  Gleichung 

T'=  T-^Md^-'2d£mx. 

Geht  die  Axe,  welcher  das  Trägheitsmoment  T  entspricht,  durch  den  Schwerpunkt  des 
SystemeS;  dann  ist  £ma?=:0,  mitbin 

T'  =  T-h  Md^, 

und  der  entsprechende  l'rägheitshalbmesser  ergiebt  sich  aus  der  Relation 

Folglich  ist,  wenn  wir  uns  im  Räume  einen  Parallelstrahlenbündel  denken  und  dessen 
Strahlen  als  Axen  von  Trägheitsmomenten  eines  Systemes  ansehen,  das  Trägheitsmoment 
ftir  die  Schwerpunktsaxe  das  kleinste. 

Sind  Ät  Bf  C  die  Hauptträgheitsmomente  des  Schwerpunktes,  a,  ß,  y  die  Winkel, 
welche  eine  beliebig  im  Räume  gelegene  Axe  h'  oder  die  zu  ihr  parallele  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  Axe  /i  mit  den  Schwerpunktshauptaxen  einschliesst,  und  ist  d  der 
wechselseitige  Abstand  der  Axen  h  und  h\  so  ist  das  Trägheitsmoment  fflr  die  Axe  h' 

T'=Acos^a-^Bcos''iß-hCcos^y'{-Md^. 

Daraus  erkennen  wir,  dass  sich  die  Trägheitsmomente  fQr  alle  Axen  des  Raumes  be- 
stimmen lassen,  wenn  die  Trägheitsmomente  für  die  Hauptaxen  des  Schwerpunktes  des 
Systemes  bekannt  sind. 

Denken  wir  uns  durch  den  Schwerpunkt  des  Systemes  alle  möglichen  Axen  ge- 
legt, dann  giebt  es  eine  Schar  derselben,  fflr  welche  die  Trägheitsmomente  gleich  sind. 
Diese  Schar  liegt  auf  der  Fläche  eines  Kegels  zweiten  Grades,  seine  Gleichung  ist 

Dieser  Kegel  hat  dieselben  Hauptaxen  wie  das  Centralellipsoid  Ax'^-\-By^-i-C£^  —  l  =  0 
und  giebt  den  Ort  konstanter  Trägheitsmomente  T,  Der  Kegel  schneidet  das  Central- 
ellipsoid  in   einer   sphärischen   Ellipse    und   hat  die   ihr    entsprechende   Kugel   den 

Radius 

Vt 

Nehmen  wir  an,  dass  A<B<C  und  T=iB  ist,  dann  geht  die  Gleichung  des 
Kegels  über  in 

/a B 

{B  —  A)x^-h  (B  —  C)z^  =  0,      woraus  folgt      s  =  ±y  -^^—f,  a;. 

■ 

In  diesem  Falle  zerlegt  sich  der  Kegel  in  zwei  reelle  Ebenen,  welche  auf  der  Ebene 
der  X  e  senkrecht  stehen,  durch  die  mittlere  Axe  des  Ellipsoides  hindurchgehen,  dasselbe 
in  zwei  koncentriächen  Kreisen  schneiden  und  in  zwei  Scheitelfächer  teilen,  von  denen 
das  eine  die  grOsste,  das  andere  die  kleinste  Axe  des  Ellipsoides  enthält.  Im  ersten 
Fache  ist  für  alle  Axen  h  T>A,  aber  <B,  im  zweiten  für  alle  Axen  T<Caber>B. 
Ist  demnach  T>A  und  <  J5,  so  umgiebt  der  Kegel  der  Axen  h  die  grösste,  ist  T<^C 
und  '>Bj  so  umgiebt  er  die  kleinste  Axe  des  Centralellipsoides.  Die  Gleichungen  der 
Projektionen  des  Schnittes  von  Ellipsoid  und  Kegel  sind 
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(A~C)a:2-h(JB-C)y2=?^,      (A - B) x^ -h {C - B) z^  =^  ^  ~--, 

sie  stellen  Ellipsen  dar,  wie  dem  sein  mnss. 

Die  Axen  konstanter  Trägheitsmomente  sind  um  den  Schwerpunkt  in  einer  ganz 
bestimmten  Weise  verteilt.    In  der  Gleichung 

können  sich  die  Grossen  T  und  d  gleichzeitig  so  ändern,  dass  T'  stets  konstant  bleibt. 
Ist  h  eine  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Axen,  welche  dem  Kegel  für  das 
Trägheitsmoment  T  angehört,  dann  liegen  alle  Axen  des  Raumes,  welche  dieser  parallel 
sind   und   das  Moment  T'  besitzen,   auf  einem  Gylinder   um   h,   dessen   Halbmesser 

/T'—T 
d^J/  — zr^ —  ist.    Ändert  h  seine  Lage  auf  dem  Kegel,  dann  verschiebt  sich  auch 

der  Gylinder  im  Baume,  so  dass  jedem  Kegel  eine  Schar  von  Gylindem  entspricht. 
Einem  anderen  Kegel  entspricht  eine  andere  Schar  von  Gylindem.  Nun  ist  der  kleinste 
Wert  von  T  A,  der  grOsste  C,  es  kann  sich  daher  T  nur  zwischen  den  Grenzen  A  und  C 
ändern,  und  es  ist  demnach  der  Wert  aller  dieser  Kegel  an  bestimmte  Grenzen  ge- 

bnnden.    Der  grOsste  Wert,  welchen  der  Axenabstand  erreichen  kann,  ist  d  =X^  —  ^— 

/  j"' (j 

und  der  kleinste  Wert,   unter  welchen  d  nicht  herabsinken  darf,  ist  d—y   — =^ — 

Denken  wir  uns  daher  mit  diesen  Halbmessern  um  den  Schwerpunkt  des  Systemes 
zwei  Kugeln  beschrieben,  dann  geben  ihre  zu  der  fraglichen  Schwerpunktsaxe  parallelen 
Tangenten  die  Grenzlagen  der  Axen  an,  welche  dieselben  Trägheitsmomente  T'  .besitzen. 
Zwischen  diesen  Grenzlagen  können  wir  d  jeden  beliebigen  Wert  h  geben  und  ergiebt 
sich  dann  sofort  eine  Menge  von  Gylindem,  deren  Axen  eine  Kegelfläche  {T  —  A)x^ 
-\-(T  —  B)y^-¥{T —  G)z'^  in  dem  Schwerpunkte  bilden  und  deren  Erzeugungslinicn 
als  Axen  das  Trägheitsmoment  T  =  T'  —  Jlf  6*  entspricht 

Sind  die  Trägheitsmomente  A,B,G  eines  Systemes  für  die  Hauptaxen  seines 
Schwerpunktes  bekannt,  dann  lassen  sich  die  Hauptaxen  fClr  irgend  einen  Punkt  0  des 
Raumes  finden. 

Wir  wählen  die  Hauptaxen  des  Schwerpunktes  S  als  Goordinatenaxeu,  bezeichnen 

die  Goordinaten  des  Punktes  0  mit  x,  y,  z,  den  Abstand  des  Punktes  0  von  S  mit  n 

die  Winkel,  welche  die  durch  0  gehende  Axe  h'  mit  den  Goordinatenaxeu  einschliesst, 

durch  a,  /9,  7»  den  Abstand  dieser  Axe  von  der  zu  ihr  parallelen  Schwerpunktsaxe  h 

mit  d,  dann  ist  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  h! 

T=  Acos^a-^Bcos^ß-hCcos^y-hMd^y 
oder 

T=  (^-+- J*f  r®)  co^  o-h(BH-3f  r2)  cos'^  ß-\-{C-^Mr'^)  cos^y  —  M{xc08  a-^cos  ß-\-z  cos  7)2. 

Mittelst  dieser  Gleichung  und  der  Relation  cos^  a  -h  cos^  ß  H-  cos2  y  —  1  __  0  haben  wir 
den  Maximal-  oder  Minimalwert  von  T  zu  bestimmen*  Dadurch  ergiebt  sich  für  die 
Maximal-  und  Minimalwerte  von  T  die  kubische  Gleichung 

a;2  rß  jef2  1 


und  für  die  Richtung  der  Hauptaxen: 

cosa  cosß         __  cosy 

Mx  ^  My  ~~  Mz 

Ä^~Mr^ -  f      B^  iMV2  _lf'      C^MW-^T 
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Durch  Emfahrnng  der  Tr&gheitshalbmesser  a^^^,   b^=z-r=j   c-s  =  ^»  Jfi=  jz,  so 

dass,  wemi  A<B<C,  auch  a<h<c  ist,  gehen  diese  Formeln  über  in 

aß  v^  £f2 


a2^r^  —  Jfi      52-j..r2_fc2      c2H-r2  — ä;2 

cos  a  CO»  ß  cos  y 


X 


o24.r2  — Ä;2      524.|.2_A;2      c2-t.r2  — A;2 

Die  kubische  Gleichung  für  T  besitzt  in  allen  F&llen  drei  reelle  Wurzeln ,  dieselben 
liegen  zwischen  —  (c2  4-r2)  und  —  (&2  +  r») ,  ~(l>2-hr2)  und  —  (a2-i-ra),  —  (a2-|-r2) 
und  +  00 .  Denken  wir  uns  die  Wurzelwerte  der  Reihe  nach  in  die  Gleichung  ein- 
gesetzt und  lassen  x.y,z  variieren,  dann  stellt  dieselbe  drei  Flächen  zweiten  Grades 
dar,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  sie  mit  dem  Ellipsoide 

52 -^^2-^  ^2-1  =  0 

konfocal  sind  und  alle  drei  durch  den  gegebenen  Punkt  gehen.  Die  eine  dieser  Flächen 
ist  ein  Ellipsoid,  die  andere  ein  einfaches,  die  dritte  ein  doppeltes  Hyperboloid.  Die 
Proportion  f&r  cosay  cosß,  cosy  zeigt,  dass  die  Eichtungen  der  drei  Hauptaxen  des 
Punktes  (a;,  y^  z)  die  Normalen  dieser  drei  Flächen  sind. 

Das  EUipsoid,  dessen  Hauptaxen  die  drei  Hauptträgheitsradien  des  Schwerpunktes 
sind,  wird  mit  Glebsch  das  zweite  Gentralellipsoid  genannt  (Grelles  Journal,  B.  57,  S.  78). 
Dieses  EUipsoid  erhalten  wir  dadurch,  dass  wir  auf  jeder  Schwerpunktsaze  die  Länge 
des  entsprechenden  Trägheitshalbmessers  und  in  deren  Endpunkt  eine  Ebene  normal 
zu  ihr  errichten,  alle  diese  Ebenen  berühren  das  Gentralellipsoid.  Es  lässt  sich  jedoch 
auch  fOi:  jeden  Punkt  des  Baomes  ein  solches  EUipsoid  konstruieren.  Gulmann  be- 
trachtet in  seiner  graphischen  Statik  ein  ähnliches  Gentralellipsoid. 

Die  in  einem  Punkte  (x^y^z)  an  dieses  Gentralellipsoid  des  Schwerpunktes  ge- 
legte Tangentialebene  hat  die  Gleichung 

a2  ^  &2  ^^  c2       ^  -  "' 
und  die  Richtung  des  Perpendikels  p  von  S  auf  die  Tangentialebene  ergiebt  sich  durch 

px  py  pz 

woraus  folgt 

p2  —  a2  c<?«2  o  -h  &2  C0s2  /?  -h  c2  COS"^  y, 

welches  der  Ausdruck  für  den  Trägheitshalbmesser  k  der  Axe  ist,  die  mit  den  Goor- 
dinatenaxen  die  Winkel  a,  ^,  y  einschliesst. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich:  Die  Hauptaxen  für  irgend  einen  Punkt 
des  Raumes  werden,  wenn  die  Hauptaxen  und  Hauptträgheitsradien  des  Schwerpunktes 
bekannt  sind,  erhalten  durch  Konstruktion  des  zweiten  Gentralellipsoides  des  Schwer- 
punktes und  der  mit  ihm  konfocalen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gehen,  die  Normalen  dieser  drei  Flächen  in  diesem  Punkte  sind  die 
gesuchten  Hauptaxen  desselben 

Für  gewisse  Punkte  des  Raumes  geht  das  Gentralellipsoid  in  ein  Rotations- 
ellipsoid über.  In  diesem  Fall  kann  jeder  Diameter  des  Ellipsoides,  welcher  in  die 
Ebene  der  gleichen  Hauptträgheitsradien  fällt,  als  Hauptaxe  angesehen  werden.  Für 
solche  Punkte  (x,  y^  x)  müssen  daher  die  Gleichungen,  welche  die  Richtungen  der 
Hauptaxen  angeben,  unabhängig  von  a,  /?,  y  erfüllt  werden.     Dieser  Bedingung  wird 
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in  den  drei  F&llen  genügt:  1)  tc  =  0  nnd  o»  -f-  r«  —  Jfcz  =  0 ,  2)  y  =  0  und  6«  -f-  r« 
-  18  =  0,  3)  J8f  =  0  und  c2  -h  r^  —  ifc«  =  0.  Die  Curve,  auf  welcher  der  Punkt  in 
diesen  Fällen  liegt,  ist  demnach 

Von  diesen  drei  Curven  ist  stets  eine  imaginär.  Ist  a<h<c,  dann  ist  die  dritte 
eine  imaginäre  Linie,  die  erste  eine  Ellipse,  die  zweite  eine  Hyperbel  und  stimmen 
diese  Gurren  mit  den  Brennpunktscurren  des  Centralellipsoides  Qberein. 

Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  für  einen  Punkt  (x,  y,  e)  alle  drei  Hanptträg- 
heitsmomente  einander  gleich  werden  sollen,  er  auf  der  Focalellipse  und  der  Focal- 
hyperbel  zugleich  liegen  muss.  Die  Ebenen  dieser  zwei  Gurren  schneiden  sich  in  der 
grOssten  Aze  des  Gentralellipsoides.  Beide  Gurren  haben  dann  einen  Punkt  gemein, 
wenn  die  kleinste  Axe  gleich  der  mittleren  wird.    Mit  a  =  b<c  ist  die  Entfernung 

eines  solchen  Punktes  vom  Schwerpunkte  e  =  ±yc2 — a^, 

Oehen  wir  vom  Schwerpunkte  8  des  Sjstemes  zu  einem  anderen  Punkte  0  des 
Baumes  über,  so  ändern  sich  im  allgemeinen  die  Richtungen  der  Hauptaxen,  jedoch 
bleiben  sie  sich  parallel,  wenn  der  Punkt  0  auf  einer  Schwerpunktshauptaxe  selbst  liegt. 

Damit  Punkte  existieren,  für  welche  das  Gentralellipsoid  eine  Kugel  wird,  ist 
erforderlich,  dass  zwei  Hauptträgheitsmomente  des  Schwerpunktes  einander  gleich 
werden  und  ihr  gemeinsamer  Wert  kleiner  als  das  dritte  Hauptträgheitsmoment  sei 
(das  Gentralellipsoid  des  Schwerpunktes  ist  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid),  ist 
diese  Bedingung  erfüllt,  dann  giebt  es  auf  der  Axe  des  dritten  Hauptträgheitsmomentes 
zwei  derartige  Punkte  diesseits  und  jenseits  vom  Schwerpunkte  in  gleichem  Abstände. 

Ist  das  System,  welches  wir  zu  betrachten  haben,  ein  homogenes ^  kontinuier- 
lich den  Baum  erfüllendes  Massensjstem,  wie  dies  gewöhnlich  der  Fall,  von  der  Dich- 
tigkeit Eins,  bezogen  auf  drei  rechtwinkelige  Axen,.  dann  gehen  die  Summenformeln 
für  die  Trägheitsmomente  in  Integrale  über.  Das  Trägheitsmoment  bezüglich  der 
Axe  der  x  ist 

A  =  2(y^-^ifi)dm  =  Sy^dm-h  Si^dm. 

Um  Sy^dm  zu  bestimmen ,  legen  wir  senkrecht  zur  Axe  der  y  zwei  Ebenen  in  den 
Abständen  y  und  y  -h  dy  vom  Ursprünge.  Alle  Massenelemente  des  Sjstemes  zwischen 
diesen  Ebenen  haben  dasselbe  y  und  wenn  der  Querschnitt  im  Abstände  y  die  Grösse 

r  hat,  80  wird  £^^(2  m  =  ty^  Tdy,    In  ähnlicher  Weise  können  wir  für  die  übrig< 

Momente  ver&hren,  so  dass,  wenn  Z  der  Querschnitt  des  Systemes  senkrecht  zur  Axe 
der  £  im  Abstände  z,  X  derjenige  senkrecht  zur  Axe  der  x  im  Abstände  x  vom  Ur- 
sprünge, die  Formeln  entstehen 

A  =  fy^  Ydy-i-  fs^  Zdg,    B  =  j sß  Zdz -\-  jafiXdx,    C  =  1  a^Xdx-^- jy^  Ydy, 

wobei  die  Integrale  zwischen  den  dem  Systeme  zukommenden  Grenzen  zu  nehmen  sind. 

Da  femer  das  Massenelement  dm  in  diesem  Falle  gleich  dem  Yolumenelement 
dx  dy  dt  des  homogenen  Systemes  ist,  so  gelangen  wir  auch  fSr  dasselbe  zu  den 
Fomeln: 

F.  Kraft,  Probl.  d.  anaJyt.  Mechanik,  n.  8 


en 
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B^  1 1 lsl^dxdyd8-{- 1 1  Ix^dxdyde, 

C  =  jljx'^dxdydz-^llly^dxdydz, 

l  =  2xydmr=l/ßxydxdydz,         m  =  2y zdfn  =  /  J  Jysdxdydz, 

n  =  Sxzdm  =ff/xzdxdydZi 

und  sind  die  Grenzen  der  Integrationen  durch  die  geometrische  Gestalt  des  zu  unter- 
suchenden Systemes  bedingt. 

Ist  das  zu  betrachtende  System  ein  ebenes  und  wählen  wir  die  fibene  der  xy 
80,  dass  sie  mit  der  Ebene  desselben  zusammenfällt,  dann  ist  xr  =  0  und  vereinfachen 
sich  die  Formeln  in  diesem  Falle  wesentlich.  Es  können  dieselben  sofort  angeschrieben 
werden,  was  dem  Leser  flberlassen  werden  muss. 

Das  Weitere  über  die  Theorie  der  Trägheitsmomente  mag  eingesehen  werden 
in  der  theoretischen  Mechanik  von  Schell;  die  hier  gegebene  Übersicht  ist  seinem 
Werke  entlehnt. 

Der  Kürze  halber  bezeichnen  wir  in  der  Folge  die  Gleichungen  der  Trägheits- 
ellipsoide  von  Poinsot  und  Clebsch  mit  I  und  IL 

Erster  Abschnitt. 

Trägheitsmomente  von  Linien. 

1.  Eine  homogene,  gerade  Linie  dreht  sich  um  eine  in  ihrer  Rieh- 

jB  tung  liegende,  zu  ihr  senkrechte  Axe.    Welches  ist  das  Träg- 

s  heitsmoment  dieser  Linie? 

^  If  Es  sei  -4.  JB  =  a  (Fig.  44)  die  gegebene  materielle  Gerade 

If*  von  der  Masse  M,  m  ihre  Masse  pro  Längeneinheit,  0  der  Dreh- 

0  punkt,  P  ein  beliebiger  Punkt  in  AB,  OA  =  aij  OB^^a^^ 

Figur  44.  OP  =  Ä?,  dann  ist 

1 

=  g-  Jlf  (02*  -♦-  ©2  Ol  4-  Ol  *), 

T       1 

Der  mit  OB  zusammenfallende  Badiusvektor  des  Poinsot'schen  Ellipsoides  ist 

^""yr""^'^  if(a22-h020i  -hoi«)' 
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Das  Trägheitsmoment  für  die  Gerade  als  Drehaxe  ist  gleich  Null,  folglich 
sini  die  Centralellipsoide  Kreise  in  der  durch  0  gehenden,  zu  AB  senkrech- 
ten Ebene. 

Wählen  wir  den  Schwerpunkt  S  der  Geraden  als  Drehpunkt,  dann  ist 


.+  ^ 


2 


/•      2  1  1 

1  2V3 

jfc,=  — =a  =  0-2889  a,  o,  =  — —-• 

2.    Welches   ist   das  Trägheitsmoment   einer   geraden  £inie  AB 

(Fig  45)  f&r  eine  durch  den  Punkt  O  gehende,  zur  Ebene 

ABO  senkrechte  AzeP 

V  Es  sei  AC  die  Yerlängenmg  von  AB^  OC±.AB, 

j       N^     OC=b^  CÄ=^ai,   CB  =  a^^  P  ein  beliebiger  Punkt 

c  0    in  AB ^  CP  =  Xf  M  die  Masse  der  ganzen  Geraden,  m 

Tigur45.       diejenige  ihrer  Längeneinheit.    Damit  erhalten  wir 

=  ^  Jlf(3*«  -h  Ol«  -f  ai  02  +  02 2), 

Tc^  =  h^  4-^(aj«4-  Ol  02  -*-a2*)- 
Beicht  die  Gerade  bis  zum  Punkte  C,  dann  ist  oi  =0  und  es  wird  mit  02=0 

Liegt  die  materielle  Gerade  auf  beiden  Seiten  von  O  C,  so  ergiebt  sich 
T  =  m        (J«-ha?«)rfa?=  Q-m(o,  +  a^){Zh^  +  a^^  —  ai  a^  +02*) 

=  -^  Jf  (36«  +  Ol»  -  Ol  O2  +02^), 

mit  Ol  =  02  =  o  wird  in  diesem  Falle  T  =-^  Jlf  (3  6«  -♦-  o«). 

8.  Eine  materielle  Gerade  A  B  (Fig.  46) 
von  homogener  Beschaffenheit  bildet  mit  den 
Goordinatenaxen .  welche  durch  ihren  Schwer- 

^    i    X    punkt  S  gehen,   die  Winkel  «,  ^»  /9,  ihre 

Figar  46.  Läugo  ist  gloich  2 1.    Welches  sind  die  Träg- 

heitsmomente und  Trägheitsradien  bezüglich  der  Goordinatenaxen? 
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M-i  /•+'  2  1 


►+i  /•+/ 


T,  =  m         x^d8  =  m8in^ß I     8^d8=  jml^sin^ ß  ^^-^ Ml^sin^ß, 

Ty  =  m         {x^-^y^)d8=^m         8^d8  = -^ml^  = -^  Ml^ 
Jc:g  =  y  l^.laina^         Jcg=^y  z^,l  »in  /?,  k^  =  V  -^,L 


4.  Es  soll  der  Trägheitshalbmesser  einer  materiellen  geraden  Linie 
fiJB  für  die  Drehaxe  SJl,  welche  mit  der  Geraden  den  Winkel  a  eia- 
schliesst,  bestimmt  werden,  deren  Dichtigkeit  direkt  proportional  einer  be- 
liebigen Potenz  des  Abstandes  ihrer  Punkte  von  S  ist  (Fig.  46,  S.  115). 

Mit  P  als  beliebigem  Punkte  der  Geraden  SB,  PQl^SXy 
PQ=zz,  SP  =  8,  SB==l,  Q  =  fi8''=  der  Dichtigkeit  in  P,  wobei  /» 
die  Dichtigkeit  in  iS  bedeutet,  x  =  dem  konstanten  Querschnitte  der  Ge- 
raden erhalten  wir 


M=X  /  Qd8=^  XU  I     ^  d8= 1 

folglich  ist  der  verlangte  Trägheitshalbmesser 


n-h  3 


Ä=l^  —  =  l8inay  r- 

^    M  '^    n-4-  3 

Bei  unveränderlicher  Dichtigkeit  ist  n  =  0,  also  k^lsinaY  -^' 


3 


5.  Die  Dichtigkeit  eines  geraden  Stabes  A  B  ändert  sich  von  Punkt 
zu  Punkt  wie  die  vf*  Potenz  des  Abstandes  des  fraglichen  Querschnittes 
von  dem  einen  Ende  A.  k  und  k'  seien  die  Trägheitshalbmesser  des 
Stabes  für  zu  seiner  Länge  senkrechte,  durch  die  Punkte  A  und  B  gehende 
Axen.  Es  sollen  die  Werte  von  k  und  k'  mit  einander  verglichen  werden,, 
auch  sei  der  Wert  von  n  so  zu  bestimmen,  dass  k  =  6k'  sein  kann. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Lösung  der  vorhergehenden  Aufgabe  ist,  da 
im  vorliegenden  Falle  a  =^»  für  die  durch  den  Punkt  A  gehende  Axe 
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Z*+^  n  +  1 

^n-i-3  n-f  3 

Fär  die  durch  den  Punkt  B  gehende  Axe  erhalten  wir 


^;,^r^  2Z« 


•/o 


3) 


M      (n-J-2)(n-4-3) 

Mithin  ergiebt  sich 

feg  _(n4-l)(n  +  2) 

fe'2  "■  2 

Setzen  wir  nun  in  der  letzten  Belation  fe=:6fe',  so  ergiebt  sich 

n2  +  3n=70,         d.i.        «=-|-±y» 
wodurch  n  =  7,  oder  n  =  —  10  in  diesem  Falle  sein  muss. 

6.  Ein  homogener  Kreisbogen  dreht  sich  um  den  nach  seinem 
Scheitel  gezogenen  Halbmesser.  Welches  ist  das  Trägheitsmoment  und 
der  Trägheitshalbmesser  für  diese  Axe? 

Es  sei  (Fig.  47)  HA  K  der  materielle  Kreisbogen  mit  dem  Scheitel 
^  A^  dem  Mittelpunkte  C,  so  dass  A  C  Drehaxe.    P  sei 

ein   beliebiger  Punkt   des   Bogens  HK,    PM±.AC^ 

MF=y,  CA  =  a.  Bogen  AP ^8.    Die  Sehne  HK 

^^  schneidet  ^CinJS,  PG^  HO^  KC  sind  die  zu  den 

Punkten  P,  H,  K  gehörigen  Badien  und  es  sei  J3^ 

^c=-KE,  2i.AGH=2i.ACK=a,  2^ACP=». 

Endlich  bezeichne  q  die  konstante  Dichtigkeit  und  x  den 

Figur  47.         koustanton  Querschnitt  des  Bogens. 

Mit  diesen  Benennungen  erhalten  wir 


T  =  KQ     y^ds=^xQ  I      a^sin^&ad»  =-5-  x  qü^  /      (1  —  cö*  2i^)  d  * 

==  -p-  X  ^  a'  (2  a  —  sin  2  a). 

Die  Masse  des  Bogens  HAKistM^2xQaa^  folglich  ergiebt  sich  für 
den  Trägheitsradius 

T       1     ./-,      sin2a\_l     .  cYd^^^^ 


^   ~Jlf""2'*   V         2a  )^  2"" 


2are 


(sin  =  -J) 


118  Trägheitsmomente  von  Linien.  V.  Th.  Kap.  Ü» 

Für  den  halbkreisförmigen  Bogen  ist  c  =  a^  für  den  vollen  Ereisbogei» 
c=0,  daher  sind  in  diesen  beiden  Fällen  die  Trägheitshalbmesser  k^aV  -^• 

7.  Welches  ist  der  Trägheitshalbmcsser  und  der  Trägheitsradiu» 
eines  homogenen  Kreisbogens  für  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende^ 
zu  seiner  Ebene  senkrechte  Axe? 

Es  sei  die  Bildfläche  die  Ebene  des  Bogens  Ä  B  (Fig.  48),  S  dessen 

Schwerpunkt,  O  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Erei- 
?    N.      ses  vom  Eadius  r ,  i>  die  Länge  des  Bogens  AB^  a 
"/'      seine  Sehnenlänge,  C8  =  d^  k  der  Trägheitshalbmesser 
/  für  die  durch  den  Schwerpunkt  S  laufende  Axe,  h'  der- 

jenige für   die  durch  den  Ereismittelpunkt   gehende^ 
Fignris.  parallele  Axe.      Damit  ist  fc'*=rJfc^-hd^,   und  weil 

k'  =  r,  d  =  --r,  so  folgt 

0 
jfc2  =  ^2  _  ^^y  =  ^  (J2  _  ^2)^        r=jfjfc2^?^(52_^2). 

8.  Welches  ist  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Kreisbogen» 
für  die  durch  seinen  Scheitel  gehende,  zu  seiner  Ebene  senkrechte  Axe? 

Bezeichnet  k  den  Trägheitsradius  des  Bogens  AB  (Fig.  48)  für 
die  durch  seinen  Scheitel  2)  gehende  Axe,  H  denjenigen  für  die  durch 
seinen  Schwerpunkt  S  laufende  parallele  Axe  und  ist  iS^  D  =  di ,  so  haben 

wir  7c2  =  jfc'2 +-(ii2,  und  weil  Jb'2=:^(6«  —  a«),  rfi2  =  (r  — ^rV,  so 

ergiebt  sich 

jfc2  =  2r«(l-|),       r=Jf*2  =  2x^r«(6  — a). 

9.  Die  Gestalt  einer  homogenen,  ebenen,  materielleu  Onrve  soU  so  bestimmt 
werden,  dass  das  Trägheitsmoment  eines  Teiles  derselben  fUr  eine  za  ihrer  Eben» 
senkrechte  Axe  dem  Unterschiede  der  Abst&nde  seiner  Endpunkte  von  dieser  Axe  direkt 
proportional  ist. 

Die  Gleichung  der  Gurre  ist,  wenn  a,  a  konstante  Grössen  sind  und  der 
Punkt,  in  welchem  die  Axe  die  Ebene  der  Gurre  schneidet,  als  Ursprung  vom  Polar* 
coordinaten  gewählt  wird, 


Walton,  p.  379. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Trägheitsmomente  mid  Centralellipsoide  ebener  Flächen. 

j9  1.   Bestimmung  der  Centralellipsoide  einer 

homogenen  Rechtecksfläche  AJ30D  (Fig.  49) 
für  ihren  Schwerpunkt  S, 
3t  Die  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Bechteckes 

gehenden,  zu  den  g^enüberliegenden  Bechtecks- 
seiten  parallelen  Oeraden  SJC^  ST  und  die  zur 
Ebene  der  Fläche  senkrechte  Gerade  8  Z  nehmen 
wir  zu  Coordinatenaxen,  setzen  seine  Seiten  AB 
=  Ay  BC=^h  und  der  Ein&chheit  halber  seine  Masse  seiner  Fläche  gleich. 
Die  Trägheitsmomente  bezüglich  der  Coordinatenaxen  sind 


Flgnr  49. 


2 


.+1  >.+^ 


mit  (*«  +  A«)  =  d«. 

Fär  eine  beliebige  Schwerpanktsaxe,  welche  mit  den  Goordinateiiaxen  die 

Winkel  a,ß,y  einscbliesst,  ist 

T  =  Acoa^a  +  Beo»*ß-¥  Ceos^y  =  ^bh{d'  —  b'eo8^ß—h^co8^tt). 

Liegt  diese  Axe  in  der  Ebene  des  Be<^teckes,  dann  ist  eosß=-9ina, 
eot  r  =  0,  folglich 

r=  yg6A(6«  <?«>«*«  + A««n«a). 
Läuft  die  Axe  dm'ch  den  Eckpunkt  B  des  Bechteckes,  dann  ist  cosa=  -y 


sina  =-^i  mithin 
d 


y^li^A» 


1   bn^ 


6     d«         6b^-hh^ 
Der  Wert  des  Trägheitsmomentes  ftb*  eine  Axe  in  der  Ebene  des  Bechteckes 

wirdnüta  =  0     r=  ^6»A  =  ^,  mit  a  =  ^    r=^^>A«  =  S,  welches 

die  ausgezeichneten  Werte  von  T  sind  und  zwar  ist  mit  6  <  A  ^  das 
Minimum,  B  das  Maximum. 

Die  Coordinatenaxen  sind  Hauptaxen  für  den  Schwerpunkt  und  die 
Trägheitsellipsoide.    Nun  ist 
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Vl2    _         Vl2     _      Vl2' 
J_      27/8  27/3  2^3 

daher  sind  die  Gleichungen  der  CentraleUipsoide 

I  ^a;«+.By«  + 0*8  —  1=0,        6«««  +  A«««  +  d«««  — J|  =  0. 

oh 

Beide  EUipsoide  lassen  sich  sehr  leicht  konstruieren.    Die  Figur  49  zeigt 

die  Oentralellipsen  der  Fläche  mit  m  n  =  1  für  das  Poinsot'sche  Ellipsoid. 

Die  Konstruktion  wird  später  für  das  Parallelogramm  angegeben. 

Mit  h  =  h  =  a  geht  das  Rechteck  in  ein  Quadrat  über.    Nach  den 

soeben  erhaltenen  Besultaten  ist  in  diesem  Falle 

Beide  Gentralellipsoide  sind  Rotationsellipsoide,  das  erstere  ist  flach,  das 
letztere  abgeplattet. 

2.  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  einer  homogenen  Dreiecks- 
fläche für  eine  in  ihrer  Ebene  liegende,  durch  einen  Eckpunkt  des  Dreiecks 
gehende  Axe. 

Es  sei  ABC  (Fig.  50)  die  gegebene  Dreiecks- 
fläche, A  Y  die  gegebene  Momentenaxe,  A  Xl,  A  Y. 
A  X  und  A  Y  seien  die  Coordinatenaxen.  Die  Ver- 
längerung der  Seite  B  C  schneidet  in  B  die  Ordinaten- 
axe,  so  dass  das  Dreieck  ABC  der  Unterschied  der 
beiden  Dreiecke  ABB  und  ACB  ist.  In  Abständen 
AM=^  x^  A  Jli'=  a?  -h  d^  von  -4  seien  die  Parallelen 

Figur  60  ^^'  ^'^'  zu  ^Y  gedacht,  so  dass  PQP'Q'  ein 

Element  der  Fläche  ABB  darstellt.  Bezeichnet  l  die 
Strecke  -AD,  Ai  den  Abstand  des  Eckpunktes  B  von  der  Ordinatenaxe, 
X  die  konstante  Dicke,  q  die  konstante  Dichtigkeit  der  Platte  ABB,  so 

ist  das  Voluraenelement  PP'  QQ'  gleich  -^^Z da?,  sein  Trägheitsmoment 

hl 

für  die  Axe  A  Y  gleich  gxl—  '—^ x^ d x,  mithin  ist  das  Trägheitsmoment 

hl 
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Ti  der  dünnen  Platte  ^  jö  D  für  die  Axe  -1 Y  ! 

Bezeichnet  femer  h^  den  Abstand  des  Eckpunktes  C  von  der  Momentenaxe, 
so  ist  das  Moment  T2  des  Dreieckes  ACD  \u  Beziehung  auf  diese  Axe 

T^  =  Qxlf''\\'-^x^dx  =  ^^Qxlh,\  (2) 

Folglich  ist  das  Trägheitsmoment  T  des  gegebenen  Dreieckes  ABC  ^ 
die  gegebene  Axe  A  Y  mit  (1)  und  (2) 

T=3ri-r2=^ßxZ(Äi-A,)(Ai2+Ai/i2+A2').  (3) 

Nun  ist  -^qxl{h\  —  h^  die  Masse  if  des  Dreieckes  J.  jß C,  mithin  haben 
wir  auch 

T=  i  Jf  (Äi2  -H  A1A2  -f  Ä2^).  (4) 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Momentenaxe  zu  der  Dreiecksseite  BG 
parallel  ist,  haben  wir  Ai  —  A2  =  A,  mithin  ^  =  ^  Jf  A*,  und  füi-  die  zu 
dieser  Axe  parallele  Schwerpunktsaxe 

T.  =  T -  if d«  = -^  Jf  A2  —  Jf (I aV  =  :^  Jlf A2. 

Ist  das  Moment  so  zu  bestimmen,  dass  dasselbe  gleich  der  Summe 
der  Produkte  der  Massenelemente  in  die  n^'  Potenz  ihrer  Abstände  von  der 
Momentenaxe  A  Y  ist,  dann  haben  wir 

^="'l/'"o-C-)"''-/"o-D'-''' 

und  weil  ^  ^  x  Z  (Ai  —  A2)  =  Jf  =  der  Masse  des  Dreieckes  ist 

""  (n  -+-  1)  (n  ■+-  2)        Ai  —  A2 
Mit  n  =  2  resultiert  hieraus  die  Formel  (4). 

Messenger  of  Mathematics,  Vol.  IV,  p.  115. 

^  8.    Bestimmung   des  Trägheitsmomentes  einer 

homogenen   dreieckigen  Fläche  ABC  (Fig.  51)  f&r 

eine  durch  A  gehende,  zu  ihr  senkrechte  Axe. 

,  Wir  ziehen  durch  die  Punkte  P,o  in  der  Seite 

Fignr5i.  AB s  welcho  uuendUch  nahe  aneinander  liegend  ge- 


1 22  Trägheitsmomente  ebener  Flächen.  V.  Th.  Kap.  II. 

dacht  sind,  die  Parallelen  PM^  pm  zu  BC^  hierauf  nehmen  wir  in  PJf  zwei 
unendlich  nahe  Punkte  und  ziehen  durch  dieselben  zwei  Parallele  zu  der 
Seite  AC,  wodurch  das  unendlich  kleine  Parallelogramm  P'p'  entsteht. 
Mit  AM=a!,  MP=^y^  Am^x-hdx^  MP'=y\  mp'  =  y  -hdy^ 
2S.ACB-=^yy  a^b^e  sAb  Seiten  des  Dreieckes,  ^  als  Dichtigkeit,  x  als 
unendlich  dünne  Dicke  der  Fläche  ist  das  Moment  f&r  die  Axe  durch  A 

T=Mk^=  /    I  {x^  -^y^'—2xy  co8y)x.Qnnydxdy 

/*  1 

(a?^y-h  -öy'  —  xy^cosy)dx 

Der  entsprechende  Trägheitsradius  ist  gegeben  durch 

Jfc2  =  ^(3^2-h3c2  — a«). 
Walton,  p   381. 

4.    Welches  ist  der  Trägheitsradius  einer  dreieckigen  Platte  fiir  eine 
durch  ihren  Schwerpunkt  gehende,  zu  ihrer  Ebene  senkrechte  Axe? 

Es  sei  ^  £  0  (Fig.  52)  das  gegebene  Dreieck, 
iS  sein  Schwerpunkt,  BC=a^  GA  =  b,  AB  =  r^ 
AS  =  üi,  BS  =^bi,  CS  =  <?i,  Jf  die  Masse  des 
Dreieckes  ABC.  Die  Trägheitsmomente  der  Drei- 
ecke BSC,  GS A,  ASB^  welche  in  ihrer  Qesamt- 
ngur  60.  heit  das  Dreieck  ABC  ausmachen,  sind  für  die  durch 

ihren  gemeinschaftlichen  Eckpunkt  S  gehende,  zur  Fläche  senkrechte  Axe 

Daher  ist  das  Trägheitsmoment  des  Dreieckes  ABC  für  dieselbe  Axe, 
welches  gleich  der  Summe  dieser  Momente  ist, 

oder,  vermöge  der  Eigenschaft  des  Schwerpunktes  eines  Dreieckes, 

r  =  ^  if  j  2  (a«  -*-  6»  -h  <J«)  -  (a«  +  **+<?*)  j  =  ^  -3f  («^  4-  6«  H-  c^). 
Mithin  erhalten  wir  für  das  Quadrat  des  Tri^heitshalbmessers 

36r   ^^'-^'''!- 

Enler,  Theoria  Motns  Gorpornm  Solidomro,  cap.  VI,  Prob.  32.  Walton,  p.  382. 


*'  =  3^1- 
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5.  Welches  ist  der  Trägbeitshalbmesser  der  Fläche  eines  Parallelo- 
grammes  für  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende,  zu  seiner  Ebene 
senkrechte  Axe? 

Ist  AB  CD  (Fig.  53)  das  gegebene  Parallelo- 
gramm mit  dem  Schwerpunkte  S^  AB=^2a^ 
BG=2b,  AC=2m,  BD  =  2n,  Mi=  der  Masse 
eines  der  Dreiecke  ABS,  BGS,  CDS,  DAS, 
Jf  =  derjenigen  des  ganzen  Parallelogranmies,  sa 
'•«^  53.  haben  wir 

r=2j2j|f,  (3m«H-3n«— 4a2)  +  2^Jfi(8m8-h3w8-4ft«) 


=  I  Jfi  J3(m«  +  n«)  — 2 («2  4- J2)j. 


Bezeichnen  wir  den  Winkel  ABCwit  «,  dann  ist  m^  =^  a^ -^  b^'-2ab eoa a^ 
n^=za^  +  b^'h2abcos a,  daher  m«  4-  n«  =  2  (o«  4-  6«),  folglich 

r=  I  Jfi  (a«  +  &2)  =  iif  (a«  -h  Ä«),       P  =  ^(a2  +  b^). 

Wir  erkennen,  dass  das  Trägheitsmoment  von  dem  Winkel,  welchen  zwei  in 

einer  Ecke  zusammenstossende  Seiten  einschliessen,  vollständig  unabhängig  ist. 

Wenn  insbesondere  das  Parallelogramm  ein  Bhombus  oder  ein  Quadrat 

2  2 

mit  der  Seitenlänge  2a  ist,  so  erhalten  wir  T=r.-Ma^j  k^  =  -^a^. 


Edler,  Theoria  Motas  Corpomm  Solidorom,  Gap.  YI,  Prob.  85. 

6.    Trägheitsmomente   einer   regulären  Polygonalfläche   f&r   durch 
ihren  Schwerpunkt  gehende  Axen. 

Wir  betrachten  ein   regelmässiges   Vieleck   AB  ODE  (Fig.  54). 
Durch  seinen  Schwerpunkt  S  legen  wir  in  der  Ebene  der  Fläche  zwei  zu 

einander  senkrechte  Coordinatenaxen  JIT  Jf,  Y  F  sot 
dass  die  Abscissenaze  XSX  Symmetrielinie  der 
l  lache  ist  Eine  solche  Fläche  besteht  aus  n  kon- 
gruenten Mittelpunktsdreiecken  wie  /SA SB;  wir 
setzen  seine  Seite  AB  =  8,  seine  zugehörige  Höhe 
=  A,  den  Halbmesser  de^  dem  Polygone  umge- 
schriebenen Kreises  SA^r,  die  Trägheitsmomente 
des  Dreieckes  ASB  f&r  die  Coordinatenaxen  be- 
zeichnen wir  mit  T'  und  T'\  alsdann  ist 
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Diese  Summe  gilt  für  jedes  Mittelpunktsdreieck  der  Fläche,  so  dass  für 
die  nseitige  Polygonalfläche 

„(T'+  n = (A«  +  '^y-^ = 1  if  (ä«+ g).       (1) 

wenn  die  Masse  der  Fläche  ihrem  Inhalte  gleich  genommen  wird. 

Bezeichnet  a  den  Winkel,  welchen  die  in  der  Ebene  des  Polygones 
gezogene  Gerade  ÄSL  mit  der  Linie  JTX  einschliesst,  und  nehmen  wir 
dieselbe  als  Axe,  dann  ist  das  entsprechende  Trägheitsmoment  der  ganzen 
Fläche  gleich  n  {T' sin^  a -^  T'' cos^  a)  j  dasselbe  ist  gleich  dem  Momente 
für  die  Abscissenaxe,  wodurch 

n T'=  n T' sin^ a  ^  nT" cos^ a,       d.  i.       r'=  T'\  (2) 

Für  eine  beliebige,  in  der  Ebene  der  Fläche  gelegene  Schwerpunktsaxe  Z727, 
welche  mit  der  Axe  XX  den  Winkel  y  einschliesst,  ist  das  Trägheits- 
moment der  gegebenen  Fläche 

T=nT' sin} ip-^nT" cos^ q>  =  nT'  mit  (2). 

Setzen  wir  nun  in  (l)  w!r'=  wjr"=  T,  so  ergiebt  sich  für  jede  beliebige, 
in  der  Ebene  der  Fläche  gelegene  Schwerpunktsaxe  als  Trägheitsmoment, 

wemi  wir  noch  berücksichtigen,  dass  A*  =r^  —  ~r  ist, 

so  dass  die  Trägheitsmomente  für  alle  in  der  Ebene  der  Fläche  gelegenen 
Schwei'punktsaxen  von  gleicher  Grösse  und  die  Centralellipsen  des  Schwer- 
punktes Kreise  sind. 

Nennen  wir  2  a  den  Mittelpunktswinkel  eines  der  regulären  Dreiecke 

des  Polygones,  dann  ist  h  =  -^8cotffa,  das  Trägheitsmoment  Tg  für  die 

zur  Ebene  der  Fläche  senkrechte  Schwerpunktsaxe 

1  12  2  1  ^^co8 — 

Tg^^M{Zs^cotg^a-^s^)  =  ^^MB^P^^^  ^, 

2.12  '  12  1 — cosZa       12  -  ^tt 

1  —  C08  — 

n 

weil  2a  =  —  ist. 
n 

Die  Trägheitsellipsoide  des  Schwerpunktes  einer  regulären  Polygonal- 
fläche sind  mithin  Rotationsellipsoide,  ihre  Gleichungen  lauten 

4v  6y^  ^'       12  1  —  cos  2  a 

II  ^^      r^«  .  „2)  ^  1_2(1  -  CO«  2«) 
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7.  Trägheitsellipsoide  der  homogeDen  Fläche  eines  beliebigen  Drei- 
eckes für  seinen  Schwerpunkt  S. 

Ftlr  beide  Gentralellipsoide  ist  die  Ebene  der  Fläche  Hauptebene, 
die  zu  ihr  senkrechte  Schwerpunktsaxe  Hauptaxenrichtung ,  so  dass  es  sieb 
darum  handelt,  die  Hauptaxenrichtungen  und  Hauptaxen  in  der  Ebene  der 
Fläche  zu  bestimmen,  auch  die  Centralellipsen  der  Fläche  zu  verzeichnen . 

Nach  2  ist,  wenn  die  daselbst  eingeführten  Bezeichnungen  beibehalten 
werden,  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  A  Y  (Fig.  50,  S.  1 20)  in  der 
Ebene  der  Fläche  durch  den  Eckpunkt  Ä  des  Dreiecks 

Nach  4  ist  das  Trägheitsmoment  für  die  zur  Ebene  der  Fläche  senkrechte 
Schwerpunktsaxe 

T.^^Mia^-^-b^-hc^).  (2) 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  8  des  Dreieckes  von  der  Axe  Ä  Y  ist 
gleich  q(äi  -+-  A«),  daher  das  Trägheitsmoment  Tg  für  eine  durch  8  gehende, 
zu  AY  parallele  Axe 

Damit  lässt  sich  das  Trägheitsmoment  für  jede  beliebige  Schwerpunktsaxe 
in  der  Ebene  der  Fläche  bestimmen,  denn  hi  und  h^  k()nnen  stets  kon- 
struiert und  sodann  gemessen  werden.  Ist  insbesondere  die  Axe  AY  zu 
der  Dreiecksseite  B  C  parallel  und  A  die  zugehörige  Dreiecksh^^he,  so  haben 
wir  Ai  =  A2  =  A,  folglich  für  die  Schwerpunktsaxe 

r/  =  j^ifA2.  (4) 

Geht  die  Axe  AY  durch  den  Schwerpunkt  Ä,  dann  finden  wir,  wenn  A' 
die  zu  dieser  Flächenhalbierungslinie  gehörige  Höhe  eines  der  Teildreiecke 
bezeichnet,  für  das  entsprechende  Trägheitsmoment  Ta"  der  ganzen  Fläche 

T;'-|jfA'2.  (5) 

Weil  nun  zu  jeder  Dreiecksseite  eine  Parallelaxe  und  von  jeder  Ecke  dea 
Dreiecks  eine  Axe  durch  den  Schwerpunkt  gezogen  werden  kann,  so  geben 
die  Formeln  (4)  und  (5)  je  drei  Trägheitsmomente,  wodurch  leicht  für 
sechs  Axen  durch  8  diese  Momente  ermittelt  werden  können.  Damit  lässt 
sich  die  TrS^heitsellipse  des  ersten  und  zweiten  Centralellipsoides  darstellen^ 
denn  die  Radien  q  und  k  für  diese  Axen  sind  jetzt  gegeben. 

1)    Das  Centralellipsoid  von  Glebsch.    Die  den  Trägheitsmomenten 
TJ,  Ts'\  Tg  =  Te  entsprechenden  Trägheitshalbmesser  sind 
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2 


•+-C 


9 

Es  sei  nun  ^  B  C  (Fig.  55)  die 
gegebene  Dreiecksfläche,  deren  Central- 
ellipsoid  für  ihren  Schwerpunkt  S  be- 
stimmt werden  soll.  Zunächst  haben 
wir  die  Gentralellipse  der  Fläche  und 
ihre  Hauptaxen  zu  ermitteln.  Ziehen 
wir  durch  S  eine  Parallele  J[JC  zu 
der  Dreiecksseite  A  B  und  machen  die 
Linie  CD±ÄB,  dann  ist  CZ?  =  A  die 
zugehörige  Höhe,  um  den  entsprechenden 

Tragheit8radiu8fc  =  /lA.Azufin- 
den,  schlagen  wir  über  CD  als  Diameter  einen  Halbkreis,  machen  DG 
=  —'(^I^>  03JLCD  und  ziehen  DH,  welches  die  verlangte  Strecke 


ist,    denn  wir  haben  DH^  =  CD.na,  d.i.  A:/«  =  :j^ä.A=  —  A«. 

lo  lo 

Machen  wir  nun  auf  ^X  SJ=SK=DH und  ziehen  durch  die  Punkte 
J,  K  Senkrechte  zu  JCJC,  so  sind  diese  Linien  zwei  Tangenten  an  die 
gesuchte  Gurre,  Ziehen  wir  ferner  die  Flächenhalbierungslinie  CSE, 
machen  ÄF±.  CE^  dann  ist  -4  F=  A'=  der  zu  der  Seite  ^i  jB  gehörigen 
Höhe  des  Dreieckes  AEC    Nun  schlagen  wir  über  ^ i^ als  Durchmesser 

^inen  Halbkreis,  machen  FGx  =  -^AF^  G^Rx-^AF  \aA  ziehen  FH^, 

0 


dann  ist  FB^ *  =  FG^ .AF,  d.  h.  fc/'«  =  -^ A'^    Jetzt  zeichnen  wir  auf 

0 

GE  SL=:8N=FHi  und  ziehen  durch  die  Punkte  i,  iV  Senkrechte  zu 
€Ey  womit  zwei  weitere  Tangenten  der  Curve  gelEunden  sind.  In  ent- 
sprechender Weise  verfahren  wir  bezüglich  der  Parallelen  durch  8  zu  den 
Seiten  AC^  BC  und  der  Halbierungslinien  AS,  B S  des  Dreiecks.  Da- 
mit ergeben  sich  zwölf  Curventangenten.  Zur  genauen  Verzeichnung  der 
Ellipse  sind  noch  weitere  Tangenten  nötig,  die  mit  Hilfe  des  Satzes  von 
Brianchon  eingeschaltet  werden  können.  Nachdem  die  Curve  JLKN 
verzeichnet,  welches  die  gesuchte  Gentralellipse  ist,  bestimmen  wir  in  be- 
kannter Weise  ihre  Hauptaxen  PSQ  und  BSU,  dieses  sind  die  ge- 
suchten  Hauptaxen    des   Gentralellipsoides.      Mit   SP=^kay   SR  =  kb, 

1     , 

-g-ya^H-^^  H-  c^  =  kc,  welch'  letztere  Grösse  sich  nach  dem  Satze  von 
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Pythagoras  konstruieren  läset,  ist  die  Gleichung  des  Centralellipsoides  von 
Glebsch  mit  den  Hauptaxenrichtungen  als  Goordinatenaxen 

x^       y^        z^       ^      ^ 


*a«         ki^         ke^ 

welches  sich  nun  auch  durch  Orthogonalprojektionen  darstellen  lässt. 

Verbinden  wir  die  Endpunkte  aller  Trägheitsradien  in  der  Ebene 
der  Fläche,  so  erhalten  wir  die  Fusspunktcurve  der  Centralellipse  und 
damit  für  jede  Schwerpunktsaxe  in  der  Ebene  der  Fläche  den  entsprechen- 
den Trägheitshalbmesser. 

2)  Das  Gentralellipsoid  von  Poinsot.  Es  handelt  sich  hier  ebenfalls 
darum,  die  Hauptaxen  in  der  Ebene  der  Fläche  zu  bestimmen,  denn  die 
dritte  Bauptaxe  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Fläche.  Der  Radius- 
vektor für  eine  beliebige,  in  der  Ebene  der  Fläche  gelegene  Schwerpunkts- 
axe ist 

1  1 

Die  Fahrstrahlen  fOr  die  Schwerpnnktsazen,  welche  parallel  zu  den  Seiten 
laufen  und  durch  die  Ecken  des  Dreieckes  gehen,  sind 

,^         1     _^      1  1     \^      1 

Weil  diese  Ausdrücke  heterogen  sind,  so  hängen  die  zu  konstruierenden 
Strecken  ^/  und  q/'  von  der  zugrunde  gelegten  Massbasis  X  ab. 

Die  zu  einer  Dreiecksseite  parallele  Schwerlinie  und  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Mitte  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  des  Dreieckes  sind 
konjugierte  Durchmesserrichtungen  beider  Gentralellipsen ,  was  in  den 
Lehrbüchern  der  theoretischen  Mechanik  bewiesen  wird.  Dieses  können 
wir  aber  auch  in  folgender  Weise  darthun.  Es  ist,  wenn  a^  b,  c  die 
Seiten  des  Dreieckes  bezeichnen,  m  die  Länge  der  zur  Seite  AB  =  c  ge- 
hörigen Flächenhalbierungslinie  bedeutet, 

4m*  =  2a^  +  262_^2^  womit  sich  ergiebt 

^8  _(_  ^2  _|.  ^2 

q/^ -+■  Qs'^  =  3 — ^ =  einer  konstanten  Grösse, 

mithin  sind  die  Diameter  2^/  und  2qJ'  konjugiert. 
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Der  Winiel  m,  welchen  die  beiden  konjugierten  Diamet«r  miteinander 
einschliessen ,  folgt  ans  der  einfachen  Beziehung  tff^a>=-—^ — — j-     Be- 
zeichnen ^g,  pi  die  Halbaxenlängen  der  Ellipse,  dann  ist 
(pa  +  p»)'  =  p/'  +  e,"'  -^-  2  e.'  p,"  airt  a>, 
(po  —  ^b)^  =  ß«'^  +  ßi"'  —  2  ß/  ß,"  «^n  td, 
womit  die  Halbaxenl&ngen  berechnet  werden  können.    Bedeutet  femer  a 
den  Winkel,  welchen  die  Aie  2q„  der  Ellipse  mit  dem  Durchmesser  2^', 
einschliesst,  dann  ist 

wodurch  auch  die  Richtung  der  Hauptaxen  der  Centralellipse  g^bes  ist 
FQr  die  auf  der  Ebene  der  Flfiche  senkrecht  stehende  Schwerpunkts- 
aie  haben  wir 

^ 1 

Damit  sind  die  Hauptaxenlängen  und  Hauptaienricbtungen  des  Central- 
ellipsoides  vollständig  gegeben. 

Mit  p„'=:-j.   ßj*=-^,   ß('  =  -T7  wird  jetzt    die  Gleichung  des 

ersten  Gentralellipsoides  des  Schwerpunktes  mit  den  Hauptaxen  als  Coor- 

dinatenaxen 

Ax^  +  By'  +  Gt^—l  =0. 

Wir  haben  nun  noch  die  Halb- 
axen  pa,  gt,  ß^  des  Ellipsoides 
und  die  Ceotralellipse  der 
FUcbe  durch  Konstruktion  zu 
.bestimmen.  Die  gegebene 
Flache  sei  das  Dreieck  ABC 
{Fig.  56).  Die  zu  der  Drei- 
ecksseite AS  parallele  Schwer- 
punktsaie  JCS  X  und  die 
Flächeuhalbiemngslinie  CSE 
sind  die  Richtungen  konjugier- 
ter Diameter.  Mit  GJ)J.AB 
und  CD  =  h,  sowie  mit  ^  J\ 
ngni  na.  ±.GE  und  AFi  =h',  haben  wir 

1  1  „  1  1 


'/^,,    '-Vm        '■     ^i„y.    fc-Vfi- 
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h'^DFi  und  kJ'--Fi  fli  lassen  sich  wie  vorhin  geometrisch  darstellen, 
diese  Grössen  sind  von  der  Maasseinheit  unabhängig,  so  dass  nur  zu  erörtern 
bleibt,  wie  q,  zu  finden  ist.  Schlagen  wir  von  C  aus  mit  C'L  =  2A  = 
der  doppelten  Maasseinheit  einen  Kreis,  ziehen  an  denselben  die  Tangente 
ALY\  BO  AC,  dann  repräsentiert  die  Strecke  AG  den  Flächeninhalt  des 
Dreieckes,  resp.  seine  Masse  M,  wenn  wir  dieselbe  der  Einfachheit  halber 
gleich  dem  Flächeninhalte  des  Dreieckes  nehmen.  Jetzt  machen  wir  auf 
A  y  die  Strecke  GLi  =  Xj  verzeichnen  über  J.  Zi  als  Durchmesser  einen 

Halbkreis,  ziehen  GHZ'j^AT,  wodurch  GH=yM  mri.  Weiter 
zeichnen  wir  den  Strahl  Z.i  JET,  machen  auf  AY'  die  Strecke  LiJ-=DF=k9\ 

JKJ-AY\  wodurch  JK=:yMy^h^  wird.  Endlich  machen  wir 
G\  =  JK,  GL'  =  X  auf  GZ\  L'PlNLi,  womit  nvd  GT  die 
Strecke  GP=  q,'  =  —  gefunden  ist.    Zeichnen  wir  jetzt  auf 

JrSX  die  Strecken  SJ[i'=5  J?/=  ÖP=  (>/,  so  ist  die  Strecke  Ai'Bi' 
ein  Durchmesser  der  CentraleUipse.  In  gleicher  Weise  finden  wir  den 
konjugierten  Durchmesser  2 ^/'  =  Ai'Bi'.  Damit  lassen  sich  nach  be- 
kannten Sätzen  die  Gentralellipse  und  ihre  Hauptaxen  A^SB^^  C^SD^ 
verzeichnen.  Nun  ist  noch  die  dritte  Hauptaxe  des  Ellipsoides  graphisch 
zu  bestimmen.    Wir  haben 

und  finden,  die  Formel  deutet  die  Konstruktion  an,  qe=^TTJ. 

Da  mm  die  drei  Hauptaxen  2^«,  2^b,  2^«  des  Centralellipsoides 
bekannt  sind,  so  lässt  sich  dasselbe  durch  Orthogonalprojektionen  dar- 
stellen, wodurch  der  Badiusvektor  für  jede  beliebige  Schwerpunktsaxe  geo- 
metrisch bestimmt  werden  kann. 

Es  sind  jetzt  noch  die  Hauptträgheitsmomente  A^  B^  C  graphisch 

zu  berechnen.    Wir  haben  ^=— <ö*    Um  die  entsprechende  Strecke  zu 

^" 
bekommen,  machen  wir  6rJ.'  =  ^a  Ä  =  (»«i  A  A"±.  LiA\  Ä'Ä"±.  LiÄ\ 

dann  ist  offenbar  GÄ"=A.    In  gleicher  Weise  finden  wir  GB"'=^B, 

G  0'"=  C.    Drücken  wir  jetzt  die  Strecken  G  Ä'\  GBf'\  G  Cf"  mittelst 

der  Maassbasis  l  durch  Zahlen  aus,  so  kann  die  gewöhnliche  Gleichung 

des  ersten  Centralellipsoides  angeschrieben  werden. 

Ist  die  Dreiecksfläche  gleichschenkelig,  dann  ist  die  zur  Basis  gehörige 

Höhenlinie  eine  Hauptaxenrichtung  fQr  beide  EUipsoide,  wodurch  sich  deren 

F.  Kraft,  PzobL  d.  analyt  Mecbuiik.    II.  9 
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Bestimmung  wesentlich  vereinfacht.    Für  die  gleichseitige  Dreiecksfläche 
ergiebt  sich,  wenn  a  die  Länge  einer  seiner  Seiten  bezeichnet,  T«  :=      Ma^ 

=^-4  =  5,  C=^^Ma^.     Beide  EUipsoide   des   Schwerpunktes   sind  in 

diesem  Falle  Rotationsellipsoide  mit  den  Gleichungen 
I  Ma^  (a?2  +  y2)  4.  2  Ma^z^  —  24  =  0, 


II 


24 


X 


2 


y 


2 


12^2 


a 


2 


1=^0. 


a' 


8.    Centralellipsoide  der  homogenen  Fläche  eines  Parallelogrammes 
für  ihren  Schwerpunkt. 

Das  Trägheitsmoment  der  Fläche  des  Pa- 
rallelogrammes AB  CD  (Fig.  57)  för  die  durch 
seinen  Schwerpunkt  S  gehende,  zu  der  Seit-e  AB 
parallele  Axe  XSX\s>i^  wenn  wir  uns  das  Pa- 
rallelogramm durch  Parallelen  zu  ^  ^  in  unendlich 
Fignr  67.  schmale  Flächenstreifen  von  der  Höhe  dy  zerlegt 

denken,  AB  mit  2a,  die  zugehörige  Höhe  des  Parallelogrammes  mit  hi 
bezeichnen, 


T=Mk^ 


=  I        2a 


i/2dy  =  ._  a  Ai  8  =  —  Jf  Ai  ?. 


(1) 


2 


Das  Trägheitsmoment  T  fiir  die  Diagonale  A  C  als  Axe  ist,  wenn  h'  die 
ZM  AC  gehörige  Höhe  des  Dreiecks  ABC  bezeichnet, 


0 


(2) 


Nach  5  ist  endlich  das  Trägheitsmoment  für  die  auf  der  Ebene  des  Pa- 
rallelogrammes senkrechte  Schwerpunktsaxe 

T,  =  Mke  2  =  ^  Jf  (a«  4-  b^).  (8) 

Diese  Relationen  genügen  zur  Darstel- 
lung der  Hauptaxen  beider  Gentral- 
[^  "^fh^^  ellipsoide  des  Schwerpunktes. 

1)  Das  zweite  Gentralellipsoid 
des  Schwerpunktes.  Es  sei  AB  CD 
(Fig.  58)  das  gegebene  Parallelogramm, 
Ai  die  zur  Seite  AB  ==2a^  A«  die 
zur  Seite  AD  =  2b  gehörige  Höhe 
Figur  68.  desselben,  S  sein  Flächenmittelpunkt, 
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BL^h'  die  zuAC  gehörige  Höhe  des  Dreiecks  ABC,  AP=^h"  die 
TM  BD  gehörige  Höhe  des  Dreiecks  ADB,  Die  Trägheitsradien  des  Pa- 
rallelogrammes  für  die  Axen  XSJC  AB,  YST  AD,  AG,  BD  sind 
damit 


Diese  Formeln  geben  uns  die  Konstruktion  der  Trägheitshalbmesser  direkt 
an  die  Hand,  sie  ist  in  der  Figur  durchgeführt.  Tragen  wir  auf  den 
betreffenden  Axen  die  Strecken  A^i,  J^,  Ic,  h"  von  8  aus  nach  beiden 
Seiten  hin  ab  und  ziehen  durch  ihre  Endpunkte  Normale  zu  denselben, 
so  erhalten  wir  acht  Tangenten  der  Centralellipse ,  womit  dieselbe  über- 
bestimmt ist.  Wir  finden  als  Hauptaxen  der  Centralellipse  die  Strecken 
Ai  SBi,  Ol  8 Dl,  wodurch  die  unbekannten  Hauptaxen  des  EUipsoides 
gegeben  sind.  Die  Länge  der  dritten  Halbaxe  kc  des  EUipsoides  lässt 
^ch  ebenfalls  leicht  darstellen,  denn  es  ist 

ö 

Machen  wir  AD'j^AB  und  AD"=AD^,  ziehen  D^B,  schlagen  über 
IX'  B'  als  Durchmesser  einen  Halbkreis ,  zeichnen  B  E'  =  -^  B'  Z>", 
JS'F'jlBD'  und  BF\  so  ist  B'F'  =^h,  denn  wir  haben  ff~F"^ 
=^BD'\ SE'=  ^BTD^',  Bn'=^  \^^'^  ^  ^^'')  =  -g-(«^+*')=*c^ 

Setzen  wir  nun  noch  5-4^=^:«,  8Ci=1cb,  so  ist  die  Gleichung  des 

€entralellipsoide3  von  Clebsch  für  den  Schwerpunkt  mit  den  Hauptaxen- 
richtungen  als  Coordinatenaxen 

cc^       V*  ^^       ^       ^ 


2)  Das  erste  Centralellipsoid  des  Schwerpunktes.  Hier  sind,  wie 
auch  beim  zweiten  Ellipsoide,  die  zu  den  Seiten  des  Parallelogrammes 
parallel  laufenden  Halbierungslinien  der  Fläche  die  Richtungen  konjugier- 
ter Diameter  der  Centralellipse  der  Fläche,  so  dass  mit 

_       1 1 _  J 

^^"AiVm'       ^^^k^yn'       ^'''ko^ 

und  dem  Winkel,  unter  welchem  diese  Halbierungslinien  sich  schneiden, 
-das  Trägfaeitsellipsoid  vollständig  bestimmt  ist.  Die  Berechnung  der  Halb- 
axenlängen  Qa^  Qb  und  der  Bichtung  der  Hauptaxen  2Qa,  2(^6  hat  genau 
so  wie  bei  der  Dreiecksfläche  zu  geschehen. 
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Für  das  Parallelogramm  AB  CD  (Fig.  59)  sind  die  Hauptaxen 


^ 


IT 


Figur  69. 

des  Trägheitsellipsoides  des  Schwerpunktes  konstruktiv  bestimmt  worden» 
Wir  haben  zunächst  für  die  gegebene  Maassbasis  A  den  Inhalt  M  des 

Parallelogrammes ,  sodann  \~M  zu  berechnen.  Wir  verlängern  zu  dem 
Ende  die  Seite  Ci>  in  der  Richtung  DCX\  ziehen  CY^DX\  ver- 
längern AB  \A&  E  auf  CY',  machen  CL=  CLi  =  X=  der  gegebenen 
Längeneinheit,  ziehen  BF^LiE,  so  ist  CF— CD. CE  =  2ahi=::  M. 
Jetzt  machen  wir  CO  =  CF  und  verzeichnen  über  Ziö  als  Durch- 
messer einen  Halbkreis,  dadurch  wird  CH^^CLi.CG  =  X.M,  CH 
=  Ym.     um   nun   für   die   zur  Seite  A  B  parallele  Schwerpunktsaie 

XSX  A^n  Fahrstrahl  oi  = ^^  zu  erhalten,  ziehen  wir  den  Strahl 

L H,  machen  LJ=zSf=ki,  JK±. GX\  dann  ist  J^=  itj  yfu,  hier- 
auf CN=JK,  L^PjNL,  so  ist  CP=      ^,^^  =  qi. 


kiYM 


Machen  wir 


noch  NQJ.LiN,  dann  wird  CQ  =  M1ci^  =z  dem  Trägheitsmomente  der 
Fläche  für  die  Axe  XSX.  Mt  SAi=^  SBi  =  CP  ergiebt  sich  in  der 
Strecke  Ai  Bi  ein  Durchmesser  der  Ellipse.  Der  konjugierte  Durchmesser 
Ci  Dl  wird  in  derselben  Weise  geftmden.  Durch  Ai  Bi  und  Ci  Di  ist 
Centralellipse  vollständig  bestimimt,  welche  verzeichnet  wurde.    Als  Haupt- 
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axen  der  Curve  ergaben  sich  die  Strecken  A2  B^ ,  C^  D2 ,  womit  die  ge> 

wünschten  Axen  bekannt  sind.    Mit  C  U  =  S Ä2,  Li  Ui  1. Li  U,  U1U2 

1 
J-  Li  Ui  finden  wir  C  Ü2  =  — « =  -^  =  dö™  Trägheitsmomente  für  die 

Hauptaxe  A2  B2.    Ebenso  ergiebt  sich  C  F2  =  — «  =  5  =  dem  Trägheits- 

momente  für  die  Hauptaxe  C2  D2.    Das  Trägheitsmoment  für  die  dritte 
Schwerpunktshauptaxe  ist 

Tc  =  4-  ^  («^  -*■  **)  =  ^^c\        80  dass         Qc=      ^ 


Wir  finden  in  bekannter  Weise  h^A'ff,  Qe=^  CZ/,  Tc  =  E'F'=  C. 

Mit  diesen  Besultaten  erhalten  wir,  von  den  Strecken  dmrch  die 
Maassbasis  X  zu  den  Zahlen  übergehend,  für  das  Centralellipsoid  des 
Schwerpunktes  von  Poinsot,  wenn  die  Hauptaxenrichtungen  als  Coordinaten- 
axen  genommen  werden,  die  Gleichung 

Aa^-h  By^  +  (7^2  —  1  =  0. 

Da  die  Hauptaxen  des  EUipsoides  jetzt  bekannt  sind,  so  lässt  sich  das- 
selbe nun  auch  dm'ch  Orthogonalprojektionen  darstellen,  wodurch  für  jede 
beliebige  Schwerpunktsaxe  der  Radiusvektor  und  sodann  das  Trägheits- 
moment graphisch  bestimmt  werden  kann. 

Ist  insbesondere  das  Parallelogramm  ein  Bechteck,  dann  sind  die 
Schwerpunktsaxen  X8X  und  YSY  Hauptaxenrichtungen  für  beide 
EUipsoidß,  weshalb  in  diesem  Falle  ihre  analytische  und  graphische  Dar- 
stellung sich  wesentlich  vereinfacht.  Wenn  das  Parallelogramm  ein 
(Quadrat  ist,  dann  sind  die  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes  Botations- 
ellipsoide. 

0  9.  Trägheitsmomente  einer  homogenen  Trapez- 

/?;  fläche  für  ihren  Schwerpunkt. 

/;  \  Es  sei  (Fig.  CO)  ^  J?  CD  das  gegebene  Tra- 

/  ;  \  pez   mit  den   Parallelseiten    AB^   CD,    S  sein 

/    :     •  Schwerpunkt,  E  F  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 

/      /      \  punkte  der  Parallelseiten,  ^JB  =  2a,  OD  =  2bj 

;       \  die  Höhe  des  Trapezes  =  h.    Die  Diagonalen  AC, 

-^^j*^"""?      Jfo^»  B  D  schneiden  sich  im  Punkte  ö  auf  EFy  die  Ver- 

/>^sJ^^  L     längerungen  der  nicht  parallelen  Seiten  und  der 

^  /  iyj^fK^'  V^  ^^°^®  JEJ-F  im  Punkte  O. 
jy'y^  \  ^\^sj[  Zunächst  haben  wir  die  Trägheitsmomente 

^'S"'4  >^  für  einige  Schwerpunktsaxen  zu  berechnen. 

Pi^y  QQ  1)  Trägheitsmoment  für  die  in  AB  parallele 
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Axe  X8X.    Der  Abstand  des  Schwerpunktes  S  der  ganzen  Fläche  voi> 

AB  ist  gleich  7--^'  von  CB  gleich  ~  -77--    Die  Entfernung 

a-h  0    6  a-h  0    6 

des  Schwerpunktes  des  Dreieckes  ABB  von  XX  ist  gleich  —  -^ 

a  -f-  0    o 

-^,  diejenige  des  Schwerpunktes  des  Dreieckes  B  6^2>  voa 


3       a  +  6  8 

XX  ist  gleich  z-  -^ ^  = :  -^  •     Demnach   ist  das  Trag- 

heitsmoment  7\  der  ganzen  Fläche  in  Beziehung  auf  die  Axe  XX 

''.  =IÄ«*— *(jf»l)V{rs"-"(jTäl)'l' 

wenn  die  Masse  M  des  Tiapezes  seinem  Flächeninhalte  gleich  geuommea 
wird.  Für  den  entsprechenden  Trägheitshalbmesser  ergiebt  sich  dadurch 
die  Relation 

2)  Trägheitsmoment  für  die  Flächenhalbierungslinie  ES  F.  Fällen 
wir  von  den  Punkten  -4,  D  die  Senkrechten  h',  A"  auf  EO^  setzen 
EF  =  m^  FO  =  n^  so  ist  offenbar  das  Trägheitsmoment  T^  des  ganzen 
Trapezes  für  die  Axe  EF 

Aber  wir  haben  —  =  — -  =  — ,   — -  = ,   mit  welchen  Werten  sich 

a         0        m       0  a 

ergiebt  j   is  1       A^ 


=  A/ 


3)  Trägheitsmoment  für  die  zur  Diagonale  A  G  parallele  Schwer- 
punktsaxe.  Wir  setzen  AC  =^  li^  die  zugehörigen  Höhen  der  Dreiecke 
ACBn  ABC  gleich  A/,  A/',  den  Abstand  des  Punktes  S  von  A  C gleich 
dl,  dann  ist  das  Trägheitsmoment  Ts  für  die  genannte  Axe 

Tn  =^h{hi'^  +  Ai"«)  -  (a  -4-  i^)  Arfi« 

=  y  Jlf(Ai'2  -  Ai'Ai"  -t-  Ai"2)- Jfrfi«,  (3) 
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4)  Trägheitsmoment  für  die  zur  Diagonale  BB  parallele  Schwer- 
punktsaxe.  Wir  setzen  BD  =  1^^  die  zugehörigen  Höhen  der  Dreiecke 
ABD,  BCD  gleich  ä's,  A"2i  den  Abstand  des  Punktes  S  von  BD 
gleich  (^2)  dann  ist 

2^4  =-  -l~M{W^  ~  W  Ä^"  -h  W^)  —  Mih  ^  (4) 

ifc4'=-^(V-  VA2"  +  Aa"«)  -  da".  (40 

5)  Trägheitsmoment  für  die  zur  Ebene  des  Trapezes  senkrechte 
Schwerpunktsaxe,  welche  eine  Hauptaxe  beider  Ellipsoide  ist.  Wir  setzen 
noch  BC=2e,  AD  =  2/^  BD  =  2g^  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
S  von  der  Ecke  B  =  d,  den  Inhalt  des  Dreieckes  ABD=  Ifj ,  den- 
jenigen des  Dreieckes  BCD  =  M2,  dann  ist  das  Trägheitsmoment  Tc 
für  die  genannte  Axe 

r,  =  ^Jlfi  (8. 4a2  +  3. 4(7^-4/2) 

-h^M2{3Ae^-hQAg^-ib^)-Md^ 

La 

=  |-  Ml  (3  a2  -f)  +  -1  ifg  (3  ^2  -  b^)  -^M(g^-  d^).     (5) 
Setzen  wir  Mi  =ghi\  M^  =  gh'',  M=  gih^'  'h-W)^  dann  wird 
T.  =  ^gh'{Qa^-f)-^^-gh''{3e^'-b^) 

^^  -  3(V  +  0  ^  ^^ 

Diese  Momente   zweiten  Grades    genügen  zur  Darstellung  der  Central- 
ellipsoide  des  Schwerpunktes. 

a.  Das  Centralellipsoid  von  Clebsch.  Die  beiden  fehlenden  Haupt- 
axeu  erhalten  wir  wieder  mit  Hilfe  der  Centralellipse,  für  welche  zunächst 
die  Trägheitsradien  Ai,  ^27  ^si  ^^  zu  konstruieren  sind. 

Für  die  Axe  JCSJE"  ist  ki  mittelst  der  Formel  zu  bestimmen 


Das   gegebene  Trapez  sei  die  Fläche  AB  CD  (Fig.  61,  S.  186).    Ihre 
beiden  Diagonalen  schneiden  sich  im  Punkte  G  auf  der  Linie  EF;  be- 
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zeichneD   wir  seine  Abstände  von 

ri^r**-,^        den  Parallelseiten  aB^   CD  mit 

y-\   \     a^a  ,  so  ist  a:a=a  :6,  a-f-a  =/i, 

.-..:i:izi folglich  a'=——rh,    a'  =  ——k 

•'f^  /  /  Verzeichnen  wir  über  BCxS.AC 
und  =  h  als  Durchmesser  einen 
Halbkreis,  in  ihm  das  gleich- 
schenkelige  Dreieck  BCiDi,  zie- 
hen   GFH  l^BCi,    dann    ist 


FH 


hh 


machen 


wir   jetzt    DiJi=FH    und   ziehen   die    Gerade  J?Ji,    so   ist  BJi 

=  Vi-h^  -¥■  T-^^o  A2  =  3  ifci,  der  dritte  TeU  NP  dieser  Strecke  giebt 
^     2  (a-hb)^  ® 

den  verlangten  Trägheitshalbmesser.     Zeichnen  wir  nun  auf  JlS^  ^n 

=  Sß  =  NP  und  ziehen  durch  die  Punkt«  a,  ß  Senkrechte  zu  J^^,  so 

sind  zwei  Tangenten  der  Centralellipse  gefunden. 

Für  die  Axe  FSF  haben  wir 


Wir  machen  EE'A.AB  und  =  C-F,  ziehen  BE\  schlagen  über  BE 

als  Diameter  einen  Halbkreis,  zeichnen  BF'=-^'BE\   F'ItJ-BE 

o 


^f 


yf 


und  ziehen  BJB\  alsdann  ist  BB' 


=/i(«^ 


b^).     Nun  tragen   wir 


auf  ^F  die  Strecke  ES'=^BH'  ab  und  ziehen  S'K'  AB,  so  ist 
BJC  auf  der  HöhenUnie  BCi  gleich  Arg.  mt  Sy  =  SS=^BK'  auf 
JF;F  und  den  Senkrechten  zu  EF  durch  die  Punkte  y,  ^  erhalten  wir 
zwei  weitere  Curventangenten. 

Für  die  zu  der  Diagonale  A  C  parallele  Schwerpunktsaxe  Jli  S  Xi  ist 

^3«=  -i(Ai'2  -  A/Äi"  +  Ai"2)  -  dl«  =  ^«  -  rfi«. 

Hiernach  lässt  sich  iks  mittelst  der  Methode  der  Flächenverwandlung  be- 
rechnen, denn  die  in  der  Klammer  enthaltenen  Grössen  und  di^  stdlen 
Rechtecke  dar.  Um  zunächst  t^  die  Strecke  für  das  erste  Glied  des  Aus- 
druckes für  itsi  zu  erlangen,  zeichnen  wir  mit  hi'  als  Seite  das  Quadrat 
AB  CD  (Fig.  62,  S.  187),  in  dasselbe  mit  A/'  als  Seite  das  Quadrat 
DEFG,  dann  wird  durch  Verlängerung  von  £Fdie  Fläche  ABHFGD 
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1 


_fi. 


4? 


U 


Fignr  62. 


gleich  (Äi'2  — Ai'ä/'h-äi"2).     Diese 
Fläche  verwandeln  wir  in  das  Rechteck 

ABSK,  machen  S^'=i-.5i5:,  auf 

o 

der  Verlängerung  von  KS  die  Strecke 

SP  =  8B,   zeichnen   über   A^P  als 

Durchmesser  einen  Halbkreis,  wodurch 

sich  ergiebt  SQ^^^ihi'^  —  hi  hi" 

Nun  erhalten  wir  k^  dadurch,  dass  wir  mit  t  und  di  das  recht- 
winkelige Dreieck  SQB  konstruieren,  seine  Kathete  QR  ist  der  gesuchte 
Schwingungshalbmesser.  Mit  dieser  Strecke  ergeben  sich  die  Tangenten- 
punkte «,  f  auf  der  Axe  Jü^iSXi. 

In  gleicher  Weise  finden  wir  vermöge  der  Formel 

auf  der  zur  Diagonale  B  D  parallelen  Schwerpunktsaxe  Fi  S  Yi  die  Tan- 
gentenpunkte tj,  &  der  Curve.  Damit  sind  acht  Tangenten  der  Central- 
ellipse  bekannt,  so  dass  sich  dieselbe  verzeichnen  lässt.  Als  Hauptaxen 
derselben  ergeben  sich  die  Strecken  ^2  -B2  =  2*«,  O2  D^  =  2h,  welches 
die  gesuchten  Hauptaxen  des  Centralellipsoides  sind. 

Die  halbe  Länge  der  dritten  Hauptaxe  finden  wir  ebenfalls  mit 
Hilfe  der  Methode  der  Flächenverwandlung.     Es  ist 

,V(3a«-/«)+V'(3.''-6«) 


Die  graphische  Bestimmung  von  Jb«  lehrt  das  folgende  Schema 


fc*  = 


(3  e«  -  62)  +  ^2  _  ^2 


=  '^  (««  -/«)  +  ^(ß^-  6«)  +  ^2  -  d* 


Äs' 


// 


=  T''' 


-h  ~-  <J2  4-  ^^  -  d2  =  «2  ^.  f  2  ^.  ^2  _  ^2, 


it,  =  y«2^f2  +  ^2_d2. 

Es  wurde  gefunden  kc  =  Zi  Z2,  so  dass  die  Länge  der  dritten  Hauptaxe 
2kc  =  2.Zi Zg  ist.  Damit  sind  die  Hauptaxen  des  Centralellipsoides  von 
Clebsch  gegeben.  Setzen  wir  die  Streckengrössen  fc«,  h^  kc  mittelst  der 
Maasseinheit  in  Zahlengrössen  um,  dann  lässt  sich  die  Gleichung  seiner 
Fläche  sofort  anschreiben. 


138 


Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 


V.Th.  Kap.II. 


b.  Das  Centralellipsoid  von  Poinsot.  Hier  sind  die  Schwerpunkts- 
axen  JCSJC  und  ESF  die  Richtungen  konjugierter  Durchmesser  der 
Centralellipse  des  Schwerpunktes.  Die  Hauptaxenlängen  und  die  Haupt- 
axenrichtungen  lassen  sich  ebenso  berechnen,  wie  bei  der  Dreiecksfläche. 

Ist  AB  CD  (Fig.  63)  das  gegebene  Trapez  und  sollen  die  Haupt- 


Figur  63. 

axen  durch  Konstruktion  gefunden  werden,  so  haben  wir  zunächst  graphisch 
zu  berechnen 

11  1 


=i*  ^2  = 


(>«  = 


Die  graphische  Bestimmung  der  Trägheitshalbmesser  ist  bereits  bekannt. 

Die  Bestimmung  von  Jf  =  (a  4-  ft)  A  =  0A\  yM=  Y(a  -hb)h  =  Off 
als  Strecken  geht  aus  der  Figur  hervor.  Die  Konstruktion  von  qx^qz^Qc 
ist  bereits  bekannt.  Mit  der  Massbasis  l  fanden  wir  SAi  =  SBi  =  qi 
=  O  D\  SCi  =  SDi=Q2= 0C\  U  V=  Qc  Mit  den  konjugierten  Durch- 
messern Ai  El ,  Ci  A  wurde  die  Centralellipse  der  Fläche  verzeichnet ,  als 
die  fehlenden  Hauptaxen  ergaben  sich  die  Strecken  A^B^  =2 ^a,  0^1)2^=2 ^6. 
Wie  früher  wurden  bestimmt 


Q.^  ^~^'  (^6«  ^-^'(^.^ 


womit  die  Gleichung  dieses  Gentralellipsoides  angeschrieben  werden  kann, 
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wenn  die  Längen  der  Strecken  SÄ^,  SB^,  üi  Vi  mittelst  l  durch  Zahlen- 
grössen  ausgedrückt  worden  sind. 

Sind  die  nicht  parallelen  Seiten  des  Trapezes  einander  gleich,  dann 
sind  die  sämtlichen  Hauptaxenrichtungen  beider  Ellipsoide  gegeben,  e& 
sind  dieses  die  Schwerpunktsaien  XSX^  ESF  und  die  auf  der  Ebene 
der  Fläche  senkrechte  Schwerlinie.    In  diesem  Falle  ist  ka^ki,  hb  =  k2y 

Nach  dem  Vorstehenden  dürfte  es  keine  Schwierigkeiten  machen,  die 
Centralellipsoide  des  Schwerpunktes  einer  beliebigen  Vierecks-,  Fünfecks- 
fläche u.  s.  f.  graphisch  zu  bestimmen. 

11.  Trägheitsmomente  einer  elliptischen  Platte  von  gleichförmiger 
Dicke  und  Dichtigkeit  für  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende  Azen  und  die 
Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes. 

Es  sei  €  die  konstante  Dichtigkeit,  v  die  unendlich  kleine  Dicke 
der  Platte,  a  die  grosse,  b  die  kleine  Halbaxe  der  begrenzenden  Ellipse 

Für  die  grosse  Axe  der  Ellipse  haben  wir 
Ta  =  Mka^  =  4€Tl   y^ cc d y  =  i € V -  /  y^Yb^  —y^dy, 

4  4 

Für  die  kleine  Axe  der  Ellipse  finden  wir  in  gleicher  Weise 

4  4 

Für  die  zur  Ebene  der  Fläche  senkrechte  Schwerpunktsaxe  haben  wir 
Tc=Ta-h  Tt  =:  6ir^(a«  +  b%  h^  =  |(a2  -+-  62). 

Sind  a,ß,Y  die  Winkel,  welche  eine  beliebige  Schwerpunktsaxe  mit  den 
Hauptaxen  des  Schwerpunktes  einschliesst,  die  zugleich  Hauptaxenrichtungen 
beider  Ellipsoide  sind,  so  erhalten  wir  für  dieselbe 

T  =  Ta cos^ a -{- Ti co8^ ß-hTc co8^ y  =  €z ^^ («2 «n« a -h  b^ 8in^ ß), 

Ä*  =  —  (a^  ain^  a  -4-  J*  sin^  ß). 

Damit  sind  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes 

I  b^x^  +  a^y^  +  (a«  +  b^)z^ ^  =0. 

etabn 

n  t^yl^^ 1=0 
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Mit  a  =  d  geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über ,  so  dass  für  die  kreis- 
förmige Platte 

11.  Trägheitsmomente  und  Trägheitsellipsoide  des  Schwerpunktes 
«iner  homogenen,  durch  eine  Doppelordinate  begrenzte  Parabelfläche,  wenn 
die  Gleichung  der  Parabel  y^=z2pw  ist. 

Die  Parabelaxe,  die  zur  Doppelordinate  parallele  Schwerpunktsaxe 
und  die  zur  Fläche  senkrechte  Schwerpunktsaxe  sind  Hauptaxenrichtungen 
beider  Ellipsoide. 

Das  Trägheitsmoment  und  der  Trägheitshalbmesser  bezüglich  der 
Parabelaxe  sind 

Für  die  zur  Ordinatenaxe  parallele  Schwerpunktsaxe  erhalten  wir,  wenn 

beachtet  wird,   dass  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Coordinaten- 

g 
Ursprünge  gleich -=a?  ist, 

/•*  2       y^3  x^ 

B  =  2fiir/  os^ydx —  2€v-^xy('ra\  . 

Nun  ist  1      /»y  17      2 

folglich  wird 

B  =  2  e  r  (^^  «»  y  —  2g  a«  y)  =  j^g  «  T« » y  =  j^  if  «*, 

IQ 

h^  =:^^x^  =  (0-26186«)«. 

175 

Für  die  zur  Ebene  der  Fläche  senkrechte  Schwerpunktsaxe  erhalten   wir 

1  12  1  12 

Mit  diesen  Resultaten  ergiebt  sich  für  die  Trägheitsellipsoide  des  Schwer- 
punktes, wenn  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Flächen 
Di^it  ^,  ri,  C  bezeichnet  werden  und  die  Hauptaxenrichtungen ,  wie  immer  in 
der  Folge,  Coordinatenaxen  sind, 

1  12  1  12 
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12.  Welches  ist  der  Tr&gheitsradius  einer  von  einer  Doppelordinat& 
begrenzten  Parabelfläche  für  die  durch  den  Parabelscheitel  gehende  und 
zur  Ebene  der  Fläche  senkrechte  Axe,  wenn  die  Gleichung  der  Gurve- 
y2  =  2pa?  ist? 

Die  Trägheitsmomente  f&r  die  Coordinatenaxen  sind  Tg=-^MyK 

S 

Ty  =  -=  Mx^j  folglich  ist  das  Moment  fdr  die  vorgeschriebene  Axe 

Te  =  r.H-ry  =  g^gilf(7y8  +  15a?2),     sodass    k,^  =  ^{7  y^-hlbo!^). 

13.  Welches  sind  die  Gleichungen  der  Trägheitsellipsoide  des  Schwer- 
punktes S  einer  homogenen  Halbkreisfläche? 

jpr  Die  Hauptaxenrichtungen  der  EUipsoide  sind  die^ 

Symmetrielinie    CD   der   Fläche  ÄBD  (Fig.  64), 

_  die  zum  Durchmesser  AB  parallele  Schwerpunktsaxe 

j^   XSX  und  die  auf  der  Ebene  der  Fläche  senkrechte^ 

Schwerpunktsaxe. 

Bezeichnet  a  den  Badius  der  Fläche,  so  ist  das^ 
Moment   der  ganzen  Kreisfläche    für   irgend  einen   Durchmesser    gleich 

ern-j  =  M-r *  folglich  das  Trägheitsmoment  der  Halbkreisfläche  für  dea 

Durchmesser  AB  gleich  M-zr-    Nun  ist  CS=  t^— »  mithin  das  Moment 

o  on 

für  die  zu  ^JB  parallele  Schwerpunktsaxe  XSX  und  der  entsprechende* 

Trägheitsradius 

fc,a  =  2 a» (i  —  g^)  =  0-0698 a\  mit  Jf  =  a« ;r. 
Ffir  die  Symmetrielioie  YC DY  der  Fläche  haben  wir 

2  2 

Ty  =  M^  =  0-3927  a\       fcy«  =  ^  =  0-25  a«. 

Für  eine  beliebige  Schwerpunktsaxe  NSNin  der  Ebene  der  Fläche,  welche^ 
mit  der  Axe  XSX  den  Winkel  a  einschliesst,  bekommen  wir 

T=JlfaH0-698cM2a  +  0125*m2a),     k^^(Q'\^9Qco8^a  +  0'2h8in^a)aK 
Für  die  auf  der  Ebene  der  Fläche  senkrechte  Schwerpunktsaxe  ergiebt  sieb 

r,=T,4-ry=Jlf  a2('~ö^Y-=0a599  3f  ^2=0-49208  a^  mit  Jtf^ 

Ä:s2  =  0-3198  a«. 


T^T^eoB 


2 
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Damit  sind  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes 
I  01098  a^^2  _|.  0-3927  o^y^  -h  0-49208  a^  1^—1=0. 


II 


^2  t,2  ^2 


00698  a«      0-25  a«      0-3198  a« 


—  1  =  0. 


14.  Welches  sind  die  Gleichungen  der  Trägheitsellipsoide  des  Schwer- 
punktes einer  Ereisringfläche,  wenn  die  Masse  desBinges  gleich  seiner  Fläche, 
die  Radien  der  Begrenzungskreise  ai  und  02  sind,  wobei  ai  >  a^  ist? 

Beide  Ellipsoide  sind  offenbar  Botationsellipsoide.  Für  eine  durch 
den  Schwerpunkt  gehende,  in  der  Ebene  des  Ringes  gelegene  Axe  haben 
Mrir  oflFenbar 

Für  die  auf  der  Ebene  des  Ringes  senkrecht  stehende  Schwerpunktsaxe  ist 

Hier  sind  zwei  beliebige,  in  der  Ebene  des  Ringes  gelegene,  aufeinander 
senkrecht  stehende  Axen  Hauptaxenrichtungen,  daher  sind  die  Gleichungen 
der  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes 


I 


II 


^  J/(ai2  +  a2^)(w^  +  y«)  -h^Miai^-^  ag*)^^  —  1  =  0. 


,2 


4    '-      -h  2  — 


2 


-1=0. 


15.  Welches  sind  die  Trägheitsmomente  und  Trägheitsradien  der 
homogenen  Fläche  eines  elliptischen  Quadranten  für  die  zu  den  Begrenzungs- 
geraden parallelen  Schwerpunktsaxen? 

Ist  ABC  (Fig.  65)  der  elliptische  Quadrant,  S 
sein  Schwerpunkt,  welcher  von  den  Halbaxen  AC^Uj 

46    4a 
X     BC  =  b  um  die  Strecken  0— »  d~  entfernt  liegt,  so  sind 

zunächst  die  Trägheitsmomente  der  gegebenen  Fläche  für 
ihre  Halbaxen  AC^  BC,  wenn  die  Masse  gleich  der 

Fläche  genommen  wird,  7"«=      aft^Tr,  Tb=      a^bn.  Dadurch  erhalten 

wir  für  die  zn  AC  parallele  Schwerpunktsaxe  XSX 


Y 

jr    .^'      Y 

C         ly         Ä 


Figur  65. 


T^=^ab»7t 


4  \3nJ      "'  "\16     9 
jfc,8  =  4,001743  6«  =  00698  b\    *,,  =  0-264  b. 
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In  gleicher  Weise  findeo  wir  f6r  die  zu  J8  O  parallele  Schwerpimktsaxe 

YSY 

T„  =  00547  a«  6,     ky^  =  0-0698  a\    ky  =  0264  a. 

Noch  ist  für  die  zur  Ebene  der  Fläche  senkrechte  Schwerpunktsaxe,  weil 


CA— ^— V«^"*"  ^^  d^  Trägheitsmoment  für  die  durch  C  laufende  pa- 
rallele  Axe  =  ^^(a^  -^  h^)  ist, 


16.  Eine  ebene  Fläche  wird  begrenzt  von  einem  parabolischen 
Bogen,  der  Axe  dieses  Bogens  und  einer  zu  dieser  Linie  senkrechten  Ge- 
raden. Die  Gleichung  der  Parabel  ist  y^=z2px^  die  Masse  der  Fläche 
gleich  ihrem  Inhalte.  Welches  sind  die  Ausdrücke  für  die  Trägheitsmomente 
und  Trägheitsradien  bezüglich  der  zu  den  Begrenzungsgeraden  parallelen 
Seh  werpunktsaxen  ? 

Y.  vf  ^  Es  sei  ^  B  C  (Fig.  66)  die  gegebene  Fläche  mit 

dem  Schwerpunkte  ^S^,  A  der  Scheitel  des  Parabelbogens 

AC^  dann  \ai  AB X  Abscissenaxe,  die  zu  ihr  senkrechte 

^     Gerade  Ä  Y  Ordinatenaxe.    Die  Coordinaten  des  Schwer- 

X  bx  3  3 

Figur  66.         Punktes  S  sind,  mit  AB  =  x,  BC^y,sc^=^ -^x,  p=  -^y- 

Die  Trägheitsmomente  der  Fläche  ABC  fm  die  Coordinatenaxen  AX,  AY 

sind  Tx  =  -^ly^dx^  Ty=-  jx'^ydx,  mithin  diejenigen  für  die  zu  den 

Coordinatenaxen  parallelen  Seh  werpunktsaxen  -Zi-2i,  Fi  Fi 

l  r  2        /'3   x«  /•  o  2        /'3   ^2 


Aber  wir  haben  a?  =  ^>  dx  =  -dy^  daher 

2p  p 

^- = 3^^  y '  ^y  -  32^y '  =-  ts^^'-  32^2^  =  (15  -  32>y  = 


19 

480 


xy 


3 


=äö^^"^ 


"   ~  320 


y 


—  -—  Mx^ 
175         ' 


k  «=A2 

«"        175 


a?' 
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« 

Noch  ist  für  die  zur  Ebene  der  Fläche  senkrechte  Schwerpunktsaxe ,  da 

1  3 

nach  12  für  die  durch  A  laufende  parallele  Axe  Tz  =  M^^y^-^-'^x^y 


ü     2     .     ü 

320^   "^175 


^«i    —  qöä2/    '^  \nti^  • 


17.  Die  Gestalt  einer  homogenen,  ebenen  Platte  und  die  Lage  einer 
zu  ihr  senkrechten  Axe  sollen  so  bestimmt  werden,  dass  das  Trägheits- 
moment der  Platte  für  diese  Axe  ein  Minimum  ist,  wenn  die  Masse, 
Dichtigkeit  und  Dicke  der  Platte  bekannt  sind. 

Es  sei  M  die  Masse,  €  die  Dichtigkeit,  %  die  Dicke  der  Platte, 
x^y  seien  die  Polarcoordinaten,  dann  ist 

T=  Mk^  =  €T /    I     ydxdy.y^==-r€Tj     y^dx^ 

M=€v/    I     ydxdy  =^-^8%  I     y^dx. 

Mit  u=:^  /y^dx^  t;=  ly^dx  erhalten  wir,  wenn  a  eine  konstante  Grösse 

bedeutet, 

fi--av  =  /(y*  —  ay^)dx^  v  =  y^  —  ay^ 

daher  durch  die  Formel  des  Kalküls  der  Variationsrechnung 

d{P)  ^d^{Q) 
dx  dx*" 

weil  P,  Q,  j?, . . . .  sämtlich  gleich  Null  sind, 

Dieses  zeigt,  dass  die  Scheibe  kreisförmig  sein  und  ihr  Mittelpunkt  mit 
der  verlangten  Axe  zusammenfallen  muss. 
Nun  haben  wir 

I  /»2ff  J  n>%n  J 

M=--x8T  I     y^dx=^-^€za  I     dx^-^nera^ 

folglich  '  2iif    ° 

a  = » 

mithin  ist  der  Halbmesser  der  Scheibe 


^_.^,^u^^; =,0, 


y-r 


M 


Walton,  p.  388. 


18.    Es  sind  gegeben  die  Trägheitsmomente  einer  beliebigen  ebenen 
Fläche  für  die  durch  einen  Punkt  gehenden  drei  Hauptaxen.    Welches  ist 
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das  Trägheitsmoment  für  eine  durch  denselben  Ursprung  laufende,  zu  den 
^ei  Hauptaxen  gleich  geneigte  Axe? 

Sind  A,  B,  C  die  Momente  zweiten  Grades  für  die  Hauptaxen ,  von 
-denen  die  eine  senkrecht  zu  der  gegebenen  ebenen  Fläche  ist,  welcher  das 
Moment  C  entsprechen  möge,  und  ist  T  das  verlangte  Moment,  so  haben  wir 

2 

T=Aco8^a-k-JBcos^ß^Cco8^r  =  {A  +  B'JhC)co8^a^2Cco8^a=^-^C, 

•denn  wegen  cos^  a  -+-  cob^  ß  -t-  cos^  y  =  1  ist  3  coa^  a  =  1. 

Walton,  p.  385. 

19.  Eine  ebene,  homogene  Fläche  besitzt  die  Gestalt  eines  halben 
Auges  der  Lemniscate.  Welches  sind  die  Richtungen  der  Hauptaxen  f&r 
den  Knoten? 

Bezeichnen  x^  y  die  Coordinaten  irgend  eines  Infinitesimalelementes  m 

der  Platte,  bezogen  auf  Axen  in  der  Ebene  der  Fläche,  welche  durch  den 

fraglichen  Punkt  gehen,  ist  d^  die  Neigung  einer  der  zwei  in  der  Ebene 

der  Fläche  gelegenen  Hauptaxen  des  betreffenden  Punktes  gegen  die  Axe 

der  X,  die  dritte  Hauptaxe  steht  senkrecht   auf  der  Ebene  der  Fläche, 

dann  haben  wir 

^_     22{mxy) 
tg^yy  ^  — — r-g — -  j  . 


Im  Yorliegenden  Falle  ist  nun 


ff 


tff2&=2 


Jfr^dr8tn&co8&d&  nco8^2&8in2&dS^ 


ffT^drco82d'd&  /^(l  -  8in^2$)oo82d'dd' 

•/o 


2 


Mithin  sind  die  zwei  in  der  Ebene  der  Fläche  gelegenen  Hauptaxen  gegen 
die  Axe  der  Lemniscate  unter  den  Winkeln  geneigt 

Walton,  p.  391. 

20.  Werden  in  den  Mittelpunkten  der  drei  Seiten  der  Fläche  eines 
Dreieckes  ABC  drei  materielle  Punkte  von  der  Masse  ^Jf  plaziert,  wenn 

«5 

M  die  Masse  der  Fläche  des  Dreieckes  bezeichnet,  dann  sind  die  Dreiecks- 
fläche und  das  System  der  drei  materiellen  Punkte  äquimomental. 

Bezeichnen  Hi ,  h^  die  Abstände  der  Eckpunkte  B,  C  des  Dreieckes 
ABC  YOn  einer  beliebigen,  durch  den  Eckpunkt  A  gehenden,  in  der  Ebene 
des  Dreieckes  gelegenen  Axe  AJC,  dann  ist  das  Trägheitsmoment  der 

F.  Kraft.  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    II.  10 
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Dreiecksfläche  für  diese  Axe  gleich  .^^  Jf(Ai  2  _<_  ^^  ^^  4-A2^),  dasjenige  dea 
materiellen  Punktesystemes  für  dieselbe  Axe  gleich  ^\(^^  ^  *^^  "^  C^^ 

(-^^  \  =  ß -2*^(^1*  "^  '^i  ^2  -+■  ^2%  mithin  sind  beide  Momente  gleich. 

Die  drei  als  System  behandelten  materiellen  Punkte  und  die  Dreiecksfläche 
besitzen  denselben  Schwerpunkt  O.  Ziehen  wir  durch  O  eine  parallele  Lini& 
O^  zu  ^^,  so  ist  klar,  dass  die  Trägheitsmomente  der  zwei  Systeme 
für  O  X'  auch  gleich  sind.  Weil  diese  Gleichheit  für  alle  Axen  durch  O 
in  der  Ebene  des  Dreieckes  besteht,  so  ist  sie  auch  vorhanden  für  zwei  in 
der  Ebene  des  Dreieckes  auf  einander  senkrecht  stehende  Linien  0X\  O  Y\ 
daher  auch  für  eine  zur  Ebene  des  Dreieckes  senkrechte  gerade  Linie  O  Z!^ 
Eine  der  Hauptaxen  durch  den  Punkt  O  für  beide  Systeme  ist  normal  zur 
Ebene  der  drei  materiellen  Punkte,  sie  ist  dieselbe  fiir  beide  Systeme. 
Die  Hauptaxen  für  0  in  der  Ebene  beider  Systeme  sind  jene  zwei  geraden 
Linien,  für  welche  die  Trägheitsmomente  am  grössten  und  kleinsten  sind^ 
mithin  sind  diese  Axen  dieselben  für  beide  Systeme.  Wenn  für  einen  be- 
liebigen Punkt  zwei  Systeme  dieselben  Hauptaxen  und  Hauptträgheits- 
momente besitzen,  dann  besitzen  sie  auch  dieselben  Trägheitsmomente  für 
jede  beliebige,  durch  diesen  Punkt  gehende  Axe  und  dieselben  komplexen 
Momente  für  irgend  zwei,  in  diesem  Punkte  sich  schneidende  gerade  Linien» 
Ist  dieser  Punkt  Schwerpunkt,  dann  ist  dieselbe  Sache  für  einen  beliebigen 
anderen  Punkt  richtig.  Wenn  daher  ein  materieller  Punkt,  dessen  Masse 
gleich  dem  dritten  Teile  von  derjenigen  der  Dreiecksfläche  ist,  in  dem 
Mittelpunkte  einer  jeden  Dreieckseite  angebracht  wird,  so  ist  das  Trägheits- 
moment der  Dreiecksfiäche  für  eine  beliebige  gerade  Linie  gleich  demjenigen 
des  Systemes  der  materiellen  Punkte  für  dieselbe  Linie,  und  das  komplexe 
Moment  für  irgend  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  ist  gleich  demje- 
nigen des  Punktesystemes  für  dieselben  Linien.  Die  zwei  Systeme  sind 
daher  äquimomental. 

Ein  Trägheitsellipsoid  für  den  Schwerpunkt  einer  beliebigen  Dreiecks- 
fläche kann  auch  in  folgender  Weise  gefunden  werden. 

Denken  wir  uns  dem  Dreiecke  ABC  eine  Ellipse  eingeschrieben» 
welche  zwei  Dreiecksseiten  AB,  BC  in  ihren  Mittelpunkten  2^, D  berührt^ 
dann  berührt  dieser  Kegelschnitt  auch  die  dritte  Seite  C^  in  ihrem 
Mittelpunkte  £  nach  Camot's  Theorem.  Weil  D  E  parallel  zu  der  Tangente 
C^  in  J?  ist,  so  geht  die  den  Punkt  E  mit  dem  Mittelpunkte  A^  von 
DF  verbindende  Qerade  durch  das  Gentrum,  daher  ist  das  Centrum  des 
Kegelschnittes  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes.  Dieser  Kegelschnitt  ist 
eine  Momentalellipse  des  Dreieckes.    Um  dasselbe  zu  beweisen,  bestimmen 
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wir  das  Trägheitsmoment  des  Dreieckes  für  O  JS.  Es  sei  O  jB  =  r,  der  halbe 
konjugierte  Diameter  gleich  r ,  co  der  Winkel  zwischen  r  mid  r .  Damit 
1 


ist  ON  =  -^r^  folglich  vermöge  der  Gleichung  der  Ellipse  EN^  =  -r^, 
daher  das  Trägheitsmoment  für  OE 


3         4  2    n^r^ 

wo  y  die  Fläche  der  Ellipse  bedeutet,  so  dass  die  Trägheitsmomente  für 

OE,  OF,  OB  umgekehrt  proportional  Ö^\  ÖT^^  ÖB^  sind.  Wenn 
wir  eine  Momentalellipse  von  den  richtigen  Dimensionen  nehmen,  dann 
wird  sie  den  eingeschriebenen  Kegelschnitt  in  JB,  F,  Z>,  somit  auch  in  den 
entgegengesetzten  Endpunkten  dieser  Diameter  schneiden.  Aber  zwei  Kegel- 
schnitte können  sich  einander  nicht  in  sechs  Punkten  schneiden,  es  sei 
denn,  dass  sie  identisch  sind.  Folglich  ist  dieser  Kegelschnitt  eine  Momen- 
talellipse der  Dreiecksfläche  für  den  Punkt  O.  Eine  Normale  durch  O  zu 
der  Ebene  des  Dreieckes  ist  eine  Hauptaxe  desselben.  Folglich  besitzt  ein 
Momentalellipsoid  der  Dreiecksfläche  den  eingeschriebenen  Kegelschnitt  als 
Hauptschnitt.  Sind  a  und  h  die  Längen  der  Axen  dieses  Kegelschnittes, 
ist  c  die  Länge  der  zur  Ebene  des  Dreieckes  senkrechten  Axe  des  Ellip- 
soides,  so  haben  wir 

Für  eine  gleichseitige  Dreiecksfläche  ist  das  Momentalellipsoid  ein  Sphäroid, 
jede  Axe  dieses  EUipsoides  in  der  Ebene  des  Dreieckes  ist  eine  Hauptaxe. 
Weil  irgend  eine  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Ellipse  auch  eine 
Momentalellipse  ist,  so  können  wir  auch  die  dem  Dreiecke  umgeschriebene 
Ellipse,  deren  Oentrum  mit  dem  Schwerpunkte  zusammenfällt,  als  Momen- 
talellipse ansehen. 

21.  Drei  Punkte  D,  E,  F  können  stets  so  bestinMnt  werden,  dass  die 
Trägheitsmomente  und  komplexen  Momente  eines  Systemes  dreier  gleicher, 
in  D,E,F  plazierter  materieller  Punkte  gleich  den  entsprechenden  Träg- 
heitsmomenten und  komplexen  Momenten  einer  beliebigen  homogenen  ebenen 
Fläche  sind. 

Es  sei  O  der  Schwerpunkt  der  Fläche,  M  ihre  Masse,  m  diejenige 
eines  der  materiellen  Punkte.  Ferner  seien  OX^  OY  die  Hauptaxen  in 
der  Ebene  der  Fläche  für  den  Schwerpunkt,  Ma^^  Mß^  die  Trägheits- 
momente für  diese  Axen,  (a?, y),  {x, y  )i  (^"» 2/")  ^^  Coordinaten  der  Punkte 
B,E,F.    Mit  diesen  Bezeichnungen  ergeben  sich  die  Bedingungen 

m(x^-hx^'\-x"^)^Mß\    m(y^-^y'^-\-y"^)=^Ma,    xy^xy'-^ x'Y=Q, 
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ferner,  weil  beide  Systeme  denselben  Schwerpunkt  besitzen  müssen, 

X  4-  0?'-+-  a?"=  0,         y  -^  y  -^  y'=  0. 
Die  Elimination  von  x\y   und  x\y'  zwischen  diesen  Gleichungen  giebt 

weil  3  m  =  Jf  sein  muss.  Damit  ist  die  Gleichung  einer  Momentalellipse 
gefunden.  Es  folgt  leicht,  dass  der  Punkt  D  ganz  beliebig  auf  dieser 
Ellipse  angenommen  werden  kann,  dass  die  Punkte  E  und  F  in  den  ent- 
gegengesetzten Endpunkten  derjenigen  Sehne  liegen  müssen,  welche  durch 

den  Badius  DO  im  Punkte  iV^,  mit  ON  =  ^'0D,  halbiert  wird. 

20  n.  21.    Bouth,  Dynamics,  Cap.  I. 

22.  Beweise,  dass  das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  Dreiecksfläche  ABC 
für  eine  durch  eine  Ecke  A  gehende,  zn  seiner  Ebene  senkrechte  Axe  darch  die 
Belation  gegeben  ist 

wenn  M  die  Masse  der  Fläche  bezeichnet ,  ^1,^2  die  Abstände  der  beiden  anderen 
Ecken  B,  G  von  einer  dnrch  A  gehenden,  in  der  Ebene  des  Dreieckes  beUebig  gelegenen 
geraden  Linie,  h\,h'2  die  Entfernungen  derselben  Punkte  yon  einer  in  der  Ebene  der 
Fläche  gelegenen,  durch  A  gehenden,  zu  der  ersteren  Geraden  senkrechten  geraden 
Linie  sind. 

23.  Sind  kitk^  die  Trägheitsradien  einer  homogenen,  elliptischen  Platte  f&r 
zwei  konjugierte  Diameter,  a,h  die  Halbaxen  der  Ellipse,  dann  ist 


24.  Die  Summe  der  Trägheitsmomente  einer  homogenen,  elliptischen  Fläche 
für  zwei  beliebige,  zu  einander  senkrechte  Tangenten  ist  immer  dieselbe. 

25.  Welches  ist  das  Quadrat  des  Trägheitshalbmessers  der  Fläche  einer  Lemnis- 
cate  r^  =  a^cos2^  für  die  Axe  der  Curve ? 

4o 

26.  Welches  ist  der  Trägheitsradius  der  Fläche  einer  Lemniscate  r^=a^co$2'd' 
für  eine  Tangente  in  ihrem  Knoten? 

k=  ^aVn. 

27.  Welches  sind  die  Hauptaxenrichtungen  eines  homogenen  Halbkreisbogens 
für  den  einen  seiner  Endpunkte? 

Die  eine  der  Hauptaxen  ist  senkrecht  zur  Ebene  des  Bogens,  die  Neigungen  der 
beiden  anderen  gegen  die  Sehne  des  Bogens  ist  durch  die  Gleichung  gegeben 
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28.  Bestimme  die  Hauptaxenrichtnngen  der  homogenen  Fläche  eines  rechtwinke- 
ligen Dreieckes  fflr  den  Scheitel  des  rechten  Winkels. 

Die  eine  dieser  Richtungen  ist  senkrecht  zur  Ebene  des  Dreieckes,  die  beiden 
anderen,   in   seiner  Ebene  gelegenen   sind   zu  meinen   Katheten  unter   den  Winkeln 

1  /  tQ2a\ 

-^  arc  itg=t  -^-  j  geneigt,  wo  a  einen  der  spitzen  Winkel  des  Dreieckes  bezeichnet. 
Griffin,  Solutions  of  the  Examples  on  the  motion  of  a  Rigid  Body,  p.  8 

29.  Eine  parabolische  Fläche  wird  begrenzt  durch  die  Gurve,  ihre  Axe  xmd 

ihren  Halbparameter.    Welches  ist  die  Lage  der  Hauptaxen  fELr  den  Parabelscheitel, 

wenn  ^  die  Neigung  einer  der  Hauptaxen  in  der  Ebene  der  Fläche  zu  der  Parabelaxe 

bezeichnet? 

35 

30.  Welches  sind  die  Hauptaxenrichtungen  einer  elliptischen  Fläche  für  einen 
Punkt  auf  der  Ellipse? 

Die  eine  der  Axen  steht  senkrecht  auf  der  Fläche,  die  Neigung  einer  der  beiden 

anderen,  welche  in  der  Ebene  der  Fläche  liegen,  gegen  die  grosse  Axe  der  Ellipse  ist 

gegeben  durch 

_  Sxy 

wo  x,y  die  Goordinaten  des  fraglichen  Punktes,  bezogen  auf  die  Axen  der  Ellipse  als 
Coordinatenaxen,  sind. 

Griffin,  Ib.,  p.  8.        27—30.    Walton,  p.  392. 

31.  Bringt  man  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  eines  Parallelogrammes  je 
einen  materiellen  Punkt  von  der  Masse  gleich  -^  der  Masse  seiner  Fläche  und  in  dem 

Schwerpunkte  dieser  Fläche  einen  fünften  materiellen  Punkt  von  der  Masse  gleich  -^ 

derjenigen  der  Fläche  an,  dann  sind  diese  fünf  Punkte  und  das  Parallelogramm  äqni- 
momentale  Systeme. 

32.  Es  ist  gegeben  eine  homogene,  elliptische  Fläche.    Bringt  man  drei  mate- 
rielle Punkte,  von  denen  jeder  gleich  -^  der  Masse  dieser  Fläche,  den  einen  in  dem 

einen  Endpunkte  der  grossen  Axe,  die  beiden  anderen  in  den  Endpunkten  der  die 
grosse  Halbaxe  halbierenden  Ordinate,  einen  vierten  materiellen  Punkt  von  der  Masse 

gleich  -^  derjenigen  dieser  Fläche  in  ihrem  Schwerpunkte  an,  dann  sind  die  Trag- 

heitsmomente  und  komplexen  Momente   der  elliptischen  Fläche  und  des  materiellen 
Punktesystemes  dieselben  für  alle  Axen. 

31  und  32,  Ronth,  Dynamics,  Gap.  I. 
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Dritter  Abschnitt. 

Trägheitsmomente  imd  Gentralellipsoide  beliebiger, 

homogener  Körper. 

1.  Das  homogene,  rechtwinkelige  Parallelopiped  mit  den  Kanten- 
längen a,  b,  h  und  der  Dichtigkeit  £  =  1. 

Die  zu  den  Kanten  parallelen  Schwerpunktsaxen  sind  Hauptaxenrich- 
tungen  der  Trägbeitsellipsoide  des  Schwerpunktes.  Nehmen  wir  diese 
Schwerpunktsaxen  zu  Coordinatenaxen,  dann  sind  die  zu  den  Goordinaten- 
ebenen  parallelen  Schnitte  des  Körpers  JC=bh,  Y  =  ah^  Z  =  ab^  daher 

a 

lV^  J^dx  =-bhl     ^a7^dÄ?=  y^^Aa*  =  j^  Ma^, 


Q 


2 

folglich 

A  =fy^  Ydy  + /i«  Z  d  z  =  ^abh{b^  +  h'^)  =  —^  M{b^  +  A«), 

B  =  fx- Xdai+ß'  Z d z  =  ~abh{a^  -^  h^)  =  ^^Mia^-^-h^), 

C  =J'y^  Ydy  +Jx^  A'd x=  ^^abh{a^  +  b^)  ^  ^2  ^^"'^ "^ **>• 

Die  entsprechenden  Trägheitshalbmesser  sind  nun.  durch  die  Belationen 
gegeben 

k„  «=  ^  (b^  +  A«),         jfc,  2  =  1  (a"  +  h%         h^  =  4  ^«'  -^  *'^- 
Für  eine  beliebige  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe  ergiebt  sich  damit 

T  =  ,  H  M{a*  «;«*  «  +  J«  «m*  ß  +  A«  »m«  y), 

Zufolge  dieser  Resultate  sind  die  Gleichungen  der  Trägheitsellipsoide  des 
Schwerpunktes 
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M 


j(ft2  4-  A2)a^«  4-  (a«  -H  A2)y2  4-  (a«  +  *^)^*)  J^  =  1^ 


II 


X 


2 


+ 


y 


,2 


+ 


1 


5«-f-A2      a^  +  Ä«      a2-h«>2      12 


Mit  a  =  6  wird  A  =  B=^^ M{a^  +  A«),  C^  =  4 ^«^  beide  ElUpsoide 

sind  in  diesem  Falle  Kotationsellipsoide. 

Mit  a=b  =  h  nimmt  das  Parallelopiped  die  Gestalt  eines  Würfels 

an,  far  denselben  istA=B=C=T=~^~a^  =  -^  Ma^  ka^=kb  ^=h^ 

o  o 

=  -^  a^.    Die  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes  sind  in  diesem  Falle 

Kugelfl&chen  mit  den  Radien  /^-j»  V^- 

Ist  die  Höhe,  resp.  Länge  des  Parallelopipedons  unendlich  klein,  so 
erscheint  dasselbe  als  rechteckige  Fläche;  indem  wir  in  obigen  Formeln 
h  gegen  a  und  b  vernachlässigen,  erhalten  wir  für  dieselbe 

A  =  ^Mb^         B  =  ^ Ma\  C  =  ^M(a^  -f-  J«), 


12 


T  =  ^M{a^ 8in^ a -h  b^ C08^ a). 


12 


M 


II 


x^      y^  z^  1 


a«       a^-\-b^      12 


2.  Gerades  dreiseitiges  Prisma  mit  beliebiger 
Grundfläche  und  e  =  \. 

a)  Trägheitsmoment  fQr  eine  Kante.  Ist  ABC 
(Fig.  67)  die  Grundfläche  des  Körpers,  A  die  Pro- 
jektion der  Axe,  h  die  Höhe  des  Prismas,  so  haben 
wir  mit  Rücksicht  auf  die  Figur  und  das  Problem  8, 
Abschnitt  II 

Ta  =  M1ca^=I    I    I    {x^  '\-  y^  —  2xy  €08y)e8iny  dzdxdy 


^hsinyl   (x^y  -¥  "ö-y^  —  xy^coBy\dx 

«^0 
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=■  j^'-n-habtinYi^b^  +  ^<i^  —  60^  cos  y) 


=  ^  Mi6b'  +  2a«  -  3(a2  +  68  — <j2)} 


Ta  =  ^  Jtf  (3  6«  +  8  c«  -  a«),     k-A^  =^  (3  A«  +  3  c«  -  a«). 

Sind  die  Seiten  b  und  c  der  Orundfl&che  einander  gleich  und  bezeichnet 
e  die  zur  Basis  gehörige  Höhe  des  Qrunddreieckes,  so  ergiebt  sich 


A:.-l(6  6«-a«)  =  i-(^-.«). 


b)  Trägheitsmoment  für  die  zu  den  Kanten  parallele  Schwerpunkts- 
axe.  Bezeichnet  e  die  zu  der  Seite  BC  gehörige  Höhe  der  Grundfläche^ 
dann  ist 

Tz=Ta-  mQ- ^y  =  ^  J/  J9  (6«  +  c«)  -  3  a2  -  16  e^^ 
Mit  Rücksicht  auf  Problem  4,  Abschnitt  II  ergiebt  sich 

Tz  =  ^  M{a^  4-  6^  +  c%       hz^  =  ^  («2  -4-  6«  +  c% 

c)  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige,  durch  den  Schwerpunkt 
gehende,  zu  der  Grundfläche  parallele  Äxe.  Bezeichnet  F  den  Inhalt  des 
Normalschnittes  durch  den  Schwerpunkt,  legen  wir  durch  einen  seiner 
Eckpunkte  eine  Parallele  zu  der  Axe,  nennen  die  Abstände  der  beiden 
anderen  Eckpunkte  von  dieser  Parallelen  Ai,  A21  dann  ist  das  Trägheits- 
moment einer  unendlich  dünnen  zum  Normalschnitte  parallelen  Scheibe 
Ton  der  Dicke  dz  im  Abstände  z  von  dem  Normalschnitte  für  diese  Axe 

Vq  ^(^1  ^  —  ÄjL  A2  -f-  A2*)  d^  +  Fz^dz,   daher  das  Trägheitsmoment  dea 
ganzen  Körpers  für  die  gegebene  Axe 

ji-(Ai«~AiA2  +A2«)-f-^«U-r 


-T* 


=  g^g-PA{2(Ai2-  Ai  A2-l-A2  2)-h8  A2}, 
r.  =  ^JlfJ2(Ai2-Ai  A2+  A2  2)H-3A2J. 
und  ^•*^  =  ^{2(Ai2  — Ai  A«  -hA2*)  +  SA2). 


V.  Th.  Kap.  II.  Trägheitsmomente  beliebiger  Körper.  15S 

Damit  ist  das  Trägheitsmoment  für  jede  zur  Grundfläche  parallele  Schwer* 
punktsaxe  bestimmt. 

Die  zu  den  Kanten  des  Prismas  parallele  Schwerpunktsaxe  ist  eine 
Hauptaxenrichtung  der  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes,  die  beiden 
anderen  Hauptaxen  liegen  in  dem  Normalschnitte  durch  den  Schwerpunkt^ 
derselbe  ist  ein  Hauptschnitt  für  beide  EUipsoide.  Die  in  der  Ebene 
dieses  Hauptschnittes  gelegenen  Hauptaxen  der  EUipsoide  lassen  sich  in 
derselben  Weise  wie  für  die  Dreiecksfläche  bestimmen,  so  dass  die  Central- 
ellipsoide des  Schwerpunktes  dieses  Körpers  ohne  Schwierigkeit  ermittelt 
werden  können. 

8.    Das  gerade,  regelmässige,  nseitige  Prisma  mit  der  Dichtigkeit 

1)  Trägheitsmoment  für  die  geometrische  Axe«  Bezeichnet  s  die 
Länge  einer  der  Seiten  der  regulären  Grundfläche,  e  die  Basishöhe  eines 
ihrer  regelmässigen  Dreiecke,  r  den  Halbmesser  des  der  Grundfläche  um- 
schriebenen Kreises,  h  die  Höhe  des  Körpers,  so  ist  mit  Bücksicht  auf 
das  vorhergehende  Problem  und  Problem  6,  Abschnitt  II 


=  Ä^O^-^S)  =  Ä^^" 


o  27r 

2  -h  cos  — 


n 


2n 

1  —  cos  — 
n 

2)  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige  zu  der  Grundfläche  parallele 

Schwerpunktsaxe.    Nach  Problem  6,  Abschnitt  II  ist  das  Trägheitsmoment 

einer   regulären  Polygonfläche  für  irgend  eine  in  ihrer  Ebene  gelegene 

Schwerpunktsaxe,    wenn   F  die   Masse    der    Fläche    bezeichnet,    gleich 

F  /-  s^^ 

—  (r* — ß")*  ^^^^  erhalten  wir  für  das  Prisma  als  Moment  zweiten 

Grades  bezüglich  der  gegebenen  Axe 


T,=  i    ''\^(r^-^^dz  +  Fz^dz\ 


2 


Die  geometrische  Axe  ist  hier  eine  Hauptaxe  des  Schwerpunktes,  die 
Normalebene  durch  den  Schwerpunkt  Hauptebene,  für  alle  Axen  in  dieser 
Ebene  sind  die  Trägheitsmomente  einander  gleich,  daher  die  Centralellip- 
soide des  Schwerpunktes  Botationsellipsoide,  für  welche  sich  ergiebt 
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I        ^M(r^  —  ^-hS  ä2)  (a^^  H-  3,2)  ^-  i-  M  (r«  4-  2  e^)  z^  =  1, 


.2     1    «,2  *2 


II  .,_.  .r+r   _  ^  _^ — ^ ^  1, 


4('-*-^  +  3/*a)      |(r''  +  2««) 


4.  Die  gerade  homogene  Pyramide  mit  rechteckiger  Grundfläche 
und  der  Dichtigkeit  «  =  1. 

Hier  sind  die  Höhenlinie  der  Pyramide  und  die  zu  den  Seiten  der 
Grundfläche  parallelen  Schwerlinien  Hauptaxenrichtungen  der  Trägheits- 
ellipsoide  des  Schwerpunktes.  Lasse  sein  a,  ^  die  in  einer  Ecke  zusam- 
menstossenden  Seiten  der  Grundfigur,  h  die  Höhe  der  Pyramide. 

1)  Trägheitsmoment  für  die  Höhenlinie  der  Pyramide.  Legen  wir 
in  den  Abständen   z  und  z-{-dz  von  der  Spitze  zwei  zur  Grundfläche 


z^ 


parallele  Ebenen,  so  schliessen  dieselben  die  Masse  F^^dz  ein^  wenn  F 

hr 

den  Inhalt  der  Grundfläche  bedeutet ;  das  Trägheitsmoment  dieser  Scheibe 

1       a^  -\-h^ 
für  die  Höhenlinie  ist  gleich  -q-^ — -r^    z^dz^  daher  dasjenige  der  gan- 
zen Pyramide  für  die  fragliche  Gerade 

2)  Trägheitsmoment  für  die  zu  den  Seiten  a  parallele  Schwerlinie. 
Das  Trägheitsmoment  der  genannten  Scheibe  für  die  durch  die  Spitze  der 
Pyramide  laufende,  zu  der  Schwerlinie  parallele  Gerade  ist 

dT,  =  ^^^{h^^\2h^)z^dz, 

daher  dasjenige  der  ganzen  Pyramide  für  dieselbe  Gerade 

T.^^~^j^{h^-^l2h^)z'dz=^^^ 

mithin  ist  das  Moment  zweiten  Grades  für  die  gegebene  Schwerlinie 

A  =  ^M{h^  4- 12  A2)  -  iH(  ^  h)=  Iq^{^  ^^  +  8  A^)- 

8)  Trägheitsmoment  für  die  zu  den  Seiten  h  parallele  Schwerlinie. 
Wir  erhalten  in  derselben  Weise  wie  vorhin 

Mit  diesen  Resultaten  sind  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide 
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Ht  -  — 


n 


ü  t. 


'3~    -^  Ä1Ä2   +  ÄiÄg   4-  A2  Agj- 

l'etraeders  materielle  Punkte,  von  denen 
A  wird  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse 

.lamide  angebracht,  dann  ist  das  Trägheits- 
inktesystemes  bezüglich  der  ^F- Ebene  gleich 


)  +2Ö^*^'"^^2'"^^'«'^' 


.lige  des  Tetraeders  ist.    Der  Schwerpunkt  dieser 
i.illt  mit  demjenigen  des  Tetraeders   zusammen 
lesamtheit  die  Masse  des  Tetraeders  aus.    Folglich 
.te  der  zwei  Systeme  bezüglich  irgend  einer  durch 
«len  Ebene   dieselben,   welche  Gleichheit   für  alle 
V  sind  auch  die  Trägheitsmomente  für  eine  belie- 
-Iben.     Die  zwei  Systeme  sind  mithin  äquimomental. 
durch  die  gegebene  Axe  eine  zu  der  A'F-Ebene 
•  ichnen  die  Abstände  der  Eckpunkte  der  Basis  ^//C 
t  hi\h2\hs\  so  ist  offenbar  das  Trägheitsmoment  des 
h  dieser  Ebene  gleich 

'  ragheitsmoment  T  des  Körpers  für  die  gegebene  Axe 
-  -  3I\hi  ^  -h  h^  -+-  hs'  -i-  hih  -h  hhs  -^  h  h 

ismomente  eines  regulären  Tetraeders  bezüglich  aller  durch 

erpunkt  S  gehenden  Ebenen  sind  einander  gleich.    Bezeichnet  r 

<  der  eingeschriebenen  Kugel,  so  ist  das  Moment  bezüglich  einer 

3 

Seitenfläche  parallelen  Ebene  gleich  -  Mr^.  Beschreiben  wir  eine 

o 

mit  dem  Halbmesser  o  =  rVÜ  um  den  Schwerpunkt  S  des  Tetraeders 
ttelpunkt  1  >re  Masse  gleich  derjenigen  des  Tetraeders, 

lomental.     Weil  der  Schwerpunkt  irgend 
3rpunkte  der  Projektion  dieser  Fläche  pro- 
as  EUipsoid,  zu  welchem  irgend  eine  drei- 
mal ist,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  zu 
iebenen,  jede  Fläche  in  ihrem  Schwerpunkte  be- 
onen  in  dem  Verhältnisse  1 :  Y^3  grösser  habend, 
.eigt  werden,  dass  die  Kugel  mit  dem  Radius 
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51  F    r^  17  17 

Mithin  ist  das  Trägheitsmoment  für  die  gegebene  Schwerlinie 

17  0  1 

40  16  20 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Trägheitsmomente  für  alle  Schwerpunkts- 
axen  denselben  Wert  besitzen.  Die  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes 
sind  hier  Eugelflächen,  ihre  Gleichungen  lauten 

20  1 

so  dass  die  Quadrate  der  Halbmesser  dieser  Kugelflächen  -rr-5  und^.—  a*  sind. 

Ma^        20 

6.  Es  sei  AB  CD  ein  Tetraeder  und  durch  seinen  Eckpunkt  D 
gehe  eine  beliebig  gelegene  Axe,  für  welche  das  Moment  zweiten  Grades 
bestimmt  werden  soll. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  diese  Axe  eine  beliebige  Ebene  und 
nehmen  sie  als  Ebene  der  x, y.  Die  Fläche  der  Basis  ABC  sei  gleich  jP, 
die  Länge  des  Perpendikels  von  D  auf  die  Basis  =p,  hiJi2,hs  seien  die 
Abstände  der  Eckpunkte  der  Basis  AB  C  von  der  Ebene  der  xy.  Ferner 
seien  PQE,  P^ Q' R  zwei  zu  der  Basis  ABC  parallele  Schnitte  durch 
die  Pyramide  in  den  Abständen  u,  u-k-  du  von  der  Spitze  D,  M bezeichne 
die  Masse  des  Körpers  von  der  Dichtigkeit  6  =  1. 

Das  Trägheitsmoment  des  zwischen  den  Ebenen  PQB  und  P  Q' R 
eingeschlossenen  Prismas  von  der  unendlich  kleinen  Höhe  du  in  Bezug 
auf  die  A^'Y- Ebene  ist  dasselbe,  wie  dasjenige  dreier  gleicher  materieller 

Punkte,  welche  je  ^  seiner  Masse  als  Masse  besitzen  und  in  den  Mittelpunk- 
ten der  Seiten  des  Dreieckes  PQR  angebracht  sind.  Das  Volumen  des  Prismas 

^2 
P R'  ist  —  -^Fdu,    Die  Ordinaten  der  Mittelpunkte  der  Seiten  A  B^BC^ 

CA  sind  resp.  ^  —»  —  -,  -^-ö~~^'  folglich  sind,  durch  ähnliche 
Dreiecke,  die  Ordinaten  der  Mittelpunkte  der  Seiten  PQ,  QR,  RP  resp. 

h^  +  h,  «    A3  4-Äi  «    h  +  h,  u    p^  Trägheitsmoment  der  Scheibe  PK 
2       p  2       p  2        p 

bezüglich  der  Ebene  der  xv  ist  daher  gleich 

Integrieren  wir  von  le  =  0  hisu—p,  so  erhalten  wir  das  Trägheitsmoment 
des  Tetraeders  für  die  ^F-Ebene,  welches  gleich  ist 
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1 


10 


Mlhi^-h  h2^-^  h^  -\-h1h2  -hhihg  4- A2  Ag 


r 


Werden  in  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  materielle  Punkte,  von  denen 
jeder  die  Masse  -  -  M  besitzt,  und  wird  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse 

4 

g  i/  im  Schwerpunkte  der  Pyranude  angebracht,  dann  ist  das  Trägheits- 
moment dieses  materiellen  Punktesystemes  bezüglich  der  A'F- Ebene  gleich 

jM{^^ — T~~  j  +2Ö^*^  "^^^  "^^'^  ^' 
welches  dasselbe  wie  dasjenige  des  Tetraeders  ist.  Der  Schwerpunkt  dieser 
ffinf  materiellen  Punkte  fällt  mit  demjenigen  des  Tetraeders  zusammen 
und  sie  machen  in  ihrer  Gesamtheit  die  Masse  des  Tetraeders  aus.  Folglich 
sind  die  Trägheitsmomente  der  zwei  Systeme  bezüglich  irgend  einer  durch 
den  Schwerpimkt  gehenden  Ebene  dieselben,  welche  Gleichheit  für  alle 
Ebenen  besteht.  Daher  sind  auch  die  Trägheitsmomente  für  eine  belie- 
bige gerade  Linie  dieselben.  Die  zwei  Systeme  sind  mithin  äquimomental. 
Legen  wir  jetzt  durch  die  gegebene  Axe  eine  zu  der  ^  F-Ebene 
senkrechte  Ebene,  bezeichnen  die  Abstände  der  Eckpunkte  der  Basis  ABC 
von  dieser  Ebene  mit  hi\h2\h^\  so  ist  offenbar  das  Trägheitsmoment  des 
Tetraeders  bezüglich  dieser  Ebene  gleich 

^  M\  Ai'2  +  /12'«  4-  Äs'*  +  h'hz'  -h  Ai'As'  +  h'  Äg'l- 
Mithin  ist  das  Trägheitsmoment  T  des  Körpers  für  die  gegebene  Axe 


A,'V  +  Ai'V-+-W  +  Ai''  +  V'  +  VM. 
Die  Trägheitsmomente  eines  regulären  Tetraeders  bezüglich  aller  durch 

seinen  Schwerpunkt  S  gehenden  Ebenen  sind  einander  gleich.    Bezeichnet  r 

den  Badius  der  eingeschriebenen  Kugel,  so  ist  das  Moment  bezüglich  einer 

3 

211  einer  Seitenfläche  parallelen  Ebene  gleich    -  Mr^.  Beschreiben  wir  eine 

5 

Kugel  mit  dem  Halbmesser  q  =  rV^  um  den  Schwerpunkt  S  des  Tetraeders 
als  Mittelpunkt  und  nehmen  ihre  Masse  gleich  derjenigen  des  Tetraeders, 
dann  sind  beide  Körper  äquimomental.  Weil  der  Schwerpunkt  irgend 
einer  Fläche  sich  in  dem  Schwerpunkte  der  Projektion  dieser  Fläche  pro- 
jiziert, so  folgern  wir,  dass  das  EUipsoid,  zu  welchem  irgend  eine  drei- 
seitige Pyramide  äquimomental  ist,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist  zu 
dem  der  Pyramide  eingeschriebenen,  jede  Fläche  in  ihrem  Schwerpunkte  be- 
rührend, aber  seine  Dimensionen  in  dem  Verhältnisse  1  :y^3  grösser  habend. 
Es  kann  auch  leicht  gezeigt  werden,  dass  die  Kugel  mit  dem  Badius 
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Q==r  VS  jode  Kante  des  Tetraeders  in  ihrem  Mittelpunkte  berührt.  Mit- 
hin schliessen  wir,  dass  das  Äquimomentalellipsoid  irgend  einer  dreiseitigen 
Pyramide  jede  Kante  in  ihrem  Mittelpunkte  berührt  und  ihr  Centrum  im 
Schwerpunkte  des  Volumens  der  Pyramide  hat. 

Konth,  Dynamics,  &c.,  Cap.  I. 

7.    Der  gerade,  homogene,  elliptische  Cylinder. 

Wir  bezeichnen  mit  a  und  b  die  Halbaien  der  Ellipse  der  Cylinder- 
basis,  mit  h  die  Höhe,  mit  e  die  Dichtigkeit  des  Cylinders. 

Die  Cylinderaie  und  die  Axen  des  elliptischen  Normalschnittes  durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  sind  Hauptaxenrichtungen  der  Centralellipsoide 
des  Schwerpunktes. 

Wir  wählen  deshalb  den  Schwerpunkt  des  Körpers  zum  Ursprünge  recht- 
winkeliger Coordinaten,  lassen  die  Axe  der  z  mit  der  geometrischen  Axe  des 
Körpers,  die  Axe  der  x  mit  der  grossen,  die  Axe  der  y  mit  der  kleinen  Axe  des 
Normalschnittes  durch  den  Schwerpunkt,  a>b  nehmend,  zusammenfallen. 

Die  zu  den  Coordinatenaxen  parallelen  Cylinderschnitte  sind 

jr=:2^  Viärz^2;^^  Y=2~yb^-y^h,  Z^aln,  daher  wird 


a 


jx^Xäx^=^  2  — Ä  /      x^yfa^  —  x^ix=^  -a^bn\ 


—  a 

►+6 


+-  1 

I z^Zdz  =■  abn  I      *^* rf ^  =  ^^^  a 6 tt A*. 

Mithin  sind  die  Hauptträgheitsmomente  des  Schwerpunktes 

4  =  ^  e  a  6  TT  Ä  (3  6«  +  A«)  =  ^  Jf  (3  6«  +  Ä«), 

B=  ^e  ab  7t  hiSa^  +  h^)=~MiSa'  +  h^), 
G  =  ^abnh(a^  -i-  b^)  =:^ M(a^  +  b% 

4  4 

ihnen  entsprechen  die  Quadrate  der  Trägheitsradien 

fca^  =  ^  (3  ft«  4- A«),     &6«  =  j-2(3a2  +  n     *.2  =  1  («2  +  62). 
Damit  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes 

lO 

I  (8 6«  + Ä«) 4?"  + (Sa« -HÄ")««  4- 3 (««  +  *«) i«  =  47- 

M 

II  12  a;'  12y'  4z^ 
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Mit  a  =  b  geht  der  elliptische  Cylinder  in  einen  Kreiscy linder  über ,  für 
welchen  sich  sonach  ergiebt 

Die  Trägheitsellipsoide  des  Schwerpunktes  sind  in  diesem  Falle  Rotations- 
ellipsoide. 

8.     Das  homogene,  dreiaxige  EUipsoid  mit  den  Halbaxen  a,  5,  c  und 

der  Gleichung  seiner  Oberfläche  -s-Hf^H--«  — 1  =  0. 

a^      h^      c^ 

Die  Coordinatenaxen  sind  in  diesem  Falle  Hauptaxenrichtungen  der 
Centralellipsoide  des  Schwerpunktes. 

a)  Das  Trägheitsmoment  fOr  die  Abscissenaxe  bestimmt  sich  nach 
Poisson  wie  folgt.     Der  Inhalt  eines  Volumenelementes  ist  =  dx  dy  dzy 

sein  Abstand  von  der  Abscissenaxe  =  V^y*  -h  z^^  daher  sein  Trägheits- 
moment =^  Bdxdydz{y^ -{- z^)^  mithin  ist  das  Trägheitsmoment  de& 
ganzen  Ellipsoides 

A  =  e I dx I dy I dz{y^  4-  z^). 
Die  Grenzen  von  z  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  der  Oberfläche  des  Körpers^ 

(X          V   N.                              /*            X  t/   "N.  ^ 

1 2 "" ^)  ™^  z'=c(  1 2  —  j{\  •    Die  Grenzen 

von  X  haben  der  Bedingung  zu  genügen  z^Q  oder  C\  — -"i— fi^  =0» 

1  —  p  j  und  aj"  =  a  ( 1  — '^  j  .  Für  die  Grenzen 

von  y  haben  wir  die  Bedingung  x  =  0  und  /  =  0  oder  1  —  ^  =0,  sie 
sind  y  =  —  &,  y '=  ^.     Mithin  ist 

Die  Ausfahrung  der  Integration  giebt 
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+  b 


jf     f 


Jäyfä^^H.^^^^^^^^ 


'"  4 


—  b 


äoßl  dyj y^dz  =^^7iab^ c. 
In  gleicher  Weise  finden  wir 


J  döcj  dyj  z^dz  =  jynabc^. 


Mithin  ist  das  Trägheitsmoment  des  Ellipsoides  für  die  Axe  der  x 

Ä  =  ^en ab  c{b^  -h  c^)  =  ^M{b^  -h  c^), 

4 
weil  M  =  -ne7rabc  ist. 

Auf  genau  demselben  Wege  erhalten  wir  die  Trägheitsmomente  B 
und  C  für  die  Axe  der  y  und  diejenige  der  z^  nämlich 

Poisson,  Tratte  de  M^canlqae,  Tom.  2,  p.  47.    Walton,  p.  386. 

b)  Eine  andere  Bestimmung  der  Hauptträgheitsmomente  ist  die  folgende. 
Alle  Ebenen,  welche  zu  den  Goordinatenebenen  parallel  sind ,  schneiden  die 
Oberfläche  des  Körpers  in  Ellipsen.    Die  Gleichungen  dieser  Schnitte  sind 

1/  z 

^  ' =  1,  für  den  Schnitt  senkrecht  zur  Axe  der  x, 


2.      '  .  ^2, 


*'0-«-.)  ''O-y 

X^  Z^ 


H K-  =  1,  für  den  Schnitt  senkrecht  zur  Axe  der  y, 


.»(.-fi)  o'o-i;) 


.2  of2 

Z' 


OS  11 

2 — I g-  =  1,  für  den  Schnitt  senkrecht  zur  Axe  der  z. 


Daher  erhalten  wir  für  die  Inhalte  der  Schnittflächen 

X=nbc(\—^^.     F=7rac(l— J^)»      Z=nab(l-^y 
so  dass  ^^ 

jx^Xdx^nbcj       (\ ^x^dx^=^nbc\^^ —  -- J=  —na^bcy 

Jy^Ydy  =  7iacJ^     (l  —^^y^  dy  =  z^^n  ab^  Cj 

z^ Zdz  =nab  I      (1 ^jz^dz  =  j^nabc^. 
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Zufolge  dieser  Werte  ergiebt  sich  für  die  Hauptträgheitsmomente 
A  =  efy^  Ydy  -4-  efz^-Zdz  =  ^^nahc {h^  +  c^)  =  ^M{h^  +  c% 

B=  ^en ah c(a^  -^  c^)  ^\ Mia^  ^  c% 
lo  o 

Die  Quadrate  der  entsprechenden  Trägheitsradien  sind 

Das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige  Schwerpunktsaxe  ist 

Mit  diesen  Resultaten  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  Centralellipsoide 
des  Schwerpunktes 


.2_L_>.2      a^j^c^      a2-«-''2 


Mit  a  =  6  geht  das  dreiaxige  EUipsoid  in  ein  Botationsellipsoid  über,  so 
dass  für  diesen  Körper 

Mit  a  =  b=^c  wird  das  Ellipsoid  zu  einer  Eugel  vom  Halbmesser  a,  für 
dieselbe  ist 

5  o 

I  ^^"^^^"^-^^  =  2^"^'  ^      a?2  4-y2  4.^2  =  |^2, 

9.  Welches  ist  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen,  dreiaxigen 
Ellipsoides  für  eine  Diagonale  des  eingeschriebenen  rechtwinkeligen  Parallelo- 
pipedons  von  grösstem  Volumen? 

Lassen  wir  die  Coordinatenaxen  mit  den  Hauptaxen  des  Körpers  zu- 
sammenfallen, bezeichnen  «,/?,/  die  von  der  Diagonale  des  Parallelopipe- 
dons  und  den  Axen  der  x,  y^  z  eingeschlossenen  Winkel,  ist  r  die  Länge  der 
halben  Diagonale,  M  die  Masse  des  Ellipsoides,  dann  haben  wir 

X  XI  z 

C08^  a  =  — »  co8^  ß  =  ^-^j  C08^  y  =  "^»  r^  =  ^^  4-  y ^  4-  z^, 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt,  Mechanik.  IL  11 
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Daher  ist  mit  Bücksicht  auf  8  das  verlangte  Trägheitsmoment 

Für   das   dem    EUipsoide   eingeschriebene  Parallelopipedon   von   grösstem 
Volumen  ist  aber  0?  = -7=»  v=-7='  ^  =^    r-*  mithin  wird 

^|^        ^[^        ^|^ 


r= 


M 


ha^-^h^-\-c 


\{b^  +  c^)a^  -h  (a«  +  c^)h^  4-  (a«  +  h'^)c'^\ 


2  ^^an2-f-a2<?2  +  ^>2c2 
5  ^'^        a2  +  62  4-  (?2 
Walton,  p.  388. 

10.    Der  Scheitel  eines  Kegels  befindet  sich  in  dem  Mittelpunkte 

einer  Kugel,  seine  Basis   ist  ein  von  einem  Kreise  begrenzter  Teil  der 

Oberfläche  dieser  Kugel.     Welches  ist  das  Trägheitsmoment  dieses  Kegels 

für  eine  durch  seinen  Scheitel  gehende,  zu  seiner  Axe  senkrechte  gerade  Linie? 

Wir  wählen   die   räumlichen,    rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  so, 

dass  der  Kegelscheitel  O  (Fig.  68)  ihr  Ursprung  ist, 
die  Axe  O  Z  mit  der  Kegelaxe  zusammenfällt.  Von 
einem  beliebigen  Punkte  P  des  Kegels  fällen  wir 
eine  Senkrechte  P  N  auf  die  Ebene  der  x  und  der  y, 
verbinden  O  mit  N  durch  eine  gerade  Linie,  ziehen 
die  Gerade  NM  senkrecht  zu  der  Axe  O  F,  sowie 
^  die  Geraden  PO  und  P3L    Es  sei  m  ein  Massen- 

Figur  68.  element  des  Kegels  bei  P,  MJc^  das  verlangte  Träg- 

heitsmoment für  die  Axe  OY,  cc  der  Halbmesser  der  Kugel,  OP=^r, 
2/?=  dem  Scheitelwinkel  des  Kegels,  2iP0Z=^,  2iN0X^q. 
Damit  ist 

T=Mk^  =  2{mPM^). 
Aber  wir  haben,  mit€=l,  m=^rd&drr8ind^d(p  =  r^8in&dd-drdq, 
und     PJl^  =  r2  con^  ^  +  r^  sin^  &  cos^  (f, 

folglich         T=ff     fr*  {sin  ^  cos^  ^  -h  sin^  ^cos^(f)d^difdr 

=  ^  a^l      I    {sin  &  cos^  &  -^  ein^  ^  cos^  y)  c7  ^  d(f 
=  l  na^f  (2smaco8^&'^S7a^&)dd^ 


1       r     1  1^ 


15 
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Mit  ß  =  n  geht  der  Kegel  in   eine  Kugel  über ,  für  dieselbe  lesen  wir 
aus  dem  vorstehenden  Resultat«  heraus 

15  o  5 

Walton,  p.  889. 

11.  Es  ist  gegeben  ein  homogenes  System  von  der  Masse  M.  Ein 
homogenes  EUipsoid  von  derselben  Masse  soll  so  bestimmt  werden,  dass 
dasselbe  in  Bezug  auf  alle  sich  in  einem  Punkte  schneidenden  Axen  die- 
selben Trägheitsmomente  besitzt,  wie  das  gegebene  System. 

Sind  A,  J5,  C  die  Hauptträgheitsmomente  des  gegebenen  Systemes 
für  den  gegebenen  Punkt,  dann  folgen  die  Halbaxen  a,  b,  c  des  gesuchten 
Ellipsoides,  weil  die  Centralellipsoide  in  beiden  Fällen  dieselben  sein 
müssen,  aus  den  Relationen 

ü  ö  ö 

-welche  auch  so  geschrieben  werden  können 

M  3J  M 

Die  Addition  der  drei  letzten  Gleichungen  giebt 

a2  -1-  ^>2  -h  (•«  =  J^JÄ  -i-  JB  +  C). 
Nun  ist 

also  auch 

A'hB-hC=2  2{x^-hy^-hz^)dm. 

daher    a^  ^  b^ -h  c^  =  ^-^  U -t- JB  +  C)  ^  ^2{x^  -h  y^  -i-  z^)d  jyu 
Folglich  erhalten  wir 


'O 


a^  =  ^2{x^  +y^  -i- z^)dm  -  ^2{y^  -i-  s^)dm  =  ^-2a:^eim. 

In  gleicher  Weise  finden  wir 

5  5 

b^  =^ -:r:2y^  dm,  c^  =  ^rr2 z^ d  u>, 

womit  die  Halbaxen  des  verlangten  Ellipsoides  bestimmt  sind. 

Die  Grössen  2cc^dm,  2 iß  dm,  2z^dm  werden  die  Trägheits- 
momente der  Masse  31  in  Beziehung  auf  die  Coordinatenebenen  YZ, 
XZ,  XY  genannt. 
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Beispielsweise  erhalten  wir  für  ein  rechtwinkeliges  Parallelopipedoo, 
dessen  Eantenlängen  ai,  bi^  ci  sind,  wenn  sein  Schwerpunkt  der  frag- 
liche Punkt  ist, 


5  5/»"2'  5  a^5 

M  M  ^  \/  a,  aibiCi    ^  M2        12    ^ 


2 


2 


0     —  j2^1    '  ^    ~12    ^    ' 

Schell,  Theorie  der  Bewegung  nnd  der  Kr&fte. 

12.  Der  geometrische  Ort  aller  sich  in  einem  Punkte  eines  gegebenen 
Systemes  schneidender  Axen,  in  Bezug  auf  welche  das  System  konstantes 
Trägheitsmoment  T  hat,  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades.  Welche  Lage 
haben  die  Kreisschnitte  und  Axen  aller  solcher  Kegel,  die  den  verschie- 
denen Werten  von  T  entsprechen? 

Tragen  wir  auf  jeder  durch  den  angenommenen  Punkt  O  des  Raumes 

gehenden  Axe  t  die  Linge  ^  =  ±  —?==  auf,  wo  T  das  der  jedesmaligen 

Axe  entsprechende  Trägheitsmoment  bezeichnet,  dann  liegen  die  Endpunkte 
aller  dieser  Fahrstrahlen  auf  der  Fläche  des  Centralellipsoides  von  Poinsot. 
Die  Gleichung  dieses  Centralellipsoides  mit  seinen  Hauptaxen  als  Coor- 
dinatenaxen  ist,  wenn  A,  J5,  O  die  Hauptträgheitsmomente  sind, 

Aw^-hBy^'Y'C2^'-=l.  (1> 

Mit  A<,  B  <,  C  ist  A  das  kleinste.  C  das  grösste  sämtlicher  Trägheits- 
momente. Für  eine  beliebige  Axe  durch  0,  mit  den  Neigungen  «,  ß,  y 
gegen  die  Coordinatenaxen,  ist  das  Trägheitsmoment 

T=A cos^ a-h  B co8^ ß  -h  Ccos'^ y.  (2> 

Alle  Axen  i,  für  welche  das  Trägheitsmoment  T  konstanten  Wert  hat, 
bilden  einen  Kegel  des  zweiten  Grades  mit  der  Gleichung 

.   (T— ^)^2^(r-J5)3/2  +  (T-C)^2  =  o.  (8) 

Diese  Gleichung  wird  dadurch  gefunden,  dass  wir  in  (2)  T(co8^a  +  cos^ß 
cos^y)  für  T  setzen,  und  berücksichtigen,  dass  für  irgend  einen  Punkt 


einer  Axe  t  die  Beziehung  besteht  -^-^  =  — -  = • 

X  y  z 

Nun  werden  diejenigen  Flächen  zweiten  Grades,  in  deren  Gleichungen 
sich  die  Coöfficienten  von  x^,  y^^  z'^  nur  durch  eine  Konstante  unter- 
scheiden, bekanntlich  von  demselben  Ebenenpaare  in  Kreisen  geschnitten. 
Diese  Eigenschaft  besitzen  die  Gleichungen  (1)  und  (3),  und  da  T  ein 
beliebiger  zwischen  A  und  C  liegender  Wert  des  Trägheitsmomentes  ist^ 
so  lässt  sich  folgender  Satz  aussprechen: 


=±/ 
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^Das  einem  gewissen  Systempunkte  O  entsprechende  Trägheitsellip- 
soid  und  ein  Kegel  mit  dem  Scheitel  in  O,  für  dessen  Erzeugende  als 
Axen  das  System  konstantes,  im  übrigen  aber  beliebiges  Trägheitsmoment 
besitzt,  werden  von  denselben  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten." 

Die  centralen  Kreisschnittebenen  des  Centralellipsoides  gehen  durch 
seine  mittlere  Axe,  ihre  Gleichungen  sind,  A<i  B  <i  C  vorausgesetzt, 

^^^4^>     öder      ±yB~^^^a!-'YC  —  Jß'Z  =  0.  (4) 

Diese  Ebenen  schneiden  auch  irgend  einen  der  Kegel  (8)  in  Kreisen,  die 
aber  unendlich  klein  sind,  weil  sie  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gehen. 
Wirkliche  Kreisschnitte  der  Kegel  werden  durch  Ebenen  erzeugt,  die  den 
centralen  Kreisschnittebenen  parallel  sind,  und  demnach  folgende  Gleichung 
besitzen : 

±  VjB-^oj  —  Vc  — -B •-?-+•  p  =  0.  (4') 

Es  ist  nun  weiter  die  Frage  zu  erledigen,  welche  Lagen  die  Äxen  der 
Kegel  besitzen. 

Die  Axe  eines  solchen  Kegels  zweiten  Grades  ist  der  geometrische 
Ort  der  Mittelpunkte  seiner  Kreisschnitte.  Schneiden  wir  eine  Fläche 
zweiten  Grades  durch  ein  System  paralleler  Ebenen,  dann  ist  der  geo- 
metrische Ort  der  Mittelpunkte  aller  dieser  Schnittlinien  der  zu  der  an- 
genommenen Ebenenrichtung  konjugierte  Diameter.  Deshalb  kann  die 
Axe  eines  Kegels  des  zweiten  Grades  aufgefasst  werden  als  der  zu  den 
Ebenen  der  Kreisschnitte  desselben  konjugierte  Diameter.  Sind  a,  ß,  y 
die  Winkel,  welche  ein  beliebiger  Diameter  mit  den  Coordinatenaxen  ein- 
schliesst,  und  ist  ü  das  den  Kegel  repräsentierende  Gleichungspolynom 
(2),  so  ist  die  Gleichung  der  demselben  konjugierten  Diametralebene  des 

Kegels 

dU  dU      ^      dU 

-, —  cos  a  -f-  -T—  cos  8  H — -  -  cos  y  =  ü, 
dx  dy  dz 

oder,  nach  Ausführung  der  Differentiation, 

{T  —  A)x cos a  -^  (T  —  B)y  cos ß  H-  {T—C)zcosy=^0,  (5) 

Soll  der  Diameter  von  der  Richtung  {a,  ß,  y)  ^^^  ^^^  ^^^  Kegels  sein, 
so  muss  diese  Gleichung  (5)  mit  der  Gleichung  (4)  identisch  werden, 
d.  i.  mit  der  Gleichung  jener  Diametralebene,  welche  den  Kegel  in  einem 
Kreise  schneidet.     Es  muss  also  zunächst 

(T-  B)co8ß  =  0 
;sein.  woraus  folgt 

Q 

co8ß=^Q,        ß=~^'         ^^^^        ^^'2~' 
weil  im  allgemeinen  (T  —  B)  nicht  gleich  Null  sein  wird. 
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Die  Axe  des  Kegels  bildet  also  mit  der  Y-Axe  des  CoordinateQ- 

systemes  den  Winkel  -^  oder  —->  d.  h.    sie   liegt  in   der  A'Z-Ebene* 

Liegt  aber  der  gesuchte   Diameter,    oder  die   Axe   des   Kegels   in   der 
JiTZ-Ebene,  so  folgt  unmittelbar,  dass 

a  +  y  =  -^»         und         coa  y  =  sin  a 

ist.     Aus  der  Identität  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  folgt  nun  ferner 

(T  -  A)  co8a  =  (T-  C)=±  YB-A,  co8a  =  ±  ~Y^^" 

und  ebenso  

(T—  C)  C08y  =  {T—  C) 3ina  =  -'  Y  C  -  B,       sin  a  =  -  ^ ^~^' 

Die  Gleichungen  der  Axe  eines  Kegels  (3)  sind  demnach 


__T-An/C'-B 


H^^l^l^-      .  =  »(•  (e> 


mdem  tga=-i-  jr~cf^  B-A 


Das  obere  Zeichen  (— )  gilt  für  r>^  aber  <  £,  das  untere  Zei- 
chen  (-f-)  für  T  KG  aber  >  £,  im  ersten  Falle  umgiebt  der  Kegel  der 
Axen  t  die  grösste,  im  zweiten  die  kleinste  Axe  des  Centralellipsoides. 

Für  T  =  A  geht  der  Kegel  in  die  JT-Axe  über,  die  dann  zugleich 
dessen  Axe  ist,  was  durch  (6)  mit  tga  =  0  bestätigt  wird.  Ist  T=B 
geworden,  so  geht  der  Kegel  der  Axen  t  in  die  Ebene  des  centralen  Kreis- 
schnittes ±Y^  —  A.x  —  Y^  —  5.-2=0  über,  und  die  Axe  desselben, 

hat  die  Gleichungen  z  ^  ±.y -^ ^-ä;,  3/  =  0.     Für   T=G  endlich 

fällt  die  Axe  des  Kegels,  der  selbst  zur  Geraden  geworden  ist,  mit  der 
Z-Axe  zusammen,  es  geht  dieses  unmittelbar  daraus  hervor,  dnss  in  diesem 

Falle  ^^ a  =  ±  QC,  a  =  -^»  oder  «  =  —  /r  ist. 

A.  Jordan,  Jabrbacb   des  Polytecbniscben  Vereins  in  Carlsrahe,   1869,. 
p.  23-26. 

13.  Welches  sind  die  Trägheitsbalbmesser  einer  doppelten  Convexlinse  lür  ihre 
Aie  und  für  einen  Durchmesser  des  Kreises,  in  welchem  sich  die  beiden  sphärischen 
Fl&chen  schneiden,  wenn  diese  Flächen  gleiche  Halbmesser  besitzen? 

Bezeichnet  a  die  Halbaxe  der  Linse,  h  den  Badius  des  Ereisschnittes  der  beiden 
sphärischen  Flächen,  Xr^  den  Trägheitshalbmesser  der  Linse  für  ihre  Axe,  k^  denjenigen 
für  einen  Durchmesser  des  Kreises,  dann  wird  gefunden  werden 
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1  a4-h5fl26g-hl0&^  1  7a4-4-15ag&g-t-10&4 

^   "10  a2-h36i!  '  2-20  a2  +  362 

Euler,  Theoria  Motas  Corporum  Solidornm,  p.  201,  Walton,  p.  390. 

14.  Welches  ist  das  Trägheitsmoment  einer  Engel  für  einen  ihrer  Durchmesser, 
wenn  ihre  Dichtigkeit  direkt  proportional  der  nt^  Potenz  des  Abstandes  ihrer  einzel- 
nen Pxmkte  vom  Kngelmittelpunkte  istV 

Ist  e  gleich  der  Dichtigkeit  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  dem  Mittel- 
punkte der  Kngel,  a  der  Eugelradius,  T  das  verlangte  Moment  zweiten  Grades,  dann 

wird  gefanden  werden 

Ssn 

^  -3(n-4-5) 

15.  Ein  gerader  Kreiskegel  ist  so  beschaffen,  dass  die  Dichtigkeit  in  einem  be- 
liebigen seiner  Punkte  direkt  proportional  dem  kürzesten  Abstände  dieses  Punktes  von 
der  Kegelfläche  ist.     Wie  gross  ist  der  Trägheitsradius  für  die  Kegelaxe? 

Bezeichnet  a  den  Halbmesser  der  Basis  des  Kegels  und  A;  den  verlangten 
Scbwingungsradius,  dann  ist 

A;2  =  4-  o2. 
Walton,  p.  387. 

16.  Eine  Kugel  vom  Halbmesser  a  und  der  Masse  M  ist  äquimomental  einem 
Systeme  von  fünf  materiellen  Punkten,  wenn  vier  dieser  Punkte,  von  denen  jeder  die 

Q  /'    /»     >w  2 

Masse  ök  ^  (  —  )  besitzt ,  so  angeordnet  werden,  dass  ihre  Abstände  r  vom  Kugel- 
mittelpunkte gleiche  Winkel  miteinander  einschliessen,  und  der  fünfte  materielle  Punkt, 
dessen  Masse  gleich  dem  Reste  der  Kugelmasse  ist,  in  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
angebracht  wird. 

Routh,  Dynamics  &  c,  Cap.  I. 


Vierter  Abschnitt. 

Trägheitsmomente  imd  Gentralellipsoide  von  homogenen 
Rotationsflächen  und  Rotationskörpern. 

I.  Eine  beliebige,  homogene  Botationsfläche  ist  gegeben.  Welches 
sind  die  Trägheitsmomente  derselben  für  die  Rotationsaxe  und  für  eioe 
durch  einen  Punkt  O  dieser  Axe  gehende,  zu  ihr  senkrechte  Gerade? 
Welches  ist  das  Moment  zweiten  Grades  für  eine  beliebige,  durch  den 
Punkt  O  laufende  Axe? 

Hier  sind  die  Rotationsaxe  und  alle  Axen  durch  O  senkrecht  zu  ihr 
Hauptaxen  des  Punktes  O,  so  dass  die  Centralellipsoide  dieses  Punktes 
Rotationsellipsoide  um  die  Drehaxe  des  Körpers  sind.  Wir  wählen  die 
Rotationsaxe  zur  Axe  der  x^  O  als  Coordinatenursprung,  bezeichnen  mit  co 
den  Winkel,   welchen  eine  beliebige  Meridianebene  der  Fläche  mit  der 
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^F-Ebene  einschliesst,  mit  r  den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  des 
Meridianes  von  der  Axe  der  x,  legen  durch  die  Rotationsaxe  eine  zweite 
Meridianebene  unter  dem  Winkel  w  +  <i  w,  ferner  zwei  Ebenen  senkrecht 
zu  ihr  in  den  Abständen  x  und  x  -h  dx  von  0,  dann  ist  der  Inhalt  eines 

Flächenelementes  zwischen  den  vier  Ebenen  rduiYdx^  ~h  dy^  =  rdwd8, 
die  Masse  dieses  Elementes,  wenn  e  die  konstante  Dichtigkeit  der  Botations- 
fläche  bezeichnet,  dm  =  €rd(öds  =  eyd8d(o^  weil  r  gleich  der  Ordinate 
der  die  Fläche  erzeugenden  Curve  ist.  Nun  sind  die  Trägheitsmomente 
für  die  durch  den  Punkt  O  gehenden  Coordinatenaxen 

Ä  =  2{y^-h2^)dm  =  2r^dm,  B=0=  2(x^-^  :s^)dm=2{x^ 'hy-)dm 
=■  {2 r^ 82n^ (ü  -h  x^)dm  =  2{y^  sin^co  -i-x^)dm^ 

folglich  erhalten  wir  durch  Substitution  des  Wertes  von  dm 

Ä  =  el  ly^ dsdco^     B  =  C  =  e  1  /(y^ sin^  w  H-  x^) ydsd w. 

Die  Grenzen  von  (o  sind  «0  =  0  und  w  =  2  tt,  der  Zusammenhang  zwischen 
X  und  y  ist  gegeben  durch  die  Gleichung  der  Meridiancurve  y=f{xU 
wobei  O  als  Coordinatenursprung  gedacht  ist,  die  Grenzen  von  x  und  // 
bestimmen  sich  aus  der  Beschafifenheit  des  besonderen  Falles.  Dadurch 
ergiebt  sich 

Ä=  €  / 1     y^d8d(a  =  2t7i  1  y^ d «, 

B=  C=  I  j     y^dssin^cado)  -h  f  I     x^ydsdca 

=  en/y^ds  -\-2e7i  /xh/ds^-jr-h  2€n  1  x^yds. 

Damit  ist  das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige,  durch  den  Punkt  O 
gehende  Axe 

T=  A  C08^ a  -h  B  {co8^ ß  -f-  C08^ y)  =  Ä C08^  a  +  B 8in^  a 
=  (14-  cos^a)en  /y^d8  -+-  2  en8in^ a  j x^y  ds. 

Weil  A,  B,  0  jetzt  bekannt  sind,  so  sind  die  Centralellipsoide  des  Punktes  O 
gegeben. 

II.  Ein  beliebiger,  homogener  Kotationskörper  ist  gegeben.  Welches 
sind  die  Trägheitsmomente  desselben  für  die  Botationsaxe  und  für  eine 
durch  einen  Punkt  O  dieser  Axe  gehende,  zu  ihr  senkrechte  Gerade? 
Welches  ist  das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige,  durch  den  Punkt  0 
laufende  Axe? 

Hier  sind  die  Botationsaxe  und  alle  zu  ihr  senkrechten,  durch  den 
Punkt  O  gehenden  Axen  Hauptaxen  des  Punktes  O,  so  dass  die  Central- 
ellipsoide dieses  Punktes  Uotationsellipsoide  um  die  Drehaxe  des  Körpers  sind. 
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Wir  wählen  den  Punkt  O  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Coor- 
dinaten,  die  Botationsaxe  als  Axe  der  x,  bezeichnen  mit  m  den  Winkel, 
welchen  eine  beliebige  Meridianebene  des  Körpers  mit  der  X  Y-  Ebene  ein- 
schliesst,  mit  r  den  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  in  dieser  Meridian- 
ebene von  der  Axe  der  x^  legen  durch  die  Botationsaxe  eine  zweite  Meri- 
dianebene unter  dem  Winkel  ia-^dto^  zwei  zu  ihr  senkrechte  Ebenen  in 
den  Abständen  x  und  x  -¥  dx  von  O,  endlich  um  die  Botationsaxe  zwei 
Cy linderflächen  mit  den  Halbmessern  r  und  r  -+-  d  r,  dann  ist  das  Volumen- 
element des  Körpers  rdrdoodx,  dessen  Massenelement  dm  =  erdrdeodx^ 
wenn  e  die  konstante  Dichtigkeit  bezeichnet.  Die  Trägheitsmomente  des 
Körpers  für  die  Coordinatenaxen  sind 

A  =  2{y^  -h  z^)dm  =  2r^dm.  B=C=2{x^ -h  z^)dm  =  S{x^-hy^)dm 

so  dass  durch  Substitution  des  Wertes  von  dm 

Ä  =€/  1  Ir^drdcadx,         B  =  (7=  € /  f  / (r^ sin^ (o  -f  x^)rdrd<üdx. 

Die  Grenzen  von  co  sind  w  =  0  und  w  =  2  tt,  diejenigen  von  r  sind  r  =  0 
imd  r  =  y=/{x),  wenn  y=/{x)  die  Gleichung  der  Meridiancurve  für 
das  gewählte  Coordinatensystem  bedeutet,*  diejenigen  von  x  sind  x=^xq 
und  X  ==  xiy  so  dass 

A  =  €/     /    j     r^drä(üdx=^2enl     J   r^drdx^e-^  1    y*dx, 

/**i  ny  /"^Tr  /»«i  py  p^it 

B=C=el     j    I     r^dräxain^iodfo-i-e/     /    1     rdrx^dxduy 

=  enl     I  r^drdx->r2en I     j  rdrx^dx 

•/xo  ^0  *fXQ     'o 

=  e^l   ^y*dx -h  €71 1     v^x^dx=-^  -hen  1    y^x^dx. 

Damit  wird  das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige,  durch  den  Punkt  0 
laufende  Axe 

r=  Äcos^a  -h  Bain^a^  €^{l  -h  cos^a)  f  'y^dx-^-ensin^a      'y^x^dx. 

Weil  jetzt  die  Haupttrl^heitsmomente  des  Punktes  O  bekannt  sind,  so 
sind  auch  die  Centralellipsoide  des  Punktes  0  gegeben. 

1.     Der  Eotationscylinder  vom  Halbmesser  a  und  der  Höhe  h. 

a)  Die  Cylinderfläche.  Zuerst  nehmen  wir  den  Punkt  O  in  dem 
einen  Endpunkte  der  Cylinderaxe  an.  In  diesem  Falle  ist,  weil  y  =  a, 
ds^dx,  wenn  M  die  Masse  der  ganzen  Fläche  bezeichnet, 
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A  =  2ena^ I  das  =  2€7ia^h=  Ma^^ 


B=C~'h2€narx^dcü=e7tah{a^-h^k^)=^^M{ia^-h2h^). 

Dadurch  erhalten  wir  für  die  Centralellipsoide  die  Gleichungen 

I         ea^.^M^a^^2kW+.^)  =  ^,     II  ^^^63^^,  =  !. 

Damit  diese  Ellipsoide  zu  Kugeln  werden,  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein 

A=B=C,  d.  i.  a2==-^(3a2  4-2A2),  woraus  folgt  A  =  a /^|.      Die 
Gleichungen  dieser  Eugelflächen  sind 

I  ai^-h7j^  +  z^  =  —^»  II       x^-hy^-hz^  =  a\ 

Ferner  wählen  wir  den  Punkt  0  in  der  Mitte  der  Botationsaxe.    In  diesem 
Falle  ist 


Ä=2e7ia^l  j^^dx  =  2ana^h^ 


ä 
Mithin  sind  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes 

I     12a2a?2-+.(6a2-hÄ2)(y2  +  ^2)_:^,      H     ?   ^.  12 /__i:f_  =  i. 

Mit  h  =  a^&  gehen  diese  Ellipsoide  in  Kugeln  über,  ihre  Halbmesser  sind 

-—  und  a,  wie  vorhin. 
a^/M 

Mit  a  =  0  wird  die  Cylinderfläche  zu  einer  materiellen  Geraden,  für 
dieselbe  ist  daher,  wenn  0  ein  Endpunkt:  ^  =  0,  B  =  0=-^  Mh^,   wenn 

o 

0  ihr  Mittelpunkt :  ^  =  0,  3=0=}^ Mh\ 

b)  Der  Rotationskörper.  Zunächst  wählen  wir  den  Punkt  O  in  dem 
einen  Endpunkte  der  Cylinderaxe  und  bezeichnen  mit  M  die  ganze  Masse 
des  Körpers,  dann  ist 

TT  /**  1  1 

Das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige,  durch  den  Punkt  O  gehende  Axe  ist 
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X 


Damit  ergeben  sich  als  Oleichungen  der  Centralellipsoide  des  einen  End- 
punktes der  Cylinderaxe 

I    6a«.«^-(3««  +  4Ä«)(3,^  +  .«)  =  ^.     II    2j:  +  12^f;^*^,=l. 
Mit  A  =  -^  a  V^  3  gehen  diese  EUipsoide  in  Kugeln  über,  ihre  Badien  sind 

~V  —  und  äV  -r- 

Femer  lassen  wir  den  Punkt  0  mit  dem  Schwerpunkte  des  Cylindera 
zusammenfallen.  Das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige  Schwerpunktsaxe 
ist  hier 


^+^  n^\ 


T=  8-^(1 'hco8^a)a^l  ^    dx  -h  €71 8in^aa^l   j^   x^d 


X 


=  j€naVh\a^(l-¥-C08^a)'h^h^8m^a\:=-^^M\Sa^{l^ 
Daraus  folgt'  mit  a  =  0  das  Trägheitsmoment  für  die  Botationsaxe^  mit 
a  =  '^  dasjenige  für  die  Axe  der  z,  mithin  ist 

Nun  sind  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Schwerpunktes 

Mit  h  =  aV^  gehen  die  Centralellipsoide  in  Kugeln  über,  diese  besitzen 
die  Badien  ~  7^  -r^  und  aV  -zz  • 

2.     Der  Botationskegel  von  der  Höhe  h  und  dem  Basishalbmesser  a. 
a)    Die  Botationsfläche.    Fällt  zunächst  der  Punkt  O  mit  der  Spitze 

des  Kegels  zusammen,  dann  ist  die  Gleichung  der  Erzeugungslinie  y  =  —Xy 

rv 

yj  a^  -f.  A^ 
die  Länge  eines  Elementes  derselben  d8=^     — j dx^   daher   erhalten 

tv 

wir  als  Moment  zweiten  Grades  für  eine  beliebige,  durch  die  Kegelspitze 
laufende  Axe 


172  Trägheitsmomente  von  Rotatiousfl&chen  q.  Rotationskörpern.    V.Th.  Kap.  II. 

=  ^  M\  a^  (1  +  co8^  a)  4-  2  Ä«  sin^  a  j-  (1) 

Das  Trägheitsmoment  für  eine  Mantellinie  ist  daher,  weil  dann  co8^a==^ 

4      a^  -t-  /r 
Die  Trägheitsmomente  für  die  Hauptaxen  ergeben  sich  dadurch,  dass  wir 

in  (1)  «  =  0  und  cc  —  -  setzen,  dieselben  sind 

Zufolge  dieser  Resultate  sind  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  für  die 
Eegelspitze 

I         2a^x^  +  {a^-\-2h^){y^  +  z^)  =  L     II      2^  +  4^^^^  =  l. 

^  M  a^         a*H-2Ä* 

Mit  h  =  ay  -^  gehen  die  Trägheitsellipsoide  in  Kugeln  mit  den  Radien 

-y-  und  a/^  über. 

Ferner  lassen  wir  den  Punkt  O  mit  dem  Schwerpunkte  der  Fläche, 

welcher  auf  der  Eotationsaxe  und  um  die  Strecke— ä  von  der  Kegelspitze 

entfernt  liegt,  zusammenfallen.  Bezeichnen  jetzt  Ä\B',C'  die  Haupt- 
trägheitsmomente für  den  Scheitel,  dann  sind  diejenigen  für  den  Schwer- 
punkt 

Damit  ergiebt  sich  für  eine  beliebige  Schwerpunktsaxo 

oo 
wenn  diese  Axe  zu  einer  Mantellinie  parallel  ist.  so  haben  wir 

Nun  sind  die  Gleichungen  der  Trägheitsellipsoide  des  Schwerpunktes 

I    IS  a'a!^  + {9  a'+2h^Ky^  +  ,^)=f^,     11    2 f^' +  869^2-^-2^  =  1- 
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Mit  Ä  =  3  ay  2  erscheinen  die  EUipsoide  als  Kugeln,  die  Radien  derselben 

sind  -V  ,z.unday  -^z  wie  vorhin. 

b)  Der  Rotationskörper.  Zuerst  falle  der  Punkt  O  mit  der  Kegel- 
spitze  zusammen.  Das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebige,  durch  dea 
Kegelscheitel  laufende  Axe  ist 

=  HTv  €  TT  a*  A  j  a^  (1  -4-  co8^  a)  -h  4  ä^  sin^  a  \ 

=  ^M  j  a«  (1  4-  C08^a)  +  ih^sin^ a  [  (2> 

Für  eine  Axe,  welche  mit  der  Erzeugungslinie  des  Kegels  zusammenftllt^ 
ist  cos^  a  =  h^:{a^  +  h%  sin^a  =  a^\{a^  4-  h%  daher  das  Moment  zweiten 
Grades  für  eine  beliebige  Mantellinie 

Setzen  wir  in  (2)  «=0  und  «  =  -5»  so  ergeben  sich  die  Hauptträgheits- 
momente  des  Scheitels 

Mit  diesen  Werten  sind  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Scheitel» 
I     2a^a:^4-(a«4-4Ä«)(y«-f-.«)=-^,  II    "3  ^-y  Jl^nT^  =  1- 

Wenn  h  =  ^a  ist,  so  gehen  diese  EUipsoide  in  Kugeln  mit  den  Radien 

~y  ^ —  und  ay  tt:  über. 
a^   SM  ^    10 

Ferner  wollen  wir  den  Punkt  O  mit  dem  Schwerpunkte  des  Körpers^ 

3 
welcher  von  dem  Kegelscheitel  um  die  Strecke  -  h  entfernt  ist,  zusammen- 
fallen lassen.    Zufolge  der  vorstehenden  Resultate  sind  die  Hauptträgheits- 
momente des  Schwerpunktes 

A  =  A'=^Ma^      B  =  C=Bf-  Jf  (1/1^=  ^.If  (4  a«  +  h\ 
Damit  ergiebt  sich  für  eine  beliebige  Schwerpunktsaxe 
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^  dass  für  die  zu  einer  Mantellinie  parallele  Axe 

Die  Gleichungen  der  Trägheitsellipsoide  des  Schwerpunktes  sind  infolge 
-dieser  Besultate 

Mit  A  =  2  a  erscheinen  diese  Ellipsoide  als  Kugeln  mit  den  Halbmessern 


1  7/20    ,        -,/S 


3.  Die  homogene  Kugel  vom  Halbmesser  a. 

a)  Die  Eotationsfläche.  Wir  wählen  zuerst  einen  auf  der  Kugel- 
fläche gelegenen  Endpunkt  der  Rotationsaxe  als  den  Punkt  O.  Die  Glei- 
chung des  erzeugenden  Kreises  ist  3/*  =  2aa?  — o?*,  so  dass  yds—adx 
ist.  Damit  wird  das  Trägheitsmoment  einer  Kugelschale  von  der  Höhe  h 
für  eine  beliebige,  durch  den  Scheitel  O  gehende  Axe 

T  =  e  n  a{l  -¥  C08^  a)  I    (2  a  a?  —  «r  *)  dx-\-2Bna  sin^  al    x^  d  x 

t/o  ^0 

=  y67raÄ2|(3a-  Ä)  (1  -^  cos^  a) -{- 2  h  sin^  a^ 


-g-  Mh  |(3a  —  A)  (1  +  co8^  «)  -+-  2  Ä  sin^  a|. 


TT 

Mit  a  =  0  und  « =  -^  giebt  diese  Gleichung  die  Hauptträgheitsmomente 

für  den  Punkt  O,  nämlich 

2  1 

-4  =  -Q-  €  TT  a  /i*  (3  a  —  A)  =  -^  ilf  A  (3  a  —  A), 

J?  =  C  =  y  eTT a A«  (3 a  -f-  A)  =  -^  J/A (3  a  +  A), 

folglich  sind  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Scheitels  der  Fläche 

6 


I  2  (3  a  —  A)  a'2  +  (3  «  ^_  ^)  (^2  +  ^2^  ^ 

II  3:.     ^\^      ■   6j^i±4-=l. 


3//1 


I 


(3  a  — A)A         (3a4-A)A 

Wenn  A  =  a  ist,  so  haben  wir  die  Halbkugelfläche  vor  uns ,  für  dieselbe 
folgt  aus  den  vorstehenden  Resultaten 
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wodurch  sich  zeigt,   dass  die  Trägheitsellipsoide  des  Scheitels  der  Halb- 

kugelfläche  Kugeln  mit  den  Eadien  o  =  —  y  ^-^^  und  Tc^^ay  -^  sind. 

a  '    2m  '     ö 

Für  die  ganze  Kugelfläche  ist  A  =  2  a,  mithin  sind  die  Trägheitsmomente 

für  die  Axen  durch  einen  Punkt  dieser  Fläche 

r=y«7ra*(2-h3Äm2a)  =  yJfa2(2  +  35m2a), 

8  2  20  5 

und  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  dieses  Punktes  sind 

n      2x^  +  5(y2  +  ^2)  =  ^,,  II       1-^2  +  yCv^  -+-^«)  =  a\ 

Ferner  lassen  wir  den  Punkt  O  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
zusammenfallen.  In  diesem  Falle  ist  die  Gleichung  des  erzeugenden 
Kreises  y^^a^  —  a?^  yds^adx.  Das  Trägheitsmoment  einer  Flächen- 
zone, von  welcher  die  Ebenen  der  Begrenzungskreise  um  die  Strecken  h^  und 
^2  (Äi  >  A2)  von  dem  Punkte  0  abstehen,  ist  für  eine  beliebige,  durch 
den  Punkt  O  gehende  Axe 

T=  6  7ra(l  +  cos^a)!     (a^  — x^)  dx  -i-  2en  asin^al     x^  dx 

wenn  K^  =  hi^  +  hih^  4-^2^  gesetzt  wird. 

Damit  ergeben  sich  als  Hauptträgheitsmomente  des  Punktes  0  mit 

«  =  0  und  a  =  ^ 

^  J/(3a2  —  A«),        B  =  C=:  ~M{Sa^  -h  h% 


3    ^  ''  6 

folglich  sind  die  Trägheitsellipsoide  des  Punktes  O  durch  die  Gleichungen 
gegeben 
I  2  (3  a2  ^  A2) a?2  +  (3  a«  +  A«)  (t/2  +  ^2)  ^  ^ 


3f 


TT  o      "^^ ,  ß  y  ~^  ^    1 


Mit  A2  —  0,  Ai  =  a  wird  die  Flächenzone  zur  Halbkugel,  für  dieselbe  er- 
halten wir  infolge  vorstehender  Resultate 
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ö  ö 

Die  Centralellipsoide  des  Punktes  0  sind  in  diesem   Falle  Kugelflächen 

mit  den  Radien  q=  —V jr^r^*  ^^=(tV -tt- 

Für  die  ganze  Kugelfläche  ist  Ä2  =  —  öt,  Ai  =  a,  so  dass  für  dieselbe 

Die  Radien  der  hier  ebenfalls  kugelförmigen  Trägheitsellipsoide  des  Mittel- 
punktes sind  0  =  —  y  ^r-TTT.»     k=  aV  -^' 

b)  Der  Rotationskörper.  Der  Punkt  O  liege  zunächst  auf  der  Kugel- 
fläche, dann  ist  die  Gleichung  des  erzeugenden  Kreises  y^  =  2ax  —  xK 
Das  Trägheitsmoment  eines  sphärischen  Segmentes  von  der  Höhe  k  für 
eine  beliebige,  durch  den  Punkt  O  gehende  Axe  ist 

T=  €  — (1  -f-  C08^a)l    {2ax — x^)^dx-^  ensin^al    {2ax — x^)x'^dx 

=  ^€7rA»j[20a2-3A(5a— Ä)](l  -^  C08^a)-t6 h{ba—2h)€m^a^^r 

1 
oder,  weil  die  Masse  dieses  Körpers  Jf=-^€7ih^{da  —  h)  ist, 

ö 

^{j  o  a  —  hl  » 

TT 

Hiermit   ergeben   sich   mit  « =  0   und   a  =  -0-  für  die  Hauptträgheits- 

momente  des  Punktes  O  die  Werte 

1      Mh 
103a  — /ii 

wodurch  die  Trägheitsellipsoide  des  Punktes  O  bestimmt  sind. 

Für  die  Halbkugel  ist  A  =  a,  so  dass  in  diesem  Spezialfälle 

1  2  13 

T=  2^  .¥  a2(8  +  5  sm^  a),       ^  =  y  -^^«^        ^  =  ^  =  20  ^^^^^* 

Mithin  sind  hier  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Punktes  0 
I       8^2  ^  13  (y2  ^  ^2)  =  -^±^,  II      .|-^2  +  ^^(2/2  +  z^)  =  a«. 

Bei  der  Vollkugel  ist  A  =  2  a,  wodurch  für  dieselbe  sich  ergiebt 


A=^^      \  '20a^-~3A(5a-A)j 
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8  2  28  7 

-4=77-C7ra*  =  -rr  Ma^^         B  =  C  =  z^-^  e  tt  a^  =  -z-  Ma^. 
15  5  15  5 

Die   OleichuDgen  der  Centralellipsoide  eines  Punktes  der  Oberfläche  der 
Vollkugel  sind  daher 

I        2  o:«  ^-  7  (y2  -I-  ^2)  ^  A^,  n      ^x^-h  y  (y^  +  '^*)  =  y  «"• 

Ferner  falle  der  Punkt  O  mit  dem  Mittelpunkte  der  Eugel  zusammen« 
Das  Trägheitsmoment  einer  Eugelzone,  von  welcher  die  Begrenzungskreis- 
flächen um  die  Strecken  hi  und  As  (Ai  >  h^)  von  dem  Eugelmittelpunkte 
entfernt  sind,  ist  für  eine  durch  den  Funkt  O  gehende,  beliebige  Axe,  da 
die  Gleichung  des  die  Kugelfläche  erzeugenden  Kreises  hier  y^  — ^2  _^2  jg^^ 

T=^€  —  {1  4-  cos^a)  I     (a^  —  x^)^dx  -+-  enein^al    (a*  —  x^)x^dx. 

FQhren  wir  die  Integrationen  durch,  gestalten  das  dadurch  erhaltene  Re- 
sultat   etwas   um   und  setzen   zur   Abkürzung    Z^  =  Ai "  4-  Ai  A2  -f-  A2  ^ 
iV  =  Ai  *  -f-  Ai ^  A2  4-  Ai  2  A2*  -h  Ai  A2^  +  A2*,  so  ergiebt  sich 

T=^en{hi  -A2)j[5a2(3a2  — 2Z.)-f-3JV](l4-Cö«2a) 


-h 


4{5a^L—3N)sin^a\ 


oder,  weil  die  Masse  der  Kugelzone  Jf=-ö-C7r(Ai — A2)(3a^  — L)  ist, 

Hierdurch  erhalten  wir  für  die  Hauptträgheitsmomente  des  Punktes  0  die 
Werte  1         jtr 


so  dass  die  Trägheitsellipsoide  des  Punktes  O  bestimmt  sind. 

Bei  der  Halbkugel  ist  Ag  =0,  Ai  =  a,  für  welche  sich  dadurch 
ergiebt  4  .       2  ,^  „ 

Die  Centralellipsoide  des  Punktes  O  sind  demnach  hier  Kugelflächen  mit 
den  Radien  q  =  — /^2^  und  ä;  =  a jK  y 

F.  Kraft,  ProbL  d.  anaJyt.  Mechanik.  U.  12 
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Für  die  Vollkugel  erhalten  wir ,  weil  in  diesem  Falle  A2  =  —  a, 
hl  =  a  ist, 

T  =  A  =  5  =  C  =  vr  « TT  a»  =  ^  ii  a2. 

15  5 

Die  Centralellipsoide  des   Mittelpunktes  der  Masse  einer  Vollkugel  sind 
mithin  Kugelflächeu  mit  den  Radien  g  =  —  V  -- ~  und  Jc^^aV -^^ 

4.  Das  homogene  Botationsellipsoid  mit  den  Axen  2  a  und  2  b  und 
der  Botationsaxe  2  a.  Bestimmung  der  Trägheitsellipsoide  des  Rotations- 
körpers. 

a)  Der  Punkt  O  falle  mit  dem  einen  der  Endpunkte  der  Botations- 
axe zusammen.  Das  Trägheitsmoment  eines  Segmentes  7on  der  Höhe  h 
für  eine  durch  0  gehende,  beliebige  Axe  ist,  weil  die  Gleichung  der  die 

b^ 
Fläche  des  Ellipsoides  erzeugenden  Curve  y^  = —^(2 a a  —  a^)  lautet, 

T=e^{l-^coe^a)~f\2aa-x^)^da^ 
4  a*Jo 

-+-6A(5a  — 2A)«m2a|, 

1         b^ 
oder,  weil  Jlf  =  -0- «  tt  —g  A*  (3  a  —  h)  ist, 

1  lifh         h^ 

^=2Ö3^r:r^ia^t20a«-3M5a-A)](l+o<,,^«) 

'h6h{5a  —  2h)sin^a\- 
Daraus  folgen  als  Hauptträgheitsmomente  des  Punktes  0 

womit  auch  die  Centralellipsoide  des  Punktes  O  bestimmt  sind. 

Zufolge  dieser  Resultate  ergiebt  sich  für  das  halbe  Ellipsoid,  weil 
dann  A  =  a  ist, 

5  ^U 
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Mithin  sind  die  Gleichungen  der  Trägheitsellipsoide  des  Punktes  O 

TT  ^  ^'  I  20    y'  +  ^'     -  1 

Femer  erhalten  wir  für  das  ganze  Botationsellipsoid,  weil  in  diesem  Falle 
h  =  2a  ist, 

r=  4-  -*^  l*»*  (1  +  co»^  «)  +  6  a«  «n«  «}. 

O  I  1 

I     2*3.«-H(6««-.6«)(y«  +  .«)=A.  n    ^  +  6^^4  =  1. 

b)   Per  Punkt  O  falle  mit  dem  Mittelpunkte  der  Botationsaxe  zu- 
sammen.    Die  Gleichung  der  die  Fläche  des  Körpers  erzeugenden  Ellipse 

ist  hier  y^=z  —  (a*  —  a?*).      Für  den  zwischen   zwei  zur  Rotationsaie 

senkrechten  Ebenen  in  den  Abständen  A2  und  ^i,  Ai  >  A«  gedacht,  vom 
Coordinatenursprunge  liegenden  Körperteil  erhalten  wir  als  Trägheits- 
moment bezüglich  einer  durch  O  gehenden,  beliebigen  Axe 


4  a*y», 


J2     Wi, 


ensin' 


-h4(5a2i— 3A^)«n2a[, 


wo  i  =  Ai2  +  Ai  A2  -^•A2^    N=hi*-hhi^h2-\-hi^h2^'{-hih2^-hh2^ 

1         ^>2 
gesetzt  wurde.    Die  Masse  dieses  Körperteiles  ist  M=-^€n—^{hi  —  A2) 

X  (3  a^  —  i),  mithin  auch 

+  4(5a«X,  — 8JV)«n«a). 
Die  Hauptträgheitsmomente  des  Punktes  0  sind  folglich 

■^J5a«(3o«  — 2I,)  +  3JVJ. 


1        M 


103o«  — Z, 


®=^=^3^^'^z!f*'^^''''^^"*~^^^+^^^"^^^^"'^~^''^^l' 
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Diese  Resultate  geben  fOr  das  halbe  EUipsoid,  weil  in  diesem  Falle  hi  =  a^ 

2 
^2  =  0,  JL  =  a^  N=aS  M  =  -^snab^  ist, 

so  dass  die  Gleichungen  der  Centralellipsoide  des  Punktes  O  sind 

I      2  68x«+(a«  +  t«)(y«-^.«)  =  |:.  II     ^^^  +  ^^^±^,=  1. 

Für  das  ganze  EUipsoid  erhalten  wir,   weil  dann   hi=:a,   hi  =  —  ar 

4 
L  =  a*,  N=a*,  M=-^enab^  ist, 


r=  y  Jf  j*^  (1  +  CO«*«)  +  a^sin'a^, 


I      2b^x'  +  {a^  +  b^)(3,^  +  z^)  =  ^,  n    ||!  +  5j^.=  l. 

Mit  a  =  b  gehen  die  sämtlichen  vorstehenden  Resultate  in  diejenigen  für 
die  Eugel  über. 

5.  Das  homogene  Rotationsparaboloid  von  der  Höhe  h  mit  dem 
Punkte  O  in  seinem  Scheitel,  wenn  die  Gleichung  der  die  Fläche  erzeu- 
genden Curve  y^  —  2px  ist. 

a)  Die  Rotationsfläche.  Das  Trägheitsmoment  fui*  eine  beliebige^ 
durch  den  Scheitel  gehende  Axe  ist,  weil  yds  =  ^p {2  a:  -hp)  d x  ist, 

3    Ji 


T=2en{l  4-  cos^a)p^f  x^^2x  +  pdx 


0 

h 


2 


2€nsin^a'Y^p/  x^'^2x  -{- pdx 

i  ^  -        - 

jQ5€7iV7|7p[(3A~p)(2A-f-p)^  +  p^](l-hcö«2a) 

8  1 

[{lbh^-6ph-h2p^){2h'hp)^'-2p^]8in^a\ 


=  3^ ^    -8l7/^[(3A-p)(2A-fpr-hp^](H-c(,.2«> 

{2h^pr--p^ 
+  [{15A2  — 6pA-h2p«)(2A  +  p)^-  2p'^]8in^a\' 

weil  die  Masse  der  Fläche  Jf=  —  6  7ry/>|(2A  4-^?)^— p*|  ist. 
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Damit  erhalten  wir  für  die  Hauptträgheitsmomente  des  Scheitels 
der  Fläche 

(2AH-p)2-p2 

wodurch  auch  die  Trägheitsellipsoide  des  Scheitels  bekannt  sind. 

b)  Der  Botationskörper.     Das  Trägheitsmoment  f&r  eine  durch  den 
Scheitel  gehende,  beliebige  Axe  ist 

T=  €n{l  -h  co8^a)p^  I   x'^ dxA-  2e7t  sin^apl   x^dx 
=  -^  « TT  p  /i'  |2  p  (1  -h  cos^  a)  -h  3  Ä  8171^  a\ 

=  -^  Jf  AJ2p  (1  +  C08^a)  4-  SÄ^m««}, 

weil  die  Masse  des  Körpers  M=€nph^  ist. 

Mithin  sind  die  Hauptträgheitsmomente  des  Scheitels 

^'  =  -|-  Mp  h  =  ^Ma\     B"  =C'^^Mh{2p-hSh) 

=  yJf(a2  +  3A2), 

wenn  der  Halbmesser  der  Basis  des  Körpers  gleich  a  gesetzt  wird. 
Nun  sind  die  Gleichungen  der  Trägheitsellipsoide  des  Scheitels 

/•-  2 

Die  Ellipsoide  gehen  mit  a  =  hys  oder  A  =  —  p  in  Kugeln  über. 

Fällt  der  Punkt  0  mit  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  zusammen, 
dann  ist 

Ä  =  ^'=  y  ifa2,      B  =  C=B-  Jf  (1^  ä)'=  ^^(3a2  +  h% 


T=^M\^a'^{\  +  co8^a)  +  h^8m^a\ 


h       , 

Hier  gehen    die   Ellipsoide  dann   in  Kugeln  über,   wenn  a  =  -y=oder 
h  =  6p  ist. 
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6.  Wenn  eine  ebene ,  zu  der  in  ihr  liegenden  geraden  Linie  AA'  symmetrische 
Fläche,  oder  der  zwischen  zwei  sich  nicht  schneidenden  ebenen,  geschlossenen  Figuren, 
welche  za  AA'  symmetrisch  sind ,  liegende  ebene  Ring  um  eine  zu  A A'  parallele» 
in  der  Ebene  der  Fl&che  oder  des  Ringes  liegende,  aber  die  Fläche  oder  den  Ring 
nicht  schneidende  Linie  B  B'  rotiert,  so  lässt  sich  erweisen ,  dass  das  Trägheitsmoment 
des  dadurch  erzengten  Körpers  bezüglich  der  Rotationsaxe  B B^  gleich  M{h^'\-ZW} 
ist ,  wenn  M  die  Masse  des  Rotationskörpers ,  h  den  Halbmesser  des  durch  die  Um- 
drehung von  AA'  erzeugten  Cylinders,  X;  den  Trägheitshalbmesser  der  erzeugendea 
Fläche  fdr  die  Symmetrieaze  AA'  bezeichnet 

Townsend,  Qaarterly  Journal  of  Matheraatics,  VoL  X,  p.  203. 

Walton,  p.  887. 


Drittes  Kapitel. 

Das  Prinzip  von  D'Alembert. 

Eine  allgemeine  Methode  f&r  die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Systemes 

materieller  Punkte,  auf  welches  beliebige  Kräfte  wirken,  wurde  zuerst  yon  D*Alembert 

aufgestellt.    Derselbe  kündigte  sein  Prinzip  durch  eine  Abhandlung  an,  welche  er  der 

Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris  gegen  Ende  des  Jahres  1742  vorlas.    Im  Jahre 

1743  TerOffentlichte  D*Alembert  diese  Arbeit  in  seinem  Tratte  de  Dynamique.    Siehe 

auch  seine  Recherches  sur  la  Präcession  des  Equinoxes,  p.  35,  publiziert  1749.    In 

dem  Tratte  de  Dynamique  gebraucht  D*Alembert  bei  der  Darlegung  seines  Prinzipea 

folgende  Worte: 

.Probleme  G^ndral. 

,Soit  donn^  un  Systeme  de  corps  dispos^s  les  uns  par  rapport  aux  autres  d'une 
mani^re  quelconque;  et  supposons  qu*on  imprimö  &  chacun  de  ces  corps  un  mouyement 
particulier,  quMl  ne  puisse  suivre  ä  cause  de  Taction  des  autres  corps;  trouver  le 
mouyement  que  chaque  corps  doit  prendre. 

,  Solution. 

„Soient  AfB,G,  &c.  les  corps  qui  composent  le  Systeme,  et  supposons  qu*OD 
leur  alt  imprim^  les  mouyemens  a,  h,  c  etc.,  qu'ils  soient  forcäs,  ä  cause  de  leur  action 
mutuelle,  de  changer  dans  les  mouyemenns  a,  b,  c  etc.  II  est  clair  qu'on  peut  regarder  le 
mouyement  a  imprimö  au  corps  A  oomme  compos^  du  mouyement  a,  qu*il  a  pris,  et  d*un 
autre  mouyement  a;  qu^on  peut  de  m6me  regarder  les  mouvemens  6,  c,  etc.  comme 
compos^s  des  mouyemens  b, ^;c,x  etc.;  d'oü  il  s^ensuit  que  le  mouvement  des  corps 
AtB,C,  etc.  entr'eux  auroit  ^t^  le  mdme,  si  au  lieu  de  leur  donner  les  impulsions  o,  &,  c,  etc. 
on  leur  eüt  donn^  ä-la-fois  les  doubles  impulsions  a,  a;  B, /?;  c,  x,  etc.  Or  par  la  sup- 
Position,  les  corps  A,  Bt  C  etc.  ont  pris  d'eux-m6mes  les  mouyemens  a,  b,  c  etc.  donc 
les  mouyemens  a,  /?,  x,  etc.  doivent  6tre  tels  quHls  ne  d^rangent  rien  dans  les  mouve- 
ments  a,  b,  c,  etc.  c'est-ä-dire  que,  si  les  corps  n'ayoient  re9u  que  les  mouyemens  a,  /?,  x,  etc. 
ces  mouyemens  auroient  du  se  dätruire  mutuellement,  et  le  systdme  demeurer  en  repos. 

gDe  lä  r^sult«  le  principe  suiyant,  pour  trouyer  le  mouvement  de  plusieurs  corps 
qui  agissent  les  uns  sur  les  autres.  Däcomposez  les  mouvemens  a,  &,  c,  etc.  imprim^s 
ä  chaque  corps,  chacun  en  deux  autres  a,  a;  b,  j9;c,  x,  etc.  qui  soient  tels,  que  si  Von 
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n*eüt  imprimä  aux  corps  que  les  moavemens  a,  h,  c,  etc.  ils  enssent  pa  conserver  ces 
moaTemens  sans  se  nuire  r^ciproqaement;  et  que  si  on  ne  lear  eüt  imprim^  qne  les 
moavemens  a,  (i,  x,  etc.  le  systdme  fftt  demeurö  en  repos;  il  est  clair  qne  a,h,  t,  etc. 
seroDt  les  moavements  que  ces  corps  prendront  en  vertu  de  leur  action.  Ce  qu'il 
falloit  trouver." 

Die  0l)er8etzung  dieses  Abschnittes  lautet: 

«Allgemeines  Problem. 

,Es  sei  gegeben  ein  System  von  EOrpem,  welche  nach  irgend  einem  Gesetze 
gegen  einander  gelagert  sind,  und  nehmen  wir  an,  dass  man  jedem  dieser  KOrper  eine 
besondere  Bewegung  erteilt,  der  er  nicht  folgen  kann  wegen  der  Wirkung  der  anderen 
Körper,  zu  finden  die  Bewegung,  welche  jeder  Körper  machen  mnss. 

^Lösung. 

,A,B,G...  seien  die  das  System  bildenden  KOrper,  denselben  habe  man  die 
Bewegungen  a,h,c...  resp.  erteilt,  jedoch  seien  sie  zufolge  ihrer  gegenseitigen  Wirkung 
gezwungen  die  Bewegungen  a,h,c. . .  anzunehmen.  Es  ist  klar,  dass  die  Bewegung  a, 
welche  dem  Körper  A  erteilt  worden  ist,  betrachtet  werden  kann,  zusammengesetzt  aas 
der  Bewegung  a,  die  er  genommen  hat  und  einer  Bewegung  a;  ebenso  können  die 
Bewegungen  h,c...  als  Resultanten  der  Bewegungen  6,  ß;  c^x...  angesehen  werden, 
woraus  folgt,  dass  die  Bewegungen  der  KOrper  A,B,C...  dieselben  gewesen  sein 
würden,  wenn  ihnen  anstatt  der  Bewegungen  atbfC  ..  gleichzeitig  die  Bewegungen 
a,a;  b,  [i;  c,  x...  gegeben  worden  wären.  Durch  die  Voraussetzung  haben  die  Körper 
A,B,C...  von  sich  selbst  die  Bewegungen  a,  b,  c . . .  genommen,  mithin  müssen  die  Be- 
wegungen OyßfVL...  80  beschaffen  sein ,  dass  sie  nichts  an  den  Bewegungen  a,  b,  c . . . 
ändern,  das  heisst^  wenn  die  Körper  nur  die  Bewegungen  a,  /?,  x . . .  empfangen  hätten, 
80  hätten  sich  diese  Bewegungen  gegenseitig  zerstören  und  das  System  hätte  in  Ruhe 
bleiben  müssen.  Daraus  entsteht  das  Prinzip  der  Auffindung  der  Bewegung  mehrerer 
aufeinander  wirkender  Körper. 

„Man  zerlege  die  Bewegungen  a,b,c. , .,  welche  den  einzelnen  Körpern  erteilt  sind, 
jede  einzeln  in  zwei  andere  a,  a;  h^ß]  c,x. . .  auf  eine  solche  Weise,  dass,  wenn  man 
den  Körpern  nur  die  Bewegungen  a,  b,  c . . .  erteilt  hätte,  sie  diese  Bewegungen  hätten 
behalten  können,  ohne  sich  gegenseitig  zu  alterieren  und  dass,  wenn  man  ihnen  nur 
die  Bewegungen  a,  /9,  x . .  erteilt  hätte,  das  System  in  Ruhe  geblieben  wäre ;  es  ist  klar, 
dass  a,  b,  c . . .  die  Bewegungen  sein  werden,  welche  diese  Körper  kraft  ihrer  Wirkungen 
machen  werden.    Das  ist  es,  was  man  finden  musste." 

Der  Gedanke  an  die  durch  D'Alembert  entwickelte  allgemeine  Methode  für  diu 
Bestimmung  der  Bewegung  eines  materiellen  Systemes  ist  etwas  früher  Fontaine  zu- 
gestossen,  wie  wir  durch  die  Table  des  M^moires  informiert  sind,  welche  er  seiner 
Abhandlung  der  Differentiabechnung  in  den  M^moires  de  TAcad^mie  des  Sciences  de 
Paris  1770  vorausschickte.  Diese  Tabelle  wurde  jedoch  schon  1739  der  Akademie  der 
Wissenschaften  und  sodann  mehreren  Mathematikern  von  ihm  mitgeteilt.  Seine  An- 
sicht über  diesen  Gegenstand  wurde  indessen  erst  lange  nach  dem  Erscheinen  des 
Trait^  de  Dynamique  veröffentlicht,  wahrscheinlich  gewahrte  D^Alembert,  welcher  nicht 
vor  dem  Jahre  1741  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  wurde,  Fontaines  Ver- 
allgemeinerung gar  nicht.  D'Alembert  war  auch  der  Erste,  welcher  die  wunderbare 
Fruchtbarkeit  de^  Prinzipes  durch  Verwendung  desselben  zur  Lösung  einer  grossen  Zahl 
mannigfaltiger,  schwieriger  Aufgaben  zeigte,  unter  denen  die  Bestimmung  der  Vor- 
rückung  der  Tag-  und  Kachtgleichen  genannt  werden  kann,  wofQr  Ncwtou  nur  ein 
mangelhaftes  Resultat  erzielte. 

Der  früheste  Schritt  zur  Entdeckung  von  D*Alemberts  Prinzip  begegnet  uns  in 
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einem  Aufsätze  von  Jakob  Bernonlli  in  den  Acta  Eraditoram,  1686,  Jali,  p.  356,  be- 
titelt: «Narratio  Controversiae  inter  Dn.  Hngeniom  et  Abbatem  Catelanam  agitatae 
de  Centro  Oscillationis  qoae  looo  animadTersionis  esse  poterit  in  Responsioneni  Dn.  ("atc- 
laui,  nnm.  27.  Ephem.  Gallic.  anni  1684,  insertam.*  Es  seien  m,m*  zwei  gleiche,  an 
einer  starren  geraden  Linie  befestigte  KOrper,  welche  f&hig  sind,  sich  um  einen  ihrer 
befestigten  Endpunkte  in  einer  vertikalen  Ebene  zu  bewegen.  Ferner  seien  r,  r'  die 
Abstände  der  Körper  m,  m'  resp.  von  dem  festen  Endpankte,  v,  t?'  die  Geschwindig- 
keiten dieser  Körper  fflr  irgend  eine  Lage  der  starren  Geraden  bei  ihrem  Herabsinken 
aus  einer  bestimmten  Lage,  m,  u'  die  Geschwindigkeiten,  welche  sie  unverbunden  beim 
Durchfallen  der  nämlichen  Bogen  erlangen  würden.  Dann  wird  infolge  der  Verbindung 
der  beiden  Körper  eine  Geschwindigkeit  u  —  v  von  m  verloren  und  eine  Geschwindigkeit 
v' — u'  von  m'  während  des  Fallens  gewonnen.  Bernonlli  wies  die  Mathematiker  oft 
darauf  hin,  dass  gemäss  der  statischen  Relation  zweier  Kräfte  im  Gleichgewichte  an 
einem  Hebel  die  Proportion  u  —  v\ «' —  u'xir' ir  ein  genauer  Ausdruck  der  BeweKungs- 
verhältnisse  sei.  Dieser^  von  Irrtum  nicht  ganz  freie  Gedanke  BernouUis  enthielt  den 
ersten  Keim  des  Prinzipes  der  Zurflckführung  der  Bestimmung  der  Bewegung  materieller 
Systeme  auf  die  Losung  statischer  Probleme.  L'HOpital  bemerkte  in  einem  an  Huyghens 
gerichteten  Briefe  (Histoire  des  Ouvrages  des  S9avans,  1690,  Jun.,  p.  440)  richtig,  dass 
er,  anstatt  die  in  einer  endlichen  Zeit  erlangten  Geschwindigkeiten  zu  betrachten,  die 
Infinitesimalgeschwindigkeiten,  welche  in  einem  Zeitmomente  erlangt,  hätte  betrachten 
und  diese  vergleichen  sollen  mit  denjenigen,  die  die  Schwerkraft  in  demselben  Momente 
erzeugt.  Er  nahm  ein  zusammengesetztes  Pendel,  das  aus  zwei  beliebigen,  an  einer 
starren  geraden  Linie  befestigten  Körpern  bestand,  und  schloss,  dass  Gleichgewicht  vor- 
handen sei  zwischen  den  Bewegungsgrossen,  welche  in  einem  beliebigen  Zeitmomente 
durch  diese  Körper  verloren  und  gewonnen  werden,  das  ist  zwischen  den  Unterschieden 
der  Beweg ungsgrOssen ,  welche  die  KOrper  in  diesem  Momente  wirklich  erlangen  und 
jenen,  welche  die  Schwerkraft  bestrebt  ist,  ihnen  einzuprägen.  Er  wendete  dieses 
Prinzip,  das  mit  dem  allgemeinen  Prinzipe  von  D'Alembert  übereinstimmt,  zur  Be- 
stimmung des  Schwingungsmittelpunktes  eines  aus  zwei  an  einer  starren  geraden  Linie 
befestigten  Körpern  bestehenden  Pendels,  welches  um  einen  Endpunkt  dieser  Linie 
schwingt,  an.  Seine  Theorie  dehnte  er  sodann  auf  eine  grossere  Anzahl  von  an  einer 
starren  Geraden  befestigten  Körpern  aus  und  bestimmte  ihren  Schwingungsmittelpunkt 
unter  der  Voraussetzung,  dass  irgend  zwei  dieser  Körper  in  ihrem  besonderen  Schwingungs- 
mittelpunkte vereinigt  sein  können.  Die  Wahrheit  dieser  Voraussetzung  fällt  indessen 
ohne  Erklärung  nicht  genügend  in  die  Augen.  Bei  der  Veröffentlichung  von  L'HOpitaU 
Brief  kam  Jakob  BernouUi  auf  den  Gegenstand  des  Schwingangsmittelpunktes  zurück 
(Acta  Erudit.  Lips.  1691,  JuL,  p.  317;  Opera,  Tom.  I,  p.  460)  und  mit  der  Zeit  gelang 
es  ihm,  eine  direkte  und  strenge  Losung  der  Aufgabe  in  dem  Falle  zu  erhalten,  wo 
alle  Körper  in  einer  Linie  sich  befinden,  indem  er  das  von  L'Höpital  zugrunde  gelegte 
Prinzip  anwendete.  Bernonlli  dehnte  später  seine  Methode  auf  den  allgemeinen  Fall 
der  Schwingungen  von  Körpern  irgend  welcher  Gest:ilt  aus.  (Mömoires  de  TAcad^mie 
des  Sciences  de  Paris,  1708,  1704.) 

Eine  geistreiche  Untersuchung  des  Schwingungsmittelpunktes,  ein  gleich  anfangs 
mit  der  Entwickelung  von  D'Alcmberts  Prinzip  verbundenes  Problem,  wurde  bald 
darauf  von  Brook  Taylor  (Philosophical  Transactions,  1714,  May.  Methodus  Jncremen- 
torum)  und  Johann  Bemoulli  (Acta  Erudit.  Lips.  1714,  Jun.,  p.  257.  M^moires  Acad. 
Par.  1714,  p.  208.  Opera,  Tom.  II,  p.  168)  gegeben,  zwischen  welchen  sich  ein 
ärgerlicher  Streit  wegen  der  Priorität  der  Entdeckung  entspann.  (Act.  Erudit.  Lips. 
1716,  1718,  1719,  1721,  1722).    Die  von  diesen  Mathematikern  gegebene  Methode  hing 
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auch  Yon  den  statischen  Gesetzen  des  Hebels  ab,  enthielt  aber  nicht  in  deutlicher 
Gestalt  L'Höpital^s  Gleichgewichtsprinzip.  Endlich  bestimmte  Hermann  (Phoronomia, 
Lib.  I,  cap.  5)  den  Schwingungsmittelpunkt  durch  das  Prinzip  der  statischen  Äqui- 
valenz der  Anregungen  der  Schwerkraft  und  der  stellvertretenden,  in  entgegengesetzten 
Richtongon  angebrachten  Anregungen,  oder,  wie  sich  der  moderne  Mathematiker  aus- 
drückt, durch  das  Gleichgewicht,  welches  zwischen  den  eingeprägten  Schwerkräften 
und  den  in  entgegengesetzten  Bichtung^n  angebrachten  Effektivkräften  besteht;  eine 
mit  der  von  Jakob  Bernoulli  gegebenen  zusammenfallende  Untersuchungsmethode.  Der 
Gedanke  L*H6pitals  verallgemeinerte  sich  noch  unter  den  Händen  von  Euler  in  einem 
Aufsatze  über  die  Bestimmung  der  Schwingungen  biegsamer  Seile,  welcher  im  Jahre 
1740  gedruckt  wurde.    (Comment.  Petrop.  Tom.  VII.) 

Aus  dem  vorstehenden  historischen  Abrisse  geht  hervor,  dass  zur  Erklärung  des 
allgemeinen  Bewegangsprinzipes  Fontaine  und  D'Alembert  wenig  mehr  zu  thun  hatten, 
sie  hatten  nur  in  allgemeiner  Sprache  auszudrücken,  was  deutlich  in  den  besonderen 
Untersuchungen  von  L'Höpital,  Jakob  und  Johann  Bernoulli,  Brook  Taylor,  Hermann 
und  Euler  enthalten  war,  wenn  man  dieselben  verfolgte. 

Zum  Zwecke  weiterer  Kenntnisnahme  von  der  historischen  Entwickelang  des 
Prinzipes  von  D'Alembert  wird  der  Leser  verwiesen  auf:  Lagrange,  M^canique  Ana- 
Ijtique»  Seconde  Partie,  Section  I;  Montucula,  Histoire  des  Mathämatiques,  part.  V, 
Liv.  3.,  part.  IV  und  Whewell,  History  of  the  Inductive  Sciences,  Vol.  II. 

In  den  heutigen  Abhandlungen  über  Mechanik  ist  D'Alemberts  Prinzip  unter 
der  einen  oder  der  anderen  der  nachfolgenden  Formen  dargestellt. 

1.  Wenn  irgend  ein  materielles  System  unter  der  Wirkung  irgend  welcher 
Kräfte  in  Bewegung  ist,  dann  sind  die  in  jedem  Augenblicke  verlorenen  bewegenden 
Kräfte  stets  im  Gleichgewichte. 

2.  Wenn  die  effektiven  bewegenden  Kräfte  der  verschiedenen  materiellen  Punkte 
eines  Systemes  an  denselben  in  entgegengesetzten  Richtungen  zu  jenen ,  in  welchen  sie 
wirken,  angebracht  werden,  so  bilden  sie  in  Verbindung  mit  den  gegebenen  Kräften 
ein  System  statisch  geordneter  Kräfte. 

Die  erstere  dieser  Erklärungen  ist,  wie  man  sieht,  im  Wesentlichen  die  nämliche 
wie  die  von  D'Alembert  gegebene;  die  letztere  hingegen  ist  eine  Verallgemeinerung 
des  von  Hermann  bei  seinen  Untersuchungen  des  besonderen  Problemes  des  Schwingungs- 
mittelpnnktes  entwickelten  Gedankens. 


Erster  Abschnitt. 

Bewegung  eines  einzelnen  materiellen  Punktes. 

Der  Inhalt  dieses  Abschnittes  hat  zum  Zweck  die  Anwendung  von  D'Alembert's 
Prinzip  bei  der  Erläuterung  einer  allgemeinen  Methode  zur  Bestimmung  der  Bewegung 
eines  materiellen  Punktes  innerhalb  Röhren  und  zwischen  sehr  nahe  aneinanderliegenden 
Flächen,  von  welchen  entweder  die  Lage  oder  die  Gestalt,  oder  Lage  und  Gestalt  so 
beschaffen  ist,  dass  sie  sich  nach  einem  bestimmten  Gesetze  ändert,  wenn  an  dem 
Punkte  gegebene  Kräfte  wirken.  Mehrere  Aufgaben  dieses  Abschnittes  sind  durch 
besondere  Methoden  im  fünften  Kapitel  des  zweiten  Teiles  gelöst  worden. 

Diese  Arbeit  von  William  Walton  wurde  zuerst  veröffentlicht  in  „The  Cambridge 
Mathematical  Journal",  Vol.  III,  p.  49. 
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I.  Wir  wollen  mit  der  Betrachtung  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  innerhalb  einer  Röhre  beginnen,  die  der  Allgemeinheit  halber  von 
doppelter  Krümmung  sein  möge.  Die  Röhre  sei  in  allen  Fällen  von  un- 
angebbar  kleinem  Querschnitt,  vollkommen  glatt  und  jeder  Schnitt  senk- 
recht zu  ihrer  Axe  sei  kreisförmig. 

Die  Lage  des  materiellen  Punktes  werde  auf  drei  zu  einander  recht- 
winkelige, in  einem  Punkte  sich  schneidende  Axen  bezogen;  x.y^z  seien 
die  Coordinaten  dieses  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  <,  x-^  Sx^  y  -h  iy^ 
z  -\-  Sz  diejenigen  zur  Zeit  ^-t-J^,  wobei  die  CoordinatendiflFerenzen  Sx^  iy^  Sz 
als  unangebbar  klein  gedacht  werden.  Damit  sind  die  effektiven  accele- 
rierenden  Kräfte  an  dem  materiellen  Punkte,  dessen  Masse  gleich  der  Ein- 
heit sein  möge,  parallel  zu  den  drei  festen  Axen  am  Ende  der  Zeit  t 

d^x  S^y  ä^z 
Jt^'  Tt^'  öi^' 
Sind  ferner  X,  Y,  Z  die  auf  den  Punkt  wirkenden  beschleunigenden  Kräfte 
parallel  zu  den  Axen  der  x,y,z;  x  -f-  dx,  y  -h  dy,  z-{-dz  die  Coordinaten 
eines  Punktes  in  der  Röhre  sehr  nahe  dem  Punkte  (x,y,z)^  welchen  der 
materielle  Punkt  zur  Zeit  t  inne  hat,  dann  haben  wir  vermöge  D'Alemberts 
Prinzip  in  Verbindung  mit  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten, 
wenn  wir  beachten,  dass  die  Wirkung  der  Röhre  auf  den  materiellen  Punkt 
in  jedem  ihrer  Punkte  stets  senkrecht  zu  ihrer  Axe  ist,  indem  wir  die 
Punkte  (07, y,  z)  und  {x  -\-  dx,  y  -\-  dy,  z  +  dz)  durch  eine  Linie  ver- 
bunden denken,  zu  der  Zeit  t 

Da  sich  ferner  die  Gestalt  und  die  Lage  der  Röhre  nach  einem  bestimmten 
Gesetze  ändern  soll,  ist  es  klar,  dass  die  Gleichungen  der  Röhre  bekannt 
sein  müssen,  wenn  t  bekannt  ist,  folglich  müssen  zu  der  Gleichung  (AJ 
noch  Gleichungen  hinzugefügt  werden,  welche  sich  aus  den  besonderen 
Bedingungen  für  jede  individuelle  Aufgabe  ergeben  und  äquivalent  sind 
den  Gleichungen  von  der  Form 

(D  (07,  y ,  z,  t)  =  0.         W  (o?,  y,  z,  t)  ^  0,  (B) 

wo  <P  und  ^  funktionale  Symbole  sind  und  diese  Funktionen  von  den 
Gesetzen  abhängen,  nach  welchen  sich  die  Gestalt  und  die  Lage  der  Röhre 
ändern. 

Die  drei  Gleichungen  (A)  und  (B)  enthalten  die  vier  Grössen  x^  y,  z,  t^ 
so  dass  wir  in  jedem  besonderen  Falle,  wenn  die  Schwierigkeiten  des 
analytischen  Verfahrens  nicht  umibersteiglich  sind,  jede  der  Grössen  .r,  y,  z 
als  eine  Funktion  von  t  darstellen  können,  worinnen  die  vollständige  Lösung 
des  Problemes  besteht. 

Bleibt  die  Röhre  während  der  ganzen  Bewegung   innerhalb   einer 
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Ebene,  dann  gehen  die  drei  Gleichungen  (A)  und  (B),  wenn  wir  die  Ebene 
der  xy  mit  der  Ebene  der  Bewegung  zusammenfallen  lassen,  über  in 
die  zwei  Relationen 

(^''^-A')d^+(^y|-r)rfy  =  0,     (C)  <P(...2,,0  =  0.     (D> 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  diese  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  durch 
die  Discussion  einiger  besonderer  Probleme  zu  illustrieren. 

1.  Eine  geradlinige  Röhre  dreht  sich  mit  einer  konstanten  WinkeU 
geschwindigkeit  um  einen  ihrer  Endpunkte  in  einer  horizontalen  Ebene. 
Welches  ist  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in  dieser  Röhre? 

Es  sei  0)  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit,  r  der  Abstand  des 
materiellen  Punktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  von  dem  festen  Endpunkte 
der  Röhre;  die  Ebene  der  Bewegung  falle  mit  der  Ebene  der  xy  zusammen, 
der  UrspiTing  der  Coordinaten  mit  dem  festen  Drehpunkte  der  Röhre,  die 
Abscissenaxe  mit  der  Anfangslage  der  Röhre.  Damit  sind  die  Coordinaten 
des  materiellen  Punktes  zur  Zeit  t 

x-^^rcoHiaU     (1)  y=^r8in(üL  (2> 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  giebt 

dx=-  dr  cos (0  ^,  dy  =  dr  sin  w  t. 

Ferner  erhalten  wir  durch  (1)  und  (2) 

Sx      dr  ^  .      ^       S^x      d^r  ^      o    ^'^   •      -.         2 

— —  =   -cosüDi — (arsmiüt^      -v^^^-^—sCOStot  —  ^(o-r-stnont  —  co^rcostoU 

ot       ot  ot^       oi^  at 

Sy      8r  .  d^y     S^r   .  o    <^^  9      .      . 

-r^  =  ^-siniot-hoyrcosmt,  -r— „  =-r-s^^n(ot'hZ(a-T-cos(ol  —  m^rsiTKau 
dt      ot  ot^       ot*  ot 

Im  vorliegenden  Falle  sind  die  gegebenen  beschleunigenden  Kräfte  J^=  0^ 

y=0,  so  dass,  wenn  wir  in  die  allgemeine  Formel  (C)  diese  und  die- 

jenigen  Werte  substituieren,  welche  wir  für  dx,  dy^-j-^>  y-^  bekommen 

Öt  0  V 

haben,  sich  ergiebt 

--Z cos u)t  —  2  (ü-r-  sin (ot  —  co^r  cos wt] 
ot*  ot  J 

—  ^  sin  ö)  <  -}-  2  0}  T—  cos  (o  t  —  w®  r  sin  wt)  =0, 
or  ot  J 

und  daher 


0) 


2r=0. 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

df 
Wählen  wir  nun  r=^a^  3-  =  vo?  wenn  ^  =  0,  dann  sind  die  Integrations- 

a  t 

konstanten 
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,       a  o)  4-  Vo  Ty      CL(o  —  Vq 

und  mithin  ist  die  Gleichung  für  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
innerhalb  der  Röhre 

2(ör  =  (ao)  -h  t;o)<?^'-f-  (ao)  —vo)  <?"""'. 

Diese  Aufgabe,  welche  das  früheste  Problem  für  die  Bewegung  eines  mate- 
riellen Punktes  auf  einer  vorgeschriebenen  Curve  war,  welche  sich  nach 
«inem  bestimmten  Gesetze  bewegt,  ist  Johann  BernouUi  zu  verdanken. 
(Opera,  Tom.  IV,  p.  248.)  Eine  Lösung  dieser  Aufgabe  lieferte  auch 
Clairaut,  welchem  sie  wahrscheinlich  von  Johann  BernouUi  vorgeschlagen 
wurde.  .  (Memoires  de  TAcadömie  des  Sciences  de  Paris,  1742,  p.  10.) 

2.  Eine  geradlinige  Röhre  dreht  sich  um  einen  ihrer  Endpunkte  in 
«iner  vertikalen  Ebene.  Beim  Beginn  der  Bewegung  falle  die  Axe  der 
Röhre  mit  der  horizontalen  Abscissenaxe  zusammen;  die  Axe  der  y  sei 
vertikal,  der  Drehpunkt  Coordinatenursprung.  Welches  ist  die  Gleichung 
für  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in  dieser  Röhre? 

Indem  wir  beachten,  dass  hier  JC=  0,  Y=  —  p  ist,  erhalten  wir 
durch  denselben  Prozess  wie  vorhin 

-r— ä  —  0)^  r  =  —  q  sin  w  t 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

2co^ 
und  wenn  wir  die  Konstanten  aus  den  Bedingungen  bestimmen,  dass  an- 

Sr 
fangs  r,  -—  gleich  a,vo  sind,  finden  wir  für  die  Bewegung  des  Punktes 

0  t 

entlang  der  Röhre 

2  «r  =  fa  ö)  H-  vo  —  S "^  ^*"'  -h  f a  w  ■—  Vq  4-  ^\  e^"^^  +  ^  sia  «  L 
V  2  coy  V  2  coy  o) 

Diese  Aufgabe,  von  welcher  eine  irrtümliche  Lösung  durch  Barbier  in  den 
Annales  de  Gergonne,  Tom.  XIX,  gegeben  worden  ist,  wurde  in  dem  fol- 
genden Bande  richtig  von  Ampere  gelöst.  In  dem  Cambridge  Mathematical 
Journal,  Vol.  III,  p.  42  befindet  sich  eine  Lösung  von  Professor  Booth, 
welcher  eine  Zeit  lang  die  interessanteren  Fälle  der  Bewegung  behandelt  hat. 

3.  Eine  geradlinige  Röhre  dreht  sich  in  einer  horizontalen  Ebene 
um  einen  ihrer  Endpunkte,  welcher  fest  ist,  mit  einer  solchen  Winkel- 
geschwindigkeit, dass  die  Tangeote  ihres  Neigungswinkels  zu  der  Axe  der  x 
der  Zeit  proportional  ist.  Welches  ist  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  in  ihr? 
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Die  Gleichung  der  Röhre  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  ist 

y=zmtCC,  (1> 

wo  m  eine  konstante  Grösse  bedeutet.     Polglich  haben  wir  dy  =  mtdxf 
und  daher,  weil  Jr=0,  Y=0,  mit  (C) 

Aber  durch  (1)  bekommen  wir 

iy  .«^^  .  S^y  J^x      ^     Sog 

mithin  durch  (2)  gZg, 

(l+m«<«)—  H-2m2<^=0,     T- +  1-T—rrz-^- 
ot*  öt  8x1+  m^t* 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

Bezeichnet  jetzt  vq  den  Anfangswert  von  — ,  welcher  die  Anfangsgeschwin- 

o  t 

digkeit  des  Punktes  für  die  Bewegung  entlang  der  Röhre  ist,  dann  ist 

C=0,  mithin 


Durch  die  Integration  dieser  Gleichung  erhalten  wir  weiter 

a-h  C=-^arc  (tg  =  m  t). 

Ist  nun  0?  =  a,  wenn  <  =  0,  dann  ist  a  +  C  =  0,  mithin 

a?  =  a  +  ~  arc  {tg  =  wi  <). 
m 

Sonach  ergiebt  sich  mit  (1) 

y  =:  amt  -^  Vot  arc  {tg  =  m  t). 

Bezeichnet  noch  d-  die  Neigung  der  Röhre  gegen  die  Axe  der  w  zu  einer 
beliebigen  Zeit  t  und  r  den  Abstand  des  materiellen  Punktes  von  ihrem 
festen  Ende  zu  dieser  Zeit,  dann  wird  sein 


r  = 


mcosxh 


4.  Eine  kreisförmige  Röhre  ist  genötigt,  sich  in  einer  horizontalen 
Ebene  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  um  einen  festen  Punkt  ihres 
ümfanges  zu  bewegen.  Welches  ist  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes 
in  der  Röhre,  der  sich  beim  Beginn  der  Bewegung  in  dem  Endpunkte 
des  durcli  den  festen  Punkt  gehenden  Durchmessers  befindet? 


190  Das  Prinzip  von  D'Alembert.  V.  Th.  Kap.  m. 

Die  Abscissenaxe  falle  zusammen  mit  dem  Diameter  dm'ch  den  festen 
Punkt  zur  Zeit  ^  =  0,  welcher  CoordinatenurspruDg  sein  möge ;  cd  bezeichne 
<lie  Winkelgeschwindigkeit  des  Kreises,  a  seinen  Radius,  ^  den  Winkel 
zwischen  dem  Durchmesser  durch  den  beweglichen  Punkt  zur  Zeit  t  und 
•dem  Diameter  durch  den  Ursprung. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dann  die  Coordinaten  des  materiellen 
Punktes  sind 

^=:  acosiot-i-  aco8{(oi  ^&)^     (1)     y  =  asincot-h  a sin {(ot  —  d).     (2) 
Da  nun  JC  =  0,  F  =  0,  so  erhalten  wir  mit  (C) 

sin{a)t-&)~-€Os{wt-'&)jf^=0,  (3) 

weil  da  =^  add-sinicot  —  ^),  dy  =  —  adS-coa{a)t  —  &)  ist. 
Ferner  geben  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 

j-  =  —  a  CO  8in  oj^4-ai  ^  —  w  \  sm  ((ot  —  ^), 

-r7ö=  —  aü}^co8a)t  —  €i(-i w  )  co8{wt  —  &)-jra^-^sin{(ot  —  d'); 

ot^  Kot         y  ot^ 

■ry  =  a  ö)  C08  (Ot  —  a(  —  —  W  j  C08  ((O  t xf'), 

-r^==-  — a(o^8in(ot — df^ w  )  8m{wt — &)  —  a co8((ot—ö)y 

und  demnach  ergiebt  sich  durch  (3) 

aon^^lsintatcoa^ücit  —  d)  —  co8  ta  t  sin  {(ü  t  —  ^))  -h  a     -^  =0, 

o  t 

SS" 
Indem  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  -—  multiplizieren  und  in- 

ot 

tegrieren,  wird 

(^^^y=C+2u)^co8^, 

Ist  die  absolute  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  anfangs  gleich 

Null,  dann  ist,  weil  anfangs  &  =  0  und  2  co  der  Anfangswert  von  -r-  ist, 

öt 
4ft)2=  (7-4-20)2,  C=2a)2, 

mithin 

(-rj)  =  2ft)^(l  4-  C08&)  =  ico^cos^  ^\      T7  ~  2a)Cö*g» 

—    -—  =  2(o8t^  —      -  =  o)  ^  t 

cos^  -  1  —  sin^  ö 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

l -=20)^4-  C. 

1         •   ^ 
1  —  8in  -^ 

Aber  es  ist  ^  =  0,  wenn  ^  =  0,  folglich  C  =  0,  und  wir  haben 

1  4-  «n  2 

1  —  Sin  -^ 

also  schliesslich 

sin  TT  =  -—1 T-t 

womit  die  Lage  des  materiellen  Punktes  in  der  Bohre  für  eine  beliebige 

Zeit  t  bestimmt  ist.    Wenn  t=ao  ist,  haben  wir  *m  75  =  1,  &=n^  was 

zeigt,  dass  der  materielle  Punkt  nach  dem  Verlaufe  einer  unendlichen  Zeit 
n  dem  Rotationspunkte  ankommen  wird. 

5.  Wenn  wir  denselben  Weg  wie  bei  der  Lösung  der  Aufgaben  (1) 
(2),  (4)  verfolgen,  so  können  wir  eine  bequemere  Formel  für  die  folgende 
allgemeinere  Aufgabe  erhalten. 

Eine  krummlinige  Bohre  irgend  welcher  unyeränderlichen  Gestalt 
dreht  sich  in  ihrer  Ebene  um  einen  festen  Punkt  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit. Welches  ist  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in 
dieser  Bohre,  wenn  auf  denselben  beliebige  Kräfte  wirken? 

Es  sei  CD  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit  der  Bohre  um  den 
festen  Punkt,  r  der  Abstand  des  materiellen  Punktes  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t  von  diesem  Punkte,  (p  der  Winkel  zwischen  den  gleichzeitigen 
Richtungen  von  r  und  einer  Luiie,  welche  einen  gewissen  Punkt  der  Uöhre 
mit  dem  festen  Botationspunkte  verbindet,  d  s  ein  Längenelement  der  Bohre 
an  dem  Orte  des  materiellen  Punktes,  S  die  accelerierende  Kraft  an  dem 
materiellen  Punkte  parallel  d  «,  dann  ist  die  Gleichung  für  seine  Bewegung 

Weil  aber  die  Gestalt  der  Bohre  unveränderlich  ist,  so  können  offenbar 
iipy  Sr  durch  d<p^  dr  ersetzt  werden,  und  haben  wir  dann,  wegen  der 
Gleichmässigkeit  der  Bezeichnung  ä  ^  an  die  Stelle  von  8  t  zu  substituieren, 
so  dass  wir  erhalten 
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Wenn  co  gleich  Null  ist,  dann  geht  unsere  Gleichung  über  in 

welches  die  wohlbekannte  Formel  für  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  in  einer  unbeweglichen  ebenen  Röhre  ist,  wenn  auf  diesen  Punkt 
irgend  welche  Kräfte  wirken. 

6.  In  den  vorhergehenden  Beispielen  ändert  sich  die  Lage  der  Bohre 
mit  der  Zeit,  die  Qestalt  derselben  bleibt  indessen  unveränderlich.  Wir 
wollen  nun  ein  Beispiel  geben,  bei  welchem  die  Gestalt  sich  mit  der  Zeit 
ändert. 

Ein  materieller  Punkt  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit 
innerhalb  einer  kreisförmigen  Röhre  geworfen.  Der  Halbmesser  der  Röhre 
wächst  proportional  der  Zeit,  ihr  Mittelpunkt  verharrt  an  derselben  Stelle. 
Welches  ist  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in  ihr,  wenn  die 
Röhre  in  einer  horizontalen  Ebene  bleibt? 

Die  Gleichung  des  sich  beständig  ändernden  Kreises  ist 

aj^^y^  =  a^{l-^at)^  (1) 

wo  a  und  a  konstante  Grössen  sind.     Folglich  ist 

xdx  -hydy  =  0, 

und  daher  mit  der  allgemeinen  Gleichung  (C) 

welche  Gleichung  integriert  giebt 

^  St  dt 

Wir  wählen  die  Abscissenaxe  so,  dass  sie  mit  dem  anfiLngUchen  Abstände 
des  materiellen  Punktes  vom  Mittelpunkte  zusammenfällt,  t'o  als  seine 
Anfangsgeschwindigkeit  entlang  der  Röhre,  dann  ist  O  =  —  a  i'o,  also 

d  y  S  OD  fn\ 

8t      ^  St  ^ 

Ferner  haben  wir  zufolge  der  Gleichung  (1) 

J^  +  y^J.  =  a^a{l  +  at).  (3) 

Indem  wir  nun  (2)  mit  y,  (3)  mit  x  multiplizieren  und  das  erstere  Resultat 
von  dem  letzteren  subtrahieren,  bekommen  wir 

Soß 
(a?2H- y 2)    -  =  a2  a  (1  -f-  Ä  0  0?  —  a  Vo  y, 
o  t 

und  daher  durch  (1) 

a(H-«f)2^=:aa(l-f  at)so  —  v^  \/ a^{\ -h  at^  —  x^ 
St 
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oder,  wenn  wir  (1  -h  « ^)  =  «  r  setzen, 

öt  a^ 

Ferner  setzen  wir  noch  a7  =  mr,  so  dass 

^dm  t;or^r-s — s h  aa^Sm  St 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

C  -{-  aa^  arc  {  cos  =  —  i  = -f 

V  aay  t 

oder,  indem  wir  för  m  seinen  Wert  schreiben, 

C  -h  aa^  arc  (  cos  = i  = » 

V  aaTj  T 

und  wenn  wir  noch  defa  Wert  von  r  =  -  (1  4- « rt  substituieren 

a 

Nun  ist  a?  =  a,  wenn  ^  =  0,  folglich  C=— «Vo,  und  demnach 

aa^arci  cos=^—rz r  i  == »       a?  =  a(l  +  at)coS'-7z x- 

Jetzt  erhalten  wir  schliesslich  mit  (1) 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben  die  absolute  Lage  des  Punktes  für 
igrend  eine  bestimmte  Zeit  t 

II.  Wir  gehen  nun  über  zu  der  Betrachtung  der  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  auf  einer  Fläche,  von  welcher  er  nicht  im  stände  ist 
sich  zu  trennen,  während  die  Fläche  selbst  sich  ändert  in  ihrer  Lage 
oder  in  ihrer  Form  oder  in  beiden  zugleich  nach  einem  gegebenen  Gesetze. 
Wir  stellen  uns  dabei  vor,  dass  sich  der  materielle  Punkt  zwischen  zwei 
unendlich  nahe  an  einander  gelegenen  Flächen  bewegt,  welche  durch  die- 
^Ibe  Gleichung  dargestellt  werden  können. 

Es  seien  x^tf.z  die  Coordinaten  des  materiellen  Punktes  zu  einer 
beliebigen  Zeit  ^  x  -h  dx^  y  -^  8y,  z  -^  6z  die  Zunahmen  von  x,y,z  in 
einer  unendlich  kleinen  Zeit  dt,  dx,  dy^  dz  die  Änderungen  von  x,y,z 
beim  Übergange  von  dem  Punkte  (x.y^z)  zur  Zeit  t  zu  einem  unendlich 
nahe  dabei  gelegenen  Punkte  der  Fläche;  JT,  Y,Z  die  den  Punkt  parallel 
zu  den  Coordinatenaxen  beschleunigenden  Kräfte  zur  Zeit  t  Die  Wirkung 
der  Fläche   auf  den  Punkt  ist  stets  in  der  Kichtung   der  Normalen   zu 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.    II.  13 
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jenem  Punkte  gelegen  und  haben  wir  daher  durch  das  Prinzip  von 
D'Alembert  in  Verbindung  mit  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten 

Weil  ferner  die  Lage  und  Qestalt  der  Fläche  sich  nach  einem  bestimmten 
Gesetze  ändert,  so  muss  ihre  Gleichung  für  irgend  eine  gegebene  Zeit 
bekannt  sein,  weshalb  wir  infolge  der  Beschaffenheit  einer  jeden  besonderen 
Aufgabe  noch  gewisse  Bedingungen  zwischen  den  Grössen  a,y,z,t  haben^ 
die  durch  die  Gleichung  repräsentiert  sind 

Das  totale  Differential  dieser  zweiten  Bedingung  ist 

dF .  d F  ^  d F  j  ^ 
-^-dx  -h  -j—dy  +  -;--  az  =  ü. 
dx  dy    ^       dz 

Diese  Relation  multiplizieren  wir  mit  einer  willkürlichen  Grösse  X  und 

subtrahieren  das  Eesultat  von  der  Gleichung  (A'),  wodurch  wir  erhalten 

Weil  der  Faktor  X  willkürlich  ist,  so  können  wir  die  GoefBcienten  irgend 
eines  der  drei  Differentiale  zu  Null  gleichen,  und  weil  die  zwei  bleibenden 
der  drei  Differentiale  ä^,ä 2/,  dz  von  einander  unabhängig  sind,  so  müssen 
beide  ihrer  CoefGicienten  gleich  Null  sein,  folglich  bekommen  wir,  indem 
wir  X  zwischen  den  drei  resultierenden  Gleichungen  eliminieren, 

U<2        Jdz'^Kdt^        )dy'    \it^        )dx      \St^        J  dz' 

d^x      „Nd-F      /-d^v     ^^dF 


dy       \it^        J  dx 
Irgend  zwei  dieser  drei  Belationen   geben   uns  in  Verbindung  mit   der 
Gleichung  (B')  drei  Gleichungen  ina?,y,z,^  woraus  x.y^z  als  Funktionen 
von  t  zu  bestimmen  sind. 

Das  folgende  Beispiel  wird  dazu  dienen,  den  Gebrauch  dieser  Glei- 
chungen zu  erläutern.  Wir  haben  einen  Fall  gewählt,  wo  die  Gestalt  der 
Fläche  unverändert  bleibt  und  ihre  Lage  allein  sich  ändert.  Die  Analysis 
erhält  indessen  in  der  Lösung  der  von  uns  betrachteten  Klasse  von  Pro- 
blemen ihren  allgemeinen  Charakter  lediglich  infolge  der  Gegenwart  von  t 
in  der  Gleichung  (B'),  und  daher  genügt  das  von  uns  gewählte  Beispiel 
für  den  allgemeinen  Zweck,  welchen  wir  im  Auge  haben. 

Ein  materieller  Punkt  sinkt  infolge  der  Wirkung  der  Schwerkraft 
auf   einer    sich    um  eine  in  ihr  liegende  vertikale  Axe  mit  konstanter 
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Geschwindigkeit  drehenden  Ebene  herab.  Welches  ist  die  Bewegung  des 
Punktes? 

Wir  wählen  die  Ebene  der  xy  horizontal,  die  Axe  der  x  zusammen- 
fallend mit  dem  anfänglichen  Schnitte  der  sich  drehenden  Ebene  und  der 
horizontalen  Ebene  durch  den  Ursprung,  die  Axe  der  z  vertikal  abwärts, 
09  als  konstante  Winkelgeschwindigkeit  der  beweglichen  Ebene. 

Die  Gleichung  der  rotierenden  Ebene  ist  zu  einer  beliebigen  Zeit  t 

F=^yco8(ot-'Xsin(ot  =  0j  (1) 

.,  dF  .      ^       dF  ^        dF     ^ 

womit  -tr—  =  —  sznwtj       -r—  =^  coacoL        -r-  =  0. 

ax  dy  dz 

Die  den  Punkt  antreibenden  Kräfte  sind  Jf=0,  F=0,  Z=^g^  so  dass 

mit  eiuer  der  zwei  ersten  der  drei  allgemeinen  Relationen 

S  =  ^  (2) 

und  mit  der  dritten 

8^x  S^v 

— 2 coscot-t  Y^sincot^O.  (3) 

Bezeichnet  r  den  Abstand  des  materiellen  Punktes  von  der  Axe  der  z  zu 

der  Zeit  t^  so  ist 

X  =^t  €08  ft)  ^,  y  =  rein  co  t, 

womit 

8x      8r         ^  .      ^       d^x     ö^         4     0^'^'^% 

57  =  V7  COS  oat  —  co  r  «?7i  co  r,       j-^  =  tt^^o^^^  —  ^  co77*?nco  t  —  (o^reoato  t^ 

Ol         ot  ot  Ol  Ol 

iy      8r   ,  .        ^V      *^  .       ._lO    ^*'  ^         2      •      ^ 

-^  =  -r-»?n(ot'}'  (arcosfot,       t:^  =  T^^w «0 <  +  ^(o-r-cosfot —  co'^r^incD^, 

dt     3t  ot^      öt^  öt 

daher  erhalten  wir  mit  (3) 


S^r 


St^ 


CO 


2^ 


r  =  0.  (4) 


o  z  S  f* 

Nun  seien  die  Anfangswerte  von  /,  j-;»  0,  vo,  jene  von  r,-;-»  a,  a,  dann 

ot  ot 

bekommen  wir  durch  die  Gleichungen  (2)  und  (4)  nach  Vollzug  unver- 
kennbarer Operationen  ^ 

2(ür  =  (eoa-f- a)^®*  4- (co  a  —  a)^-®S 

,  -  Ycö^r^  -+-  a^  —  co^a^  -h  cor       co  1  ^ /-x ^  \ 

und         l- =     {y2gz'{'Vo^  —  Vq)' 

a-i-  <oa  ff'  ' 

Die  ersten  zwei  dieser  Gleichungen  geben  die  Lage  des  materiellen  Punktes 
auf  der  rotierenden  Ebene  zur  Zeit  t  und  mittelst  der  Gleichung  (1)  er- 
balten wir  seine  absolute  Lage  zu  dieser  Zeit ;  die  dritte  ist  die  Gleichung 
der  Bahn,  welche  der  Punkt  auf  der  Ebene  beschreibt. 

Walton,  p.  894—411. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Systeme  materieller  Pmikte. 

1.  Zwei  schwere  Punkte  P,  P'  (Fig.  69)  sind  an  einem  starren, 
gewichtslosen  Stabe  APP^  welcher  in  einer  vertikalen  Ebene  um  seinen 
Endpunkt  A  schwingt,  befestigt.  Zu  bestimmen  die  Bewegung. 

Lasse  sein  m,  m    die  Massen   der  zwei  materiellen 

Punkte  P,P\  AP=a,  AP'=a\    Ziehe  AB   vertikal 

abwärts  und  nimm  2i.PAB  =  &.    Bezeichne  mit  ds,ds' 

die  Elemente  der  Kreisbahnen,  welche  von  den  Punkten  P, 

P'  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  beschrieben  werden, 

gerechnet  in  der  Bichtung,  in  welcher  &  wächst.      Damit 

d^8  dV 

Figur  69.       sind  die  EflFektivkräfte  der  beiden  Punkte  m  -^»    tn  -r-gi 

d^8  d^s' 

ihre  Momente  um  den  Punkt  J.:ma-=-g»  ma-j-^>  auch  sind  die  Mo- 
mente der  antreibenden  Schwerkraft — magainO^^  — magernd'.  Folglich 
erhalten  wir  für  das  Gleichgewicht  der  antreibenden  Kräfte  und  der  ent- 
gegengesetzt ihrer  Bichtung  genommenen  Effektivkräfte 

d    8  f     fd    8  .  ,     ,,  '     CL         A 

m a -pg  -f-  m  a  -7-^  -^  [ma  -^  m  a)g sin ^  =  ü. 

Aber  es  ist  d8  =  ad&,  d8'=ad&,  mithin 

d^& 

ein  Besultat,  welches  zeigt,  dass  der  Stab  isochron  schwingen  wird  mit 

einem  vollkommenen  Pendel  von  der  Länge 

ma^  -\-m  a  * 

ma  •+-  rn  a 
Walton,  p.  411. 

2.  Zwei  schwere  Punkte  sind  an  den  Enden  eines  undehnbaren 
Fadens  befestigt,  welcher  über  eine  glatte  Bolle  in  dem  gemeinsamen  Qipfel 
zweier  geneigter  Ebenen  läuft,  und  bewegen  sich  infolge  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  auf  diesen  Ebenen.  Welches  ist  die  Bewegung  der  Punkte 
und  die  Spannung  des  Fadens? 

Es  seien  ni^m  die  Massen  der  zwei  Punkte,  a,a  die  Horizontal- 
neigungen der  beiden  Ebenen,  w,w'  die  Abstände  der  Punkte  von  dem 
gemeinschaftlichen  Gipfel  der  Ebenen  zur  Zeit  t  Die  die  schweren  Punkte 
die  Ebenen  herunter  beschleunigenden  Kräfte  sind  m  g  sin  a,  m  g  ein  a\  die 

d^  X         d^  x' 
in  denselben  Bichtungen  wirkenden  Effektivkräfte  w--^,    m'— j-»   resp. 
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Daher  ist  f&r  das  Ol^ichgewicht  der  gegebenen  Kräfte  und  der  Effektiv-* 
kräffce 

ff{mstna  —  m  €tna)  =  m-^^^- —  m  -j^-  (1) 

Bezeichnen  wir  nun  mit  c  die  konstante  Länge  des  Fadens,  so  ist 

Folglich  erhalten  wir  mittelst  der  Relation  (1) 

d^x 
(m  -f-  rn)  -,  ^  =  g  (m 8in  a  —  rn  sin  a).  (2) 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  gemeinsame  Acceleration   der  zwei  mate- 
riellen Punkte  in  der  Richtung,   in  welcher  x  wächst.    Würde  der  Aus- 

d^x 
druck   für   -,-^    negativ  sein,   so  würde  x  abnehmen  und  x'  wachsen. 
dt^       ^ 


m  sin  a  —  m  sin  ce 


Setzen  wir  g -, =  ö,  dann  ist 

m  -k-  vn 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

dt  Z 

Ist  beim  Beginn  der  Bewegung  a?=a?o,  t~  =  ^o»  ^  =  0,   dann  sind  die 

d  t 

Integrationskonstanten  C=  voi  D  =  xo^  und  bekommen  wir  mit  Rücksicht 

,       -    ,         ,  d^x'  d^  X    .  , 

darauf,  dass  a?  =  c  —  a?,  -^-^  =  —  -5-^  ist, 

^~  =  v  =  vo-hGt,        —  =  t?  =  ^  (v,  4-  Gt). 

a?  =  a'o  -f-  vo  ^  +  ö  -p-  —  c  —  x\ 

Die  Bewegung  der  beiden  materiellen  Punkte  ist  mithin  so  beschaffen, 
dass  sie  für  den  einen  derselben  eine  gleichförmig  beschleunigte  seine  ge- 
neigte Ebene  abwärts,  für  den  anderen  eine  eben  solche  söine  Ebene  auf- 
wärts ist.     Soll  die  Bewegung  der  beiden  Punkte  eine  gleichförmige  sein» 

dann  haben  wir  die  Bedingung  -^-^  =  —  -r-y  =  0,  indem  in  diesem  Falle 

dt  dt 

^  CS  d  X 

TT  = r-=  öiner  Konstanten  sein  muss.     Dieses  tritt  ein,  wenn  die 

dt  dt 

Massen  der  materiellen   Punkte  in  der  Beziehung  stehen,  dass  msina 

—  msin  a'  =  0 ,   oder  mun  =  sin  «':  sin  a.     Bezeichnet  T  die  Spannung 
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des  Fadens,  so  erhalten  wir  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  T,  mgsinct 
und  der  Eflfektivkraft  m-  -^  an  der  Masse  m,  indem  wir  die  letztere  eut- 
gegengesetzt  ihrer  eigenen  Richtung  zu  nehmen  haben, 

T=m{gBtna^-^y 

also  mit  (2)  T  =  ""'"^  ^,  («m  «  +  sin  d). 

Demnach  ergiebt  sich,  dass  die  Spannung  des  Fadens  während  der  ganzen 
Bewegung  konstant  ist. 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  der  Spezialfall,  wo  «  =  a'  =  -^» 

also  jede  der  beiden  Ebenen  vertikal  ist,  die  wir  uns  dann  ganz  fort  denken 
können.  Wir  kommen  dadurch  auf  die  Bewegung  der  Adwoot^schen 
Fallmaschine,    Es  ist  hier,  ohne  Berücksichtigung  der  Beibungs widerstände 

(f^  X         m  —  m  (P  a?'  m  —  m  , 

am  —  ?n' .«  ,  -,      2  m  m'  a 

di  m-\-  m  m  +  m 

Gewöhnlich  wird  m :  m'  =  7 : 8  gewählt,  so  dass  die  effektive  Beschleuni- 
gung gleich  Y=ff  wird. 

Poisson,  Tratte  de  M^canique,  Tom.  II,  p.  12. 

3.  Auf  einer  horizontalen  Welle  befindet  sich  eine  zu  ihrer  Aie 
senkrechte  vertikale  Ereisscheibe.  Um  Bad  und  WeUe  sind  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  gewichtslose  Fäden  gewunden,  deren  freie  Enden 
Gewichte  tragen.  Welches  ist  die  Bewegung  der  Gewichte  und  die  Span- 
nung der  Fäden? 

Lasse  bezeichnen  a,  a  die  Halbmesser  von  Bad  und  Welle,  m.  rn 
die  Massen  der  von  denselben  herabhängenden  Körper,  s  den  am  Ende 
der  Zeit  t  von  einem  Massenelemente  ju  der  Masse  des  Kades  und  der  Welle 
beschriebenen  Bogen,  dessen  Abstand  von  der  Botationsaxe  r  sein  möge, 
Xj  X  die  Vertikaldistanzen  der  Massen  m,  m  unter  der  horizontalen  Ebene 
durch  die  Axe. 

Das  resultierende  Moment  der  antreibenden  Kräfte  um  die  Botations- 
axe ist  mag  — mag  und  dasjenige  der  EflFektivkräfte,  genommen  in  der- 
selben Bichtung, 

d^  X         ,  ,d?  X       ^  /-      d^  s\ 


m 
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Folglich  ist  durch  das  Prinzip  von  D'Alembert 

Stellt  &  den  ganzen  Winkel  dar,  um  welchen  das  Rad  und  die  Welle 
in  der  Zeit  t  sich  gedreht  haben,  sind  &,  b'  die  Anfangswerte  von  o?,  a\ 
dann  ist  offenbar 

,    ,  ,  d^a:         (PS'  cPx  ,cPe 

und  demnach  i^."  = « 7^'  dT"  =  "  ^  d^^'  *  <^^ 

Auch  ist  es  augenscheinlich,  dass  «  =  r^,  mithin 

wo  Jf  A*^  das  Trägheitsmoment  von  Bad  und  Welle  zusammen  für  die 
ßotationsaxe  bedeutet. 

Jetzt  bekommen  wir  mit  (1),  (2),  (3) 

Cv  t 

und  daher,  wenn  das  System  zur  Zeit  ^  =  0  keine  Bewegung  besitzt, 

1/  / 
^         ma — tn  a 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Winkelbewegung  des  Systemes  eine  gleich- 
förmig beschleunigte  ist. 

Bezeichnet  noch  T  die  Spannung  des  Fadens,  welcher  die  Masse  m, 
T  diejenige  des  Fadens,  welcher  die  Masse  m  trägt,  so  erhalten  wir 

was  zeigt,  dass  diese  Spannungen  während  der  ganzen  Bewegung  des 
Systemes  unveränderlich  sind. 

Walton,  p.  413. 

4.  Ein  dünner,  gleichförmiger  Stab  ÄJB  (Fig.  70,  S.  200)  gleitet 
zwischen  dem  vertikalen  Stabe  0£ Fund  dem  horizontalen  Stabe  OAX 
herunter,  an  welche  Stäbe  er  durch  kleine  Binge  bei  A  und  B  gefesselt 
ist  Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  AB  für  eine  be- 
liebige seiner  Lagen? 

Es  bezeichne  X  den  Druck  von  O  Y  auf  ^  B,  F  denjenigen  von 
OX  ^  ABy  m  die  Masse  eines  Längenelementes  äs  des  Stabes  AB 
beiP.    Femer  sei  PJf JL O^,  OJf=:Ä?,  PM=y,  AB^a,  2^,0 AB 

=  *,  AP  =  8. 
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Die  bewegenden  Kräfte  an  dem  Massenelemente  m  sind  die  gegebene 


Kraft  mg    parallel   OY,    die  Eflfektivkräfte*  m 


cP 


X 


dt^ 


m  -j~  parallel  zu  OX,  O  Y.     Behalten  wir  die  Rich- 
at" 

cP  CG         d^  ti 

tungen  von  w^-ty'  '"^'T^    ^^   ^®^    ^^^    sie  in   der 

Figur  angegeben  sind  und  sehen  wir  dieselben  Grössen 
als  für  alle  materiellen  Punkte    des  Stabes  AB  ge- 

Figur  70.  o 

geben  an ,  dann  befriedigt  das  Kräftesystem  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes.   Polglich  müssen  wir  haben 


(1) 


^d^dt^-^ 


9)  =  Y, 


(2> 


2^m r   -f  +  g\x—m ^  .f  y|  +  Xaain »—Yacoa»  =  0.       (3> 

Bezeichnet  nun  ju  die  Masse  einer  Längeneinheit  des  Stabes,  dann  ist 
m  =  /jida,  auch  haben  wir  a;  =  (a  —  s)  cos  &,  y  =  e  sin  &.,  daher 

/■    d^  x\  /*"  d*  1  d* 


d^ 

'dt^''^^ 


apy 


2{mgx)  =  fig  C08&/    (a  —  s)  d 8  =^  -^ ii g  a^  cos d^. 

Stellt  noch  M  die  Masse  des  ganzen  Stabes  AB  dar,   dann  gehen  mit 
den  soeben  gefundenen  Werten  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  über  in 


d^ 
di^' 


X^  \Mafj^cos^,     (4) 


y  = 


=  3/(, 


1     d^ 

2  "*(?<« 


Bin  &\  f    (5> 


1  d^d-       1 

-^  Ma   7  «  4-  ;r  ^i  ff  cos  0-  +  A'^m  0-  —  Ycoa  vA  =  0. 
o  dt^         £i 


(6> 


Eliminieren  wir  zwischen  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  die  Grössen  X^  Yy 
dann  gelangen  wir  zu 


d^d^  Sg 

dt^  za 


(7> 


und  giebt  die  Integration  dieser  Relation,   wenn  a  den  Anfangswert  von 
&  bedeutet, 
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(d  xh\^  QO/     ,  .        r.\  9 


(8> 


dasjenige  ftesultat,  welches  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  ftir  irgend 

eine  seiner  Lagen  bestimmt.     Durch  die  Gleichungen  (4),  (5),  (7),  (8) 

bekommen  wir  noch  die  Reaktionen  in  den  Stützpunkten  B,  A  des  Stabes, 

nämlich 

3 

jr=  -T-  Mg  008  &  (3  sin  &  —  2  sin  a) 

Y=zMffl^  —  -^(28ma8in&-h8in^»)\' 
Walton,  p.  415. 

5.  Ein  gleichf)^rmiger ,  schwerer  Stab  OA  besitzt  die  Freiheit  in 
einer  vertikalen  Ebene  um  eine  horizontale  Axe  durch  den  Endpunkt  O 
zu  schwingen,  und  fällt  aus  einer  horizontalen  Lage.  Wie  gross  ist  der 
Winkel  zwischen  der  Sichtung  des  Stabes  und  der  Richtung  des  Druckes 
fOr  eine  beliebige  Lage  des  Stabes? 

Es  seien  OJT,  OY  (Fig.  71)  die  Coordinatenaxen  in  der  Oscillations- 

JL      ebene,  O  JIT  horizontal ,  OY  vertikal,   die  dritte  Coor- 

dinatenaxe  O  Z  ist  dann  senkrecht  auf  der  Coordinaten- 

ebene  XOY^  sie  fällt  mit  der  Drehaxe  zusammen. 

Femer  seien  {7,  Y  die  Gomponenten  der  Reaktion  der 

Axe  O  Z  auf  den  Stab  in  den  Richtungen  O  X^  OY^ 

und  es  sei  q  =  der  konstanten  Dichtigkeit  des  Stabes, 

Fi^Tir  71.  X  =   seiner  Schnittfläche  senkrecht  zu  seiner  Länge, 

P  ein  beliebiger  Punkt  in  OA,  PM±OX,  PM=y,  OM=x,  OP=r, 

OA  =  a,  2iA0X^(>, 

Damit  sind  nach  dem  Prinzipe  von  D'Alembert  die  Reaktionen  {7,  F, 
indem  wir  die  Kräfte  parallel  zu  den  Axen  O  X,  OY  zerlegen, 


dt 


2 


(1) 


und  dadurch,  dass  wir  Momente  um  die  Axe  0  Z  nehmen,  wird 
oder  ff£''^'-£\^K">'dt^-y^i^)\ 


(2) 


d^  x\\ 


Aber  die  Geometrie  sagt  uns,  dass 

x  =  rcos  ^, 
also 


y  =  r  sin  d-y 


(3) 
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dt  dt  dt^  \dtJ  dt* 

Mit  diesen  Werten  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in 

=  -2-a«x,|.o.^(^)4-«n^-^l,  (4) 

F=x(>a^-hYa2x(»{«en;>(^^J  -<:o8&-^^\  (5) 

Ferner  giebt  die  Gleichung  (8),  wenn  wir  daselbst  ffir  a;  und  y  die  Werte 
in  Ausdrücken  von  r  und  &  substituieren. 


und  daher 

Ja 

Indem  wir  nun  hier  mit  2  -7-  multiplizieren ,  integrieren  und  nicht  ver- 

Cv  t 

d& 
gessen,  dass  ^  =  0,  wenn  — -  =  0  ist,  bekommen  wir 

dt 

I  ^r-  )  =  -^  sind-, 
\dtJ         a 

Jetzt  führen  wir  für  -7-  und  — -^  in  (4)  und  (5)  die  soeben  erhaltenen 

dt  dt 

Werte  ein,  womit  sich  ergiebt 

3  1 

U=^  -T^xgag sind' cos d^,  F=  —xQag(\Q  —  ^cos^d). 

Diese  zwei  Gleichungen  sagen  uns,  dass 

5  1 

Ucosd'-^  Vsind'=  -^xQagsind',     Vcos& —  Usind=  -j-xQagcosd', 

Aber  ücosd-h  Vsttid-  und  Vcosd — Usrnd  sind  die  Gomponenten  der 
Reaktion  der  Axe  O  Z  parallel  und  senkrecht  zu  0  ^ ,  daher  haben  wir, 
wenn  tp  die  Neigung  der  Richtung  der  resultierenden  Reaktion  zu  der 
Linie  OA  bedeutet, 

Walton,  p.  416. 
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6.  Eine  Eette  von  homogener  Beschaffenheit  gleitet  ohne  Beibung 
auf  zwei  geneigten,  sich  in  einer  horizontalen  Linie  schneidenden  Ebenen 
und  bleibt  dabei  stets  in  einer  zu  dieser  Schnittlinie  senkrechten  Ebene. 
Welches  ist  die  Bewegung  der  Kette? 

Es  sei  l  die  unveränderUche  Länge  der  Kette,  m  die  Masse  ihrer 

Längeneinheit,  x  die  Länge  des  Kettenstückes  auf  der  ersten,  x  diejenige 

des  KettenstOckes  auf  der  zweiten  geneigten  Ebene  zu  der  Zeit  ^,  a  die 

Horizontabeigung  der  ersten,  tx   diejenige  dör  zweiten  Ebene. 

'  Die  gegebene  geometrische  Belation  für  die  Kettenstücklängen  ist 

,      ,  .,       dx      Sx'      ^        d^x      i^x'      ^       ^-. 

x  +  x=U       womit       -^  +  -^  =  0,       ^  +  7^  =  0.      (1) 

Die  Massen  der  beiden  Teile  der  Kette  sind  mo?,  mx\  ihre  Gewichte 

mgx^  mgx\    die  Gomponenten   der  letzteren  in  den   Richtungen   der 

d^x 
schiefen  Ebenen  mgxsina^  mgx  8ina\  und  die  effektiven  Kräfte  mx-y-^ 

mx'  —-^^  so  dass  nach  D'Alembert's  Prinzip,   wenn  wir  gleich  den  ge- 

meinschaftlichen  Faktor  m  weglassen, 

g  ix  Bin  aSx  -{-  X  sin  a  dx)=^  x  -r-^  ix  +  x  -r-^  8  x,  (2) 

dt^  dt^ 

oder  mit  (1),  weil  äx'=  —  dx, 

/     .  ,   .     ,.         d^oß        ,d?x 

g \x 8in a  —  x  sina)  =  x -5-5  —  x  -r-^  1 
^  dt^  dt^ 

j       .,   -  ,      y  dC^x  d'x 

und  weil  ferner  x  =■  l  —  x,  -=-^  =  — —5 ' 

dt^  dv 

glxaina  —  {l  —  x)8ina\  =  {ä?  +  (Z  —  ^)\~j~%' 

d^oc       gi      .  .         A    •      'I 

-r-g  =  j^.xama  -i-  (x  —  /) ein a  >» 

j  d!^x      g ,  ,  ./vi  Isina       \ 

oder  :p7r  =  V  (*2w a-^eina^Kx : ; — 7>- 

ar        l  '         aina-^-  Bina^ 

Schreiben  wir  hier  zur  Abkürzung4-(«ma4-«/na')=a*,  x ; 7—,^yy 

L  sina-hstna 

Vv  X       dkii 

also  — j-  =  -r^>  so  erscheint  die  einfache  Differentialgleichung 


d^y 


^2 


(^^y^ 


dt^ 

deren  Integration  giebt 

und  wenn  wir  hier  den  Wert  von  y  substituieren,  so  kommt 

,      -r^        *  Isina 

x=Ae''^-^B  €-''*+  ~ . — >• 

«m  a  -H  8in  a 
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Die  Integrationskonstanten  A  und  B  bestimmen  sich  durch  die  Anfangs- 

d  cc 

werte  von  x  und  -^  »  welche ,  |wenn  diese  Werte  mit  c^o  und  v^  bezeich- 

dt 

net  werden  und  anfangs  ^  =  0  ist,  sich  aus  den  Relationen  ergeben 

^  Isina  .  .       _, 

a?o  =^A  -h  B  -\-  — : — >»  t'o  =a{A—  B). 

stn  a  H~  sin  a 

Die  beschleunigende  Kraft  wird  gleich  Null,  wenn 

Isina  ,  ,  Isina 


X 


oder     X  = 


stn  a  4-  8in  a  sin  a  •+•  sin  a 

d.  h.  wenn  x\x=^8ind\sina^  folglich  wenn  die  Längen  a:  und  x'  sich 
umgekehrt  wie  die  Sinuse  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  verhalten. 
Besitzt  die  Kette  gleich  anfangs  eine  solche  Lage  und  wirkt  nur  die 
Schwerkraft,  dann  tritt  keine  Bewegung  der  Kette  ein. 

Duhamel,  Goors  de  Mäcanique.    Deaxidme  Partie,  p.  82. 

7,  Ein  kleiner  EOrper  hängt  von  einem  festen  Punkte  mittelst  eines  gewichts- 
losen Fadens  herab  und  wird  von  einem  Eraftcentrum  angezogen,  dessen  Entfernung 
im  Vergleich  zur  Länge  des  Fadens  sehr  gross  ist.  Wenn  die  Zeit  einer  kleinen 
Schwingung  proportional  dem  Abstände  ist,  um  welchen  der  anziehende  Punkt  verrückt 
wird,  zu  l>estimmen  das  Gesetz  der  anziehenden  Kraft. 

Die  anziehende  Kraft  ändert  sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung. 

8.  Eine  unausdehnbare  Kette  von  gleichförmiger  Dichtigkeit  bewegt  sich  auf 
zwei  geneigten  Ebenen,  die  Bücken  an  Rücken  gestellt  sind.  Zu  finden  ihre  Spannung 
in  einem  beliebigen  Punkte,  ihre  grOsste  Spannung  in  dem  gemeinschaftlichen  Gipfel 
der  Ebenen  und  zu  bestimmen,  ob  letztere  grosser  oder  kleiner  als  die  Spannung  in 
dem  nämlichen  Punkte,  wenn  Gleichgewicht  ist. 

Es  bezeichne  l  die  ganze  Länge  der  Kette,  m  die  Masse  einer  Einheit  ihrer 
Länge,  «,  a'  die  Horizontalneigungen  der  KettenstQcke  CP^  CP'.  Es  sei  CP^szVy 
r  =  der  Spannung  in  einem  beliebipren  Punkt  E  von  CP^  CE  =  x.  Damit  wird  ge- 
funden werden 


T=^—f{r^x)(l^r)  (sin  a  4-  «n«'), 


als  grOsste  Spannung  in  dem  gemeinschaftlichen  Gipfel 

2  w^  2  (stn  a  -¥■  sin  a) 
eine  kleinere  Grosse,  als  wenn  hier  Gleichgewicht  ist,  es  sei  denn  a  =  a, 

9.  Eine  enge,  glatte,  halbkreisförmige  Rohre  ist  in  einer  vertikalen  Ebene  so 
befestigt,  dass  ihr  Scheitel  der  höchste  Punkt.  Durch  sie  läuft  ein  schwerer,  voll- 
kommen biegsamer  Faden  und  hängt  in  Ruhe.  Der  Faden  wird  an  dem  einen  Ende 
der  Rohre  abgeschnitten.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  der  längere  Teil 
des  Fadens  erhalten  haben  wird,  wenn  er  eben  die  ROhre  verläset. 

Wenn  a  den  Radius  des  Halbkreises,  l  die  Länge  des  grosseren  Falcnstückes 
bezeichnet,  dann  ist  das  Quadrat  der  verlangten  Geschwindigkeit  gleich 


a^{  2«  —  j(«2  -  4)  } 
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10.  Zwei  materielle,  durch  einen  starren  unwägbaren  Stab  fest  mit  einander 
yerbondene  Punkte  sind  genötigt  sich  entlang  zweier  Kinnen  OXt  OY  reep.  zu  be- 
wegen, die  erstere  ist  horizontal,  die  letztere  vertikal.  Die  Punkte  sind  in  irgend  eine 
bestimmte  Lage  gebracht  und  das  System  falle  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft. 
Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  in  irgend  einer  Lage  seines  Fallens? 
Wie  gross  sind  die  Pressungen  auf  die  Binnen? 

Es  bezeichne  ^  die  Horizontalneigung  des  Stabes  zu  einer  beliebigen  Zeit,  a>  die 
entsprechende  Winkelgeschwindigkeit,  a  den  Anfangswert  von  &j  l  die  L&nge  des 
Stabes.  X,  Y  seien  die  Pressungen  auf  die  Binnen  0  F,  OX,  resp ,  m,  m'  die  Massen 
der  materiellen  Punkte  in  der  horizontalen  und  der  vertikalen  Binne  resp.  Damit 
«Tgiebt  sich 


"YW/, 


8ina  —  sin& 


X  =  7 o  ^  .     / — s-:rrö  (  sin  &  (m  sirfi  &  -f-  wi'  co8^  ^)  —  2  m'  (sina  —  sin  &)  \ , 

(wsm2^-f-w  cos2^)2 1  >^  ^  ^  n 

7-10.    Walton,  p.  418—420. 


Viertes  Kapitel. 

Dynamische  Prinzipe. 

Erste  Abteilung. 
Lebendige   Kraft. 

Der  Ausdruck  „Vis  Viva",  «lebendige  Kraft*  wurde  zuerst  von  Leibnitz  in  die 
Sprache  der  Mechanik  durch  einen  in  den  Acta  Eruditorum  für  das  Jahr  1695  ver. 
Offen tlichten  Aufsatz  eingeführt,  welcher  den  Titel  trägt:  „Specimen  dynamicum  pro 
admirandis  naturae  legibus  circa  corporum  vires  et  mutuas  actiones  de  tegendis  et  ad  suas 
causas  revocandis**,  wodurch  der  Verfasser  beabsichtigte,  die  Kraft  eines  thats&chlich 
sich  bewegenden  Körpers  zu  bezeichnen,  die  auch  „Vis  Motrix'^  oder  „bewegende  Kraft '^ 
genannt  wurde,  zur  Auszeichnung  von  dem  statischen  Drucke  eines  Körpers  gegen  ein 
festes  Hindernis,  welcher  nur  die  Neigung  hat,  eine  Bewegung  hervorzurufen,  und 
nannte  er  die  statische  Kraft  eines  Körpers  „Vis  Mortua'  oder  „tote  Kraft*.  Leibnitz 
behauptete,  der  von  den  Cartesianern  üherlieferten  Lehre  widersprechend,  dass  das 
richtige  Mass  der  „Vis  Viva*  oder  „bewegenden  Kraft*  eines  Körpers  das  Produkt  aus 
seiner  Masse  und  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  sei,  dagegen  war  das  von  den 
Schülern  des  Descartes  adoptierte  Mass  dasselbe  wie  dasjenige  der  Bewegnngsgrösse, 
nämlich  das  Produkt  aus  der  Masse  und  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  des 
Körpers.  Diese  Meinungsverschiedenheit  in  Beziehung  auf  die  Schätzung  der  leben- 
digen Kraft  gab  zu  einem  der  merkwürdigsten  Streite  in  den  philosophischen  Annalen 
Veranlassung ;  beinahe  alle  Mathematiker  Europas  ordneten  sich  schliesslich  als  Partei- 
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ganger  und  schlössen  sich  entweder  der  Lehre  Ton  Descartes  oder  derjenigen  Ton 
Leibnitz  an.  Unter  den  Anhängern  von  Leibnitz  können  genannt  werden :  Johann  nnd 
Daniel  Bernonlli,  Poleni,  WolfP»  'sGravesande ,  Camns,  Moschenbroek,  Papin,  Hermann, 
Baifinger,  Eoenig  und  eventnell  Madame  du  Chfttelet;  während  auf  der  anderen  Seite 
namhaft  zn  machen  sind:  Maclaurin,  Olarke,  Stirling,  Desagnliers,  Catalan,  Bobins, 
Mairan  und  Voltaire.  Die  Vis  Motrix  oder  —  wie  Leibnitz  sich  aasdrflckte  —  die 
Vis  Viva  eines  sich  bewegenden  E(}rpers  wurde  als  eine  dem  EOrper  innewohnende 
Kraft  angesehen,  durch  welche  er  im  Stande  ist,  einen  gewissen  Betrag  von  Widerstand 
zu  bewältigen,  ehe  er  seine  ganze  Geschwindigkeit  verliert.  Die  Frage  reduziert  sich 
also  auf  die  Bestimmung  eines  geeigneten  Masses  fflr  diesen  Betrag  von  Widerstand, 
zu  welchem  die  bewegende  Eraft  proportional  gedacht  wurde.  Leibnitz  betrachtete  das 
Brodukt  aus  der  Masse  des  EOrpers  und  seinem  Wege,  welchen  er  zurücklegen  muss 
unter  der  Wirkung  einer  gegebenen  yerzOgemden  Eraft,  um  seine  ganze  Geschwindigkeit 
zu  verlieren,  als  das  richtige  Mass  des  zur  Zerstörung  der  Bewegung  aufzuwendenden 
Widerstandes  und  daher  als  einen  richtigen  Vertreter  der  Vis  Motrix  oder  Vis  Viva 
des  Körpers.  Nun  ist  nach  der  Theorie  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung 
mv'^  =  2ing>s,  wenn  m  die  Masse  des  EOrpers  nnd  8  seinen  Weg  bezeichnet,  welchen 
er  unter  der  Wirkung  einer  konstanten  Verzögerung  9>  zurücklegen  muss,  um  seine 
ganze  Geschwindigkeit  zu  verlieren.  Folglich  ist  es  klar,  dass  nach  der  Lehre  von 
Leibnitz  mv^  die  lebendige  Ejraft  des  EOrpers  repräsentiert.  Auf  der  anderen  Seite 
schätzten  die  Gartesianer  den  ganzen  zur  Vernichtung  der  Geschwindigkeit  des  Körpers 
erforderlichen  Widerstand  durch  das  Produkt  aus  der  Masse  des  Körpers  und  der 
ganzen  Zeit  der  Wirkung  der  gegebenen  verzögernden  Kraft;  daher  würde  aus  der 
Formel  mv:=fng>t  folgen,  dass  mv  das  eigentliche  Mass  der  Vis  Motrix  oder,  in  der 
Sprache  von  Leibnitz,  der  Vis  Viva  sei  Der  denkwürdige  Streit  über  die  lebendige 
Kraft,  welcher  innerhalb  eines  Zeitraums  von  gegen  dreissig  Jahren  gewütet  hatte, 
wurde  endlich  durch  leuchtende  Bemerkungen  von  D'Alembert  in  der  Vorrede  zu  seiner 
Dynamik  zur  Buhe  gebracht,  welcher  erklärte,  dass  der  ganze  Streit  ein  blosser  Wortr 
streit  sei  und  in  keinem  möglichen  Zusammenhange  mit  den  Fundamentalprinzipien 
der  Mechanik  stehe.  Seit  der  Veröffentlichung  von  D'Alemberts  Werk  wird  der 
Ausdruck  ^lebendige  Kraft*  nur  gebraucht,  um  das  algebraische  Produkt  aus  der  Masse 
eines  sich  bewegenden  Körpers  und  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  zu  bezeichnen, 
während  die  Worte  ^ bewegende  Kraft*  allgemein  in  Gebrauch  gekommen  sind,  ent- 
sprechend der  von  Newton  in  den  Principia  gegebenen  Erklärung  in  der  Bedeutung 
des  Produktes  aus  der  Masse  eines  sich  bewegenden  Körpers  und  seiner  Beschleunigung, 
wobei  keine  phybikalische  Theorie  in  diesen  Definitionen  enthalten  ist,  was  auch  die 
absolute  Beschaffenheit  der  Kraft  sein  mag.  Zur  weiteren  Information  bezüglich  des 
Streites  über  die  lebendige  Kraft  wird  der  Leser  verwiesen  auf:  Montucula,  Histoire 
des  Mathämatiques,  Tome  III ;  Huttons  Mathematical  Dictionary  unter  dem  Worte  , Force* 
und  Whewells  EUstory  of  tbe  Inductive  Sciences. 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  ist  in  dem  folgenden  Satze 
enthalten:  ,Wenn  ein  System  materieller  Punkte,  von  welchen  eine  beliebige  Anzahl 
starr  mit  einander  verbunden  sind,  sich  aus  einer  Lage  in  eine  andere  entweder  mit 
oder  ohne  Zwang  unter  der  Wirkung  endlicher  accelerierender  äusserer  oder  innerer 
Kräfte  bewegt,  dann  ist  die  Änderung  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen  Systemes  un> 
abhängig  von  den  Wirkungen  der  materiellen  Punkte,  die  aus  ihren  gleichzeitigen  Ver- 
bindungen  entspringen,  und  ist  gleich  der  Summe  der  Änderungen,  welche  hervor- 
gebracht würden  durch  die  lebendigen  Kräfte  der  materiellen  Punkte,  wenn  sich  jeder 
derselben  unverbunden  aus  seiner  ursprünglichen  in  seine  neue  Lage  durch  eine  dünne. 
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glatte,  feste  Rohre  unter  der  Wirkung  der  n&mlichen  accelerierenden  Kräfte  bewege» 
würde,  welchen  er  in  dem  wirklichen  Bewegnngsznstande  unterworfen  ist.* 

Dieses  Prinzip  rüstet  uns  augenblicklich  mit  einem  ersten  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  aus,  was  häufig  von  grossem  Nutzen  ist,  besonders  wenn 
die  Coordinaten  der  Lage  des  sich  bewegenden  Systemes  nur  eine  unabhängige  Ver- 
änderliche enthalten,  wie  in  dem  Probleme  des  Schwingungsmittelpunktes,  wenn  daa 
Prinzip  für  die  vollständige  Bestimmung  der  Bewegung  genügend  ist. 

Das  Ton  Hujghens  bei  seinen  Untersuchungen  des  Problemes  des  Schwingungs- 
mittelpunktes  zugrunde  gelegte  Prinzip  besteht  unter  einer  indirekten  Gestalt  aus 
einem  besonderen  Falle  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  (Horolog. 
Oscillator.,  p.  126.)  Johann  Bemoolli  (Opera,  passim.)  war  indessen  der  erste,  welcher 
die  Theorie  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  erläuterte,  welchen  Namen  er  dem 
Prinzipe  als  einem  allgemeinen  Naturgesetze  gab,  und  Ton  dem  er  dasjenige  von 
Hujghens  als  einen  besonderen  Fall  ableitete.  Daniel  Bernoulli  dehnte  später  die  An- 
wendung des  Prinzipes  auf  die  Bewegung  von  KOrpem  aus,  welche  gegenseitiger  Attrak- 
tion unterworfen  sind,  oder  durch  feste  Centren  mit  Kräften  angezogen  werden,  die 
irgend  welchen  Funktionen  ihrer  Abstände  von  diesen  Centren  proportional  sind.  (M^- 
moires  de  FAcadämie  des  Sciences  de  Berlin,  1748.)  D'Alembert  gab  zuerst  eine 
Demonstration  dieses  Prinzipes  in  besonderen  Fällen  mittelst  seines  allgemeinen  dyna- 
mischen Prinzipes  und  es  war  offenbar  dieselbe  Beweismethode  von  allgemeiner  An- 
wendbarkeit.   (Tratte  de  Dynamique,  Seconde  Partie,  chap.  II,  p.  252.) 

Wenn  m  die  Masse  und  v  die  Geschwindigkeit  eines  materiellen  Punktes  eine» 
Systemes  bezeichnet,  so  wird  JS{fnv^)  von  Leibnitz  die  lebendige  Kraft  des  Systemes 
genannt,  wogegen  damit  Young  seine  Energie  bezeichnet.    (Lectures  on  Natural  Philo- 

sophy,  1807,  VoL  I,  p.  78,  Vol.  II,  p.  52.)    Rankine  gab  dem  Ausdrucke  -^Simv^} 

den  Namen  «wirkliche  Energie*,  welcher  auch  die  , mechanische  Arbeit**  genannt  wird^ 
um  ihn  zu  unterscheiden  von  der  , Potentialenergie,'*  eine  von  ihm  ersonnene  Benennung, 
um  den  Betrag  von  Arbeit  zu  bezeichnen,  welche  die  wechselseitigen  Kräfte  des  Systemes 
während  seines  Überganges  aus  irgend  einer  anfänglichen  Configuration  zu  der  Configu- 
ration  irgend  eines  folgenden  Zeitabschnittes  ist.  (Edinburgh,  New  Philosophical  Journal,. 
1855,  Vol.  II,  p.  120.)  Was  Bankine  «wirkliche  Energie*  genannt  hat,  ist  von  Thomson 
^dynamische  Energie"  (Edinburgh,  New  Philosophical  Journal.  1855,  Vol.  I,  p.  90),  you 
Thomson  und  Tait  »kinetische  Energie*  (Treatise  on  Natural  Philosophy,  Vol.  h 
p.  168)  genannt  worden.  Was  Kankine  mit  , Potentialenergie'  bezeichnete,  nannte 
Helmholtz  (Berlin,  1847,  übersetzt  in  Taylors  Scientific  Memoirs,  Feh.  1853)  die  „Summe 
der  Spannungen',  Thomson  ^statische  Energie*.  Die  Ausdrücke  „kinetische  Energie*^ 
und  ^Potentiajenergie*  sind  nun  gewöhnlich  adoptiert.  Über  den  Gegenstand  der 
Energie  kann  sich  der  Studierende  weiter  informieren  durch  Tyndall's  Heat  considered 
as  a  Mo  Je  of  Motion;  Balfour  Stewarts  Elementary  Treatise  on  Heat-,  Maxweir» 
Theory  of  Heat,  Tait*s  Thermodynamics. 


Erster  Abschnitt. 

Mechanische  Arbeit. 

L     Das  Produkt  ans  einer  konstanten  Kraft  P  und  dem  Wege  ^ 
ihres  AngriflFspunktes  in  der  Kraftrichtung  wird  die  , Arbeit*,  «mechanische 
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Arbeit",  , Leistung*'  der  Kraft  genannt,  so  dass,  wenn  L  die  Grösse  dieser 
Leistung  bezeichnet,  die  Fundamentalformel  für  die  Arbeit  einer  Kraft  ist 

L^Ps. 

Denken  wir  uns  die  Kraft  P  während  der  Zurücklegung  des  Weges  * 
veränderlich,  bezeichnen  mit  Jlf  die  Masse  des  durch  diese  Kraft  bewegten 
Körpers,  nennen  <p  seine  Beschleunigung,  v  seine  Geschwindigkeit,  dann 

ist,  weil  jetzt  Ipda  der  Ausdruck  für  die  während  des  Durchlaufens  des 

Weges  8  in  der  Kraftrichtung  verrichtete  Arbeit  sein  wird, 

vdv  P         .  ^         P  ^ 

-^— —  a)  =  -rr»      Oder      vdv  =  --a8^ 
ds  M  M 


fpd8=^Mfvdv=^^Mv^'\-  C. 


Ist  nun  vq  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  in  der  Kraftrichtnng 
schon  zu  Anfang  der  betrachteten  Bewegung  besitzt,  dann  haben  wir  ftir 

die  Integrationskonstante  C=  — -  ö^^'oi  ^^^  daher 


f' 


Pd«  =  -~Jf(t;2-vo^). 


Ebenso  ist,  wenn  durch  einen  veränderlichen  Widerstand  \\\  welcher  auf 
die  Länge  des  Weges  w  wirkt  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers 
von  V  auf  vo  herabsinkt,  die  Arbeit  des  Widerstandes 

fwdw=:^M{v^-vo^)  =  fpd.^. 

Mithin  haben  wir  (iBr  die  Arbeit  einer  Kraft  die  allgemeine  Gleichung 

L  =  fpd 8  =  ^  Miv^  -vo^). 

Der  Ausdruck  M{v^  —  vq^)  wird  nun  bekanntlich  lebendige  Kraft  genannt, 
so  dass  die  mechanische  Arbeit  eines  Körpers  gleich  seiner  halben  leben- 
digen Kraft  ist,  wobei  zu  beachten,  dass  die  Worte  ,  lebendige  Kraft*  als 
blosse  Bezeichnung  dienen,  denn  Arbeit  ist  keine  Kraft. 

1.  Welches  ist  die  zum  Aufziehen  einer  gemeinen  Jalousie  und 
eines  Vorhanges  aufzuwendende  Arbeit? 

Es  bezeichne  G  das  Gewicht  eines  jeden  Stabes  der  Jalousie,  a  den 
Abstand  zwischen  den  Axen  je  zweier  aufeinander  folgender  Stäbe,  n  die 
Zahl  der  Stäbe.    Damit  ist  die  erforderliche  Arbeit 

L  =  0{a-h2a-i-3a-i Hna),       L  = -n{n-hl)Oa. 

Ist  P  die  Summe  der  Gewichte  der  Stäbe  und  l  die  Höhe  des  Fensters, 
so  erhalten  wir,  weil  P=  nGy 
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^=10^-5^'- 


Mit  n  =  Qc  wird  die  Jalousie  mechanisch  dasselbe  wie  ein  Vorhang,  die 
Anzahl  der  Stäbe  ist  hier  unendlich  gross  und  das  Gewicht  eines  jeden 
Stabes  unangebbar  klein,  so  dass,  wenn  P  das  gauze  Gewicht  des  Vor- 
hanges und  l  seine  Länge  bezeichnet 

L  =  \PI. 

Bedenken  wir,  dass  das  Gewicht  einer  Länge  dx  des  Vorhanges  gleich 

p 

—  dx  ist,  so  erhalten  wir  auch  eleganter  für  die  zum  Hochziehen  desselben 

V 

erforderliche  Arbeit 

r^  p         p  r^  1 

i=/    yxdx=~j- j  xdx;      L  =  ^Pl. 
Walton,  p.  189. 

2.  An  einem  beliebig  gestalteten  Hebel  ÄBC^ 
gelegen  in  einer  Ebene  und  mit  der  Drehaxe 


durch  C  (Fig.  72),  suchen  zwei  Kräfte  P,  Q, 

deren  Richtungen  in  der  Ebene  des  Hebels  lie- 

Figxir  72.  ?®°'  ^^  entgegengesetzten  Richtungen  zu  drehen. 

Wann  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewichte? 
Die  Kräfte  P  und  Q  sind  sowohl  dann  im  Gleichgewichte,  wenn  der 
Hebel  in  Ruhe  ist,  als  auch  dann,  wenn  er  sich  mit  konstanter  Geschwindig- 
keit um  die  Axe  C  dreht.  Indem  wir  das  Letztere  annehmen,  die  Hebel- 
arme CD^  CE  der  beiden  Kräfte  mit  a,  b  bezeichnen,  den  in  der  Zeit  dt 
vom  Punkte  D  in  der  Richtung  D  P  zurückgelegten  Weg  d «,  den  in  der- 
selben Zeit  von  dem  Punkte  JE  in  der  Richtung  EQ  durchlaufenen  Weg 

d  Si  nennen,  ist  dei  =  -d  a.  Für  den  Gleichgewichtszustand  muss  nun  sein 

a 

Pds  —  Od^=0,  oder  Pds — Q-dÄ  =  0,  womit  sich  ergiebt 

a 

Pa  —  Ql>  =  0. 

Wenn  mehrere  Kräfte  Pi,P2» J^si--«  ^^^  Qi^Qi^Qs^-"  den  Hebel  in 
entgegengesetzten  Richtungen  zu  drehen  suchen,  so  haben  wir  offenbar  f&r 
das  rotatorische  Gleichgewicht 

2(Pa)''2{Qb)  =  0. 

3.     Welches  ist  die  Arbeitsgrösse  eines  Körpers,  die  derselbe  in  sich 
auMmmt,  wenn  er  frei  herabfällt? 

F.  Kraft,  ProbL  d.  »nalyt.  Mechanik.    II.  14 
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Es  sei  r  der  Erdhalbmesser,  h  die  Fallhöhe  des  Körpers  von  der 
Masse  m,  g  seine  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche,  x  seine  Fallhöhe 
nach  einer  beliebigen  Zeit  t^  g  die  entsprechende  Beschleunigung.  Damit 
sind  die  Gewichte  des  fallenden  Körpers  in  den  Abständen  r  und  r  4-  A  —  a? 
vom  Erdmittelpunkte  6f  =  m^,  und  ö'=m/.  Folglich  haben  wir  nach 
dem  Newton'schen  Gravitationsgesetze 

Die  auf  dem  Wegelemente  dx  verrichtete  Arbeit  ist,  da  wir  annehmen 
können,  dass  g  während  dieses  unendlich  kleinen  Weges  konstant  bleibt, 

imd  daher  die  gesamte  Arbeit  der  Schwere,  während  der  Körper  die  endliche 
Strecke  x  durchfällt, 

/,  J^if-^h  —  xY  J^{^T^h  —  xY 

um  die  Integration  ausführen  zu  können,  setzen  wir  r  -f-  A  •—  a?  =  -? ,  womit 
wir  bekommen 


k  r-+-  Ä  —  X      r-t- 


/•' dx —  ^  r 

Folglich  ist 

Jq   (r-4-A— a?)2  Vr  +  A  — a?      r4-Ay 

Die  Arbeit  für  den  ganzen  Fallraum  A  ist  mithin,  da  dann  in  dem  vor- 
stehenden Resultate  ^  =  A  zu  nehmen  ist, 

r  4-  A 
Wenn  der  Fallraum  A  im  Vergleich  zum  Erdhalbmesser  klein  ist,   kann 
in  dem  Nenner  des  Bruches  A  gegen  r  vernachlässigt  werden,  und  be- 
kommen wir  dadurch  für  die  gewöhnlichen  Fälle 

Z/  =  Gh  =  mgh. 

Ist  dagegen  r  gegen  A  verhältnismässig  klein,  wie  dieses  der  Fall,  wenn 
Meteorsteine  nach  der  Erde  sich  bewegen,  dann  kann  r  gegen  A  im  Nenner 
des  Bruches  vernachlässigt  werden,  und  ist  mithin  die  von  einem  solchen 
Meteoriten  aufgenommene  Arbeit 

L  =:  Gr  =  mgr, 

welche  er  beim  Aufschlagen  auf  die  Erdoberfläche  an  die  Erdmasse  ab- 
giebt.    Es  ist  daraus  ersichtlich ,  dass  kein  Körper  durch  die  blose  Wir- 
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koDg  der  Schwerkraft  eine  grössere  Arbeit  in  sich  aufnehmen  kann  als 
•diejenige,  welche  das  Produkt  aus  seinem  Gewichte  und  dem  Erdradius 
ist,  selbst  wenn  derselbe  aus  einer  unendlichen  Entfernung  gegen  die  Erde 
fallen  würde. 

Verwandelt  sich  z.  B.  die  Arbeit,  welche  ein  Meteor  beim  Herab- 

Or 

fallen  an  die  Erde  abgiebt,  in  Wärme,  dann  werden  in  diesem  Falle  -tttt 

424 

Wärmeeinheiten  entwickelt.     Wäre  nun  ö  =  1  Kilogramm  und  setzen  wir 

r  =  6375400  Meter,  so  würden  wir  eine  Wärmemenge   von  — jzr-. —  = 

424 

15086  Kalorien  erhalten,  d.  h.  so  viel  Wärme,  welche  193  Kilogramm 
Eis  schmelzen  könnte.  Würde  die  Masse  des  Meteors  diese  Wärmemenge 
allein  aufnehmen  und  seine  spezifische  Wärme  0,2  sein  (0,2  ist  die  spe- 
zifische Wärme  der  Steinmassen),  dann  würde  seine  Temperatur  auf 

0,ö 

=  75180  Centigrade  steigen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Erde 
durch  die  Verdichtung  vieler,  kleiner,  im  Welträume  zerstreuter  Massen 
entstanden  sei,  lässt  sich  auf  diesem  Wege  die  hohe  Temperatur  erklären^ 
in  welcher  sich  die  Erde  nach  dem  Ballungsakte  befunden  haben  muss. 

Aathenheimer,  Elementarbach  fQr  die  DifferentialrechiiaDg  &  c. 


4.  Bestimmung  der  lebendigen  Kraft  eines  homogenen  Cylinders, 
'welcher  sich  um  seine  Axe  dreht. 

Es  bezeichne  r  den  Halbmesser,  a  die  Länge,  v  die  Umfangsge- 
schwindigkeit, m  die  Masse  der  Volumeneinheit  des  Cylinders.  Legen  wir 
mit  den  Halbmessern  ^,  {c-\-daf  zwei  zur  Axe  koncentrische  Gylinder- 
ilächen  in  den  Gylinder,  so  schliessen  dieselben  eine  Schichte  von  der 
Dicke  da?,  der  Länge  a  und  dem  Umfange  27ra?  ein,  deren  Volumen 
2  7100  ad  OD  und  deren  Masse  2namxdx  ist.  Alle  Elemente  dieser 
Schichte  haben  gleiche  Rotationsgeschwindigkeit  v\  für  welche  die  Relation 

besteht  v'  :v=^xir,  so  dass  v  =  —  ist.    Daher  ist  die  lebendige  Kraft 

r 

v^  x^ 


-einer  solchen  Schichte  2namxdxv^  =^27iamxdx  — ^  - 1   und  mithin 
•die  ganze  lebendige  Kraft  des  Cylinders 

-/  x^dx=^-^namr^v'^=^  ^  Mv'^^ 


2namv^ 


r« 


wenn  M  die  ganze  Masse  des  Cylinders  bezeichnet. 
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Die  Arbeit,  welche  aufzuwenden  ist,  um  dem  Gylinder  die  Rotations* 
gesehwindigkeit  v  zu  erteilen,  ist  die  Hälfte  dieser  lebendigen  Kraft,, 
mithin 

4 

um  dem  Cylinder  eine  Translationsgeschwindigkeit  v  beizubringen,  haben 

wir  die  mechanische  Arbeit  -^  Jfv^  nötig,    folglich   ist  zur   Erzeugung^ 

einer  fortschreitenden  Bewegung  doppelt  so  viel  Arbeit  nötig,  als  zur  Her- 
vorbringung einer  Rotationsbewegung  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit 
am  Umfange  des  Cylinders. 

5.  Welches  ist  die  auf  die  Drehung  einer  homogenen  Kugel  um 
einen  ihrer  Diameter  als  Drehaxe  zu  verwendende  A/beit? 

Es  sei  r  der  Halbmesser,  v  die  Geschwindigkeit  des  Äquators  und 
m  die  Masse  der  Volumeneinheit  der  Kugel.  Legen  wir  längs  der  Dreh- 
axe einen  ebenen  Schnitt  durch  die  Kugel,  nehmen  die  Rotationsaxe  ala 
Axe  der  ^,  ihren  Mittelpunkt  als  Ursprung  der  Coordinaten,  so  ist  die 
Gleichung  des  Schnittkreises  a?*  +  y^  -_  ^2  Beschreiben  wir  ferner  mit 
den  Halbmessern  ^v*  y-^dy  zwei  zur  Axe  koncentrische  Cylinderfiächen 
im  Inneren  der  Kugel,  so  schliessen  dieselben  ein  Körperelement  von  der 
Dicke  dy  und  der  Länge  2^  ein;  der  Inhalt  dieses  Elementes  ist  2nydy/2.Xy 
seine  Masse  Amnyxdy.    Bezeichnet  v  die  Geschwindigkeit  dieser  Cylinder- 

schichte,  dann  ist  v  =v—  und  die  auf  das  Massenelement  zu  verwendende 

r 

Vi  2  Itt  TT  V 

Arbeit  ^mny xdy-^=i ^ — xy^dx.    Aber  esistydy= — xdxy 

also  auch  xy^dx  =  —  (r*  —  x^)  x^dx^  folglich  das  Arbeitselement 
= —  (r*a?*  —  Ä*)  d  X.    Daher  erhalten  wir  für  die  aufzuwendende 

T 

Arbeit 

Z,  = 2 — /    {r^x^  —  x^)dx\       Z/  =  Y^Ttmr^i;^  = -^  Jfi^ 

wenn  M  die  ganze  Masse  der  Kugel  bedeutet. 

Die  Arbeit,  welche  aufzuwenden  ist,  um  der  Kugel  die  translatoriscbe 

1  5 

Geschwindigkeit  v  zu  erteilen,  ist  Ü  =  -^  Mv^^  so  dass    L':L^=  -^r 

5 
d.  h.  die  letztere  Arbeit  ist  —  mal  grösser  als  die  für  die  Rotation  er- 

forderliche. 
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Die  Geschwifidigkeit  der  fortschreitendea  Bewegung  der  Erde  ist 
«twa  64mal  grösser  als  ihre  Botationsgeschwindigkeit  unter  dem  Äquator. 
Hätte  nun  die  Erde  überall  gleiche  Dichtigkeit,  so  würde  der  Translation 

-^  X  64*  =  10240  mal  mehr  lebendige  Kraft  entsprechen  als  der  Rotation. 


6.  Ein  elastischer  Faden  von  der  natürlichen  Länge  l  wird  gedehnt 
▼on  der  Länge  r  bis  zur  Länge  r .     Welches  ist  die  erforderliche  Arbeit? 

Bezeichnet  P  die  streckende  Kraft,  x  den  Querschnitt,  Ji  den  Elasti- 
zitätsmodulus  des  Materiales  des  Fadens,  x  die  Zunahme  der  Länge  des- 

selben,  dann  ist  nach  der  Erfahrung  P  =  X  —  x.    Erleidet  nun  die  Kraft 

P  eine  Änderung  d  P,  dann  erfährt  auch  der  Faden  eine  Längenänderung 

dx^  und  ist  daher  P -h  dP=^  X  —  (x  -h  dx).    Die  Arbeit  dieser  Kraft 

auf  dem  unendlich  kleinen  Wege  dx  ist 

{P-i'dP)dx  =  X^(x'^  dx)dx, 

oder,  wenn  wir  die  unendlich  kleinen  Grössen  der  zweiten  Ordnung  ver- 
nachlässigen, 

Pdx  =-  X-j-xdx. 

Mithin  ist  die  durch  die  spannende  Kraft  hervorgebrachte  Arbeit 

L=fpdx  =  Xjrxdx,         L=-X-^^(r^-r^). 

Wird  der  Faden  von  seiner  natürlichen  Länge  ab  um  eine  Strecke  a  ge- 
•dehnt,  welche  Längenänderung  der  Grenze  der  Elastizität  entsprechen  mag, 
-dann  ist  die  zu  dieser  Läugenänderung  erforderliche  Arbeit  offenbar 

L^X-j-J^xdx^X-^. 

Bezeichnet  nun  p  die  Kraft,  welche  der  Längenänderung  a  entspricht,  so 


ist  offenbar  p  =  X  —  *  folglich  o  =  ~-»  mithin 


1  1  Vx^' 


2 


L'=-pa  =  ^—^xL 
Es  ist  aber  —  die  Kraft,  welche  einen  Faden  von  dem  Querschnitte  Eins 

X 

um  die  Länge  a  ausdehnt,  x  l  sein  Volumen.     Folglich  ist  die  Arbeit  dem 
Quadrate  dieser  Kraft  und  dem  Volumen  des  Fadens  proportional. 

Dasselbe  gilt  auch  von  der  Ausdehnung  eines  prismatischen  Stabes. 
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7.  Welches  ist  die  zum  Hinaufziehen  eines  Körpers  über  eine  be* 
liebige  Cylinderfläche  mit  horizontaler  Generatrix  erforderliche  Arbeit? 

Der  Körper  bewege  sich  ohne  Eotation  längs  der  in  einer  vertikalen 
zur  Cylinderaxe  senkrechten  Ebene  liegenden  stetig  gekrümmten  Gurv& 
A  B  auf  der  Oberfläche  des  Cylinders  (Fig.  78).  Durch  A  legen  wir  in 
dieser  Ebene  die  rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  AX  und  AY  horizontal 

und  vertikal,  so  dass  o?,  y  die  Goordinaten  des 
Punktes  B  sind,  in  welchem  der  Körper  die 
Curve  berührt  und  in  welchem  der  Druck  auf 
die  Fläche  koncentriert  gedacht  werden  kann. 
Nun  sei  P  das  konstante  Gewicht  des  Körpers^ 
welches  in  seinem  Schwerpunkte  wirksam  ge* 
Figur  73.  dacht  ist,  II  der  ReibungscoefScient,  a  die  Nei- 

gung der  Tangente  im  Punkte  B  der  Bahn  zu  AX.  Zerlegen  wir  die 
Kraft  P  in  die  Componenten  Psina  und  Pcoea  parallel  und  senkrecht 
zu  der  Tangente  B  C  und  bezeichnen  mit  K  die  Kraft,  welche  den  Kör- 
per in  der  Richtung  CB  hinaufzuziehen  hat,  so  muss  offenbar  sein 

K  =  P  {sin  a  -\-  fi  cos  a). 

Bewegt  sich  nun  der  Körper  längs  des  Bogenelementes  ds^  dann  ist  die 
dazu  erforderliche  Kraft 

K  -\-  dK=  P\sin {a  — da) -h  fiCos{a  —  d a)l 

und  die  auf  dem  Wege  ds  zn  leistende  Arbeit 

{K-\'  dK)ds=P\sin{a  —  da)  -+-  ficos{a  —  da)\ds, 

oder,  indem  wir  die  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ordnung  als  der 
ersten  vernachlässigen, 

Kds  =  P(sin a  -h  fi cos a)  d s. 

Weil  aber  sinu=^-—f  cosa:=-j-'  so  ist  auch 

ds  ds 

Kds  =  P(dy  -h  fido)). 

In  dem  Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  sind  P  und  jtt 
konstant,  y  ist  eine  Funktion  von  a:;  integrieren  wir  daher  zwischen  den 
Grenzen  a?  =  0  und  a?  =  a?,  so  erhalten  wir  die  Arbeit,  welche  zur  Fort* 
bewegung  des  Körpers  längs  des  Weges  AB  erforderlich  ist,  nämlich 

L  =  f  Rds^Py-hfi  Pxy  L  =  Ks  =  P{y  -h  fi  x). 

Die  gesamte  Arbeit  besteht  sonach  aus  zwei  Teilen,  die  Arbeit  Py  ist 
erforderlich,  um  den  Körper  längs  der  Vertikalprojektion  der  Bahn  fort- 
zuschaffen, d.  i.  um  denselben  auf  die  Höhe  y  frei  zu  heben,  die  Arbeit 
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fiPx  ist  nötig,  um  den  Körper  längs  der  Horizontalprojektion  x  des 
Weges  AB  fortzubewegen. 

Ist  z.  B.  der  Cylinder  ein  Kreiscylinder ,   also  der  Bogen  ^JB  ein 

Kreisbogen  vom  Halbmesser  r  und  die  Gleichung  der  Bahn  i/=V2  rÄ?—ir*, 
dann  erhalten  wir  

und  wenn  die  Fortbewegung  bis  zu  seinem  höchsten  Funkte  erfolgen  soll, 
da  dann  a?  =  r  ist, 

i  =  Pr(l-f-jii). 

Handelt  es  sich  um  eine  schiefe  Ebene  von  der  Horizontalneigung  a, 
der  Länge  l,  der  Basis  a,  der  Höhe  A,  dann  haben  wir  für  die  Arbeit 
zum  Hinaufziehen  des  Körpers 

L  =  PI  (sin  a  -h  ^  cos  a)^=  P(h  -h  fi  a). 

8.  Welche  Arbeit^  muss  auf  die  Drehung  einer  rechtwinkeligen 
Fläche  in  einem  Medium  vei*wendet  werden? 

Versuche  haben  ergeben,  dass  der  Widerstand,  welchen  Luft,  Wasser 
u.  8.  w.  der  Bewegung  entgegensetzt,  proportional  der  Fläche  ist,  welche 
normal  zur  Bichtung  der  Bewegung  gegen  das  Medium  stösst,  und  sehr 
nahe  proportional  dem  Quadrate  der  Qe^chwindigkeit  der  Bewegung.  Es 
bezeichne  a  die  Kante,  um  welche  sich  das  Bechteck  dreht,  b  die  darauf 
senkrechte  Bechtecksseite,  v  die  Geschwindigkeit  der  zur  Botationsaxe  pa- 
rallelen Kante,  p  den  Widerstand,  welchen  das  Mittel  einer  mit  einer 
Geschwindigkeit  Eins  sich  bewegenden  Flächeneinheit  entgegensetzt.  Legen 
wir  in  der  Eechtecksfläche  zwei  zu  der  Axe  parallele  Gerade  in  den  Ab- 
ständen X  und  x-^  dx  von  derselben,  dann  schliessen  diese  ein  Flächen- 
element adx  ein.     Dreht  sich  dieses  Element  mit  der  Geschwindigkeit 

v\  so  ist  v:v  =  x\h,  oder  v  =-z-x.    Würde  sich  die  Fläche  adx  mit 

0 

der  Geschwindigkeit  =  1  bewegen ,  dann  würde  auf  sie  der  Widerstand 
padx  wirken,  folglich  ist  der  Widerstand  gegen   diese  Fläche  bei  der 

Geschwindigkeit  v  gleich  ^-j-^x^dx.      Der  Angriffspunkt    dieser  Kraft 

legt  in  der  Zeiteinheit  den  Weg  v  in  der  Bichtung  von  v   zurück ,  daher 

ist  die  auf  das  Flächenelement  adx  zu  verwendende  Arbeit  ^,o     x^dx 

b^ 

und  mithin  die  auf  die  Drehung  der  ganzen  Bechtecksfläche  zu  verwendende 
Arbeit 

L=^-r^-l  x^dx  =  -T-pabv^. 
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Diese  Arbeit  ist  somit  proportional  der  dritten  Potenz  der  Rotationsge- 
schwindigkeit der  zur  Drehaxe  parallelen  Bechtecksseite.  Würde  sich  das 
Rechteck  mit  der  Translationsgeschwindigkeit  v  bewegen,  dann  würde  die 
dazu. aufgewendete  Arbeit  sein  L'  =  pabv\  so  dass  für  die  Rotation  nur 
der  vierte  Teil  dieser  Arbeit  erforderlich  ist. 


9.  Übertragung  der  Bewegung  von  dem  Dampfkolben  einer  ohne 
Expansion  arbeitenden  Hochdmckdampfmaschine  auf  die  Kurbel  AB  der 
Triebwelle  A  (Fig.  74). 

Es  sei  F  der  Querschnitt  des  Dampf kolbens ,  BC  =  l  die  Länge 

der  Schubstange,  ÄB=^r 
die  Länge  der  Kurbel, 
so  dass  der  ganze  Kol* 
benweg  =  2  r  ist,  p  der 
nutzbare  Dampfdruck  im 
Figur  74.  Gylinder  pro  Einheit  der 

Kolbenfläche,  so  dass  die  bewegende  Kraft  =p.F ist,  P.R  das  Moment 
der  an  der  Triebwelle  Widerstand  leistenden  Kraft,  wodurch  die  Nutzarbeit 
und  sämtliche  passiven  Widerstände  repräsentiert  sind;  dabei  denken  wir 
uns  P  als  einen  konstanten  Widerstand,  dessen  Hebelarm  bezüglich  der 
Axe  A  der  Triebwelle  gleich  R  ist. 

Soll  die  Maschine  in  periodisch  gleichförmiger  Bewegung  sein,  dann 
müssen  die  niechanischen  Arbeiten  der  bewegenden  Kraft  p .  F  während 
eines  Auf-  und  Niederganges  des  Kolbens  und  der  widerstehenden  Kraft 
P  während  einer  Umdrehung  der  Triebwelle  einander  gleich  sein,  so  dass 
also         L  =  2pF.2r=^2RnP,     oder     P.R^Q'&^l  prF.  (1) 

Bezeichnen  wir  für  eine  beliebige  Stellung  der  Kurbel  2i.B A  R mit  a, 
2tACB  mit  /?,  zerlegen  den  Kolbendruck  p.F  \n  den  Richtungen  senk- 
recht zur  Kolbenstange  und  parallel  zur  Schubstange,  so  sind  diese  Com- 

p  F 
ponenten  p.Ftgß  und  -  *-^-    Die  erstere  giebt  den  Druck  auf  die  6e- 

C08  ß 

radführung,  welcher  einen  gewissen  Reibuugswiderstand  erzeugt,  den  wir 
aber  hier  vernachlässigen  wollen,  die  zweite  wird  ohne  Weiteres  auf  den 
Kurbelzapfen  übertragen  und  ist  ihr  Hebelarm  AD  m  Bezug  auf  die 
Drehaxe  A  durch  die  beiden  Gleichuncen  bestimmt 


sin  ß  =^  —  sin  a, 


und 


AD  =  r  sin  (a  —  ß)<, 


womit  wir  finden 


A  D  ^=r  sin  a  fcos  ß j-  cos  a\ 
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Demnach  ist  das  Moment  der  bewegenden  Kraft  in  Bezug  auf  die  Dreh- 
axe  A  in  dem  betrachteten  Augenblicke  der  Bewegung  gleich 

- — - '  A  JJ  ^=-  r  p,F 8tna  [1 ) . 

€08  ß  ''  \         -y/l^'-r^sin^aJ 

Da  sich  während  eines  Kolbenspieles  der  Winkel  a  ändert,  so  ist  auch 
während  dieser  Zeit  dieses  Moment  veränderlich,  es  kann  demnach  nicht 
in  jedem  unendlich  kleinen  Zeitelemente  dt  zwischen  dem  veränderlichen 
Momente  der  bewegenden  Kraft  und  dem  konstanten  Momente  P,B  der 
widerstehenden  Kraft  Gleichgewicht  stattfinden,  so  dass  die  Bewegung 
keine  vollständig  gleichförmige,  sondern  nur  eine  periodisch  gleichförmige 
sein  kann,  indem  die  Geschwindigkeit  abwechselnd  zu-  und  abnimmt  und 
nach  einer  vollen  Umdrehung  der  Triebwelle  wieder  den  früheren  Wert 
annimmt. 

Dreht  sich  die  Trieb  welle  während  des  Zeitelementes  dt  um  den 
unendlich  kleinen  Winkel  da,  dann  vemchtet  die  bewegende  Kraft  die 
Arbeit 

rp,r  Sinai  1 -_  -\da. 

und  die  Arbeit  des  Widerstandes  ist  gleichzeitig 

P.Rda-^Ofi^lprFda, 

womit  der  Unterschied  dieser  in  der  Zeit  dt  verrichteten  Arbeiten  ist 

jr              r,  y     ir,  r^nn         .                r  8in  a  C08  a 
d Li  =  pr F d  a{0'6S7  —  8in a  -h  —. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 


r^  8in^  a' 


(2) 


Ti/*(/v/.or,  T            ,/         N            sin  ad  (sin  a)      ] 
=  pr F /  lO'ßSl  d u  -h  d{cos a)  4- ^ -—], 

Li=prF  |0-637  a-^cosa-  j/ (—^^  —  sin^  a\  +  C. 

Handelt  es  sich  nun  darum,  die  gesamte  mechanische  Arbeit  L'  zu  be- 
stimmen, die  auf  eine  Verminderung  der  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
hinwirkt,  dann  haben  wir  zwischen  den  Grenzen  -f-  «'  und  0  zu  integrieren 
und  das  Eesultat  mit  2  zu  vervielfachen,  weil  zu  beiden  Seiten  der  Linie 
CH  die  Bewegung  des  Systemes  offenbar  symmetrisch  ist,  wobei  a  den 
Winkel  bezeichnet,  für  welchen  die  Differenz  der  mechanischen  Arbeiten 
dLi=0  ist.  Füi*  diesen  Winkel  a  haben  wir  vermöge  der  Gleichung 
(2)  die  Relation 
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A       n.AQ7         •      '_i         sind  cos ci 

0  =  Ü*oo7  —  sin  a  H »  (o) 

/(— )  -«mV 

womit  sich  der  Winkel  d  finden  lässt.  Gewöhnlich  ist  bei  Dampfmaschinen 
Z  =1  5  r ,  wofür  sich  aus  (3)  entweder  durch  Probieren ,  oder  durch  An- 
wendung dtjs  Taylor^schen  Satzes  findet  sind  =  0*74,  sodass  «^«'=47^44' 

und  der  entsprechende  Bogen  vom  Halbmesser  1 :  Bogen  d  =  ^r^Ä~"  31* 

=  0-833  ist. 

Mithin  ist  die  Arbeit  L\  welche  auf  die  Verminderung  der  Ge- 
schwindigkeit hinwirkt, 

Z'=  2p  rJ' (0-637 . 0-833  +  cos  47«  44'  —  ^52- 0-742  —  1  4-  5), 
i'=0-516;>r2?^=0129Z.. 

Teilkampf,  Gnindzüge  der  höheren  Mathematik,  p.  108. 

Denken  wir  uns  den  Eolbendrnck  p  F  in  den  Kurbelzapfen  parallel  mit  sich 
selbst  verlegt,  macht  die  Kurbel  mit  seiner  Bichtung  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  den 
Winkel  9  und  zerlegen  wir  den  Kolbendruck  daselbst  in  zwei  Seitenkräfte  parallel  ond 
senkrecht  zur  Kurbelaxe,  so  sind  dieselben  p  F  sin  g>  und  p  F  cos  g>,  wovon  die  erstere 
in  tangentialer  Bichtung  zum  Kurbelkreise,  die  letztere  gegen  die  Kurbelwelle  A  wirkt 
und  nur  die  erstere  Bewegung  erzeugt.  Geht  der  Winkel  g>  in  g>-^dg>  über,  dann 
rückt  der  Kurbelzapfen  nm  rdg>  vor  und  wird  die  drehende  Kraft  P'  8in{(9>-^  d  9). 
Die  Arbeit  dieser  Kraft  l&ngs  des  Weges  rdg>  ist  gleich  P'  r  sin  (g»  •+-  d  ^)  d  g>  = 
P'^r  {sin  g)  cos  d  gi -{- cos  gusin  d  g>)  d  qi  =  P'  rsing>dg>,  indem  eosdgi=l,  sindg>  =  0 
gesetzt  werden  kann,  und  sonach  die  Arbeit  der  tangentialen  Seitenkraft  während  eines 
Kolbenganges 

.    /»IT  /»TT 

L^P'tI    sing>dg>=pFrl    8ing>dq>  =  2P'r  —  2pFr. 

Da  diese  Arbeit  gleich  dem  Drucke  auf  den  Kolben,  multipliziert  mit  seinem  Wege  2  r, 

so  sehen  wir,  dass  durch  die  Kurbolbewegung  keine  Arbeit  verloren  geht,  abgesehen 

von  den  vorkommenden  Beibungswiderständen.    Bezeichnet  P  den  mittleren  Druck  auf 

den  Kurbelzapfen  in  der  Bichtung  der  Tangente  an  den  Kurbel  kreis,  so  ist  seine  Arbeit 

während  eines  Kolbenganges  Pr  n  und  da  diese  auch  gleich  2P'  r  sein  muss,  erhalten 

wir  für  diesen  Druck  die  Belation 

Pr  TT  =  2  P'  r,        woraus        P=  0-637  P'  =  0-687^  F 
folgt. 

10.  Bestimmung  der  Arbeit  des  Dampfes  bei  einer  Expansions- 
maschine. 

Bei  dieser  Maschine  wirkt  der  ganze  Dampfdruck  nur  auf  einem 
Teile  des  Kolben weges;  nachdem  der  Kolben  in  dem  Cylinder  unter  dem 
Einströmen  des  Dampfes  einen  gewissen  Weg  J.  JB  =  a  zurückgelegt  hat 
(Fig.  75,  S.  219),  wird  der  Dampfzufluss  plötzlich  abgesperrt  und  der  Kolben 
bewegt  sich  auf  dem  übrigen  Teile  seines  ganzen  Schubes  unter  der 
Wirkung  des  expandierenden  Dampfes  weiter.    Das  Verhältnis  zwischen  dem 
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einströmenden  Dam pfvolumen  nnd  dem  ganzen  Volumen  des 

Cylinders,  d.  i.  zwischen  a  und  der  Hubhöhe  A,  wird  gewöhn- 

'?  111 

i  lieh  der  Pülhmgsgrad  genannt  und  ist  gleich  ^»  «»  t'  •  *  "^ 

Ä    u    4 

w  *  a        1 

iniiii  !i!'i»y^   so  dass  allgemein  -r-  =  -  gesetzt  werden  kann.  Bezeich- 

h       n 

net  p  den  Druck  des  einströmenden  Dampfes  pro  Flächen- 
Figur  76.        einheit  des  Kolbens  vom  Querschnitte  F,  so  ist  der  Dampf- 
druck auf  dem  Wege  ÄB  =  a,  P  =  pF,  p  den  Druck 
pro  Flächeneinheit,  nachdem  der  Kolben  den  Weg  BC=x  zurückgelegt 
hat,  dann  ist  der  Gesamtdruck  P'z=pF,    Annähernd  können  wir  setzea 

p  _  Volumen  von  ^  bis  JB  _      a 
p  ""  Volumen  von  ^  bis  C  ""  a  4-  a?' 

so  dass  ;/=» 

wird.  Bewegt  sich  nun  der  Kolben  um  den  unendlich  kleinen  Weg  dx^ 
dann  geht  der  Dampfdruck  P'  in  den  Druck  P'-h  dP'  über,  so  dass  die 
Arbeit  des  Dampfes  auf  diesem  Wege  sein  wird 

{P''\'dP')dx  =  P'dx  =  aP-^^  =  apF   "^^ 


a  -h  X  a  -h  X 

Mithin  ist  die  Arbeit  während  der  ganzen  Periode  der  Expansion 

Li  =  apF  I        =  apF.l{  -  ). 

Jq        a  —  X         '^         Kay 

Die  Arbeit  des  Dampfes  auf  dem  Wege  a  des  Kolbens  ist 

L2  =a.  P=  apF, 
Daher  ist  die  Arbeit  des  Dampfes  während  eines  ganzen  Kolbenschubes 

L  =  U  -h  Li  =  ap F -h  ap F  jf^^  =^  ap  F\1  -h  l(^^[ 

i  =  ap Fj  1  4-  Z (n)|  =  apF^l  -h  2-302585 logn]- 

mit  a=-A. 
n 

Wollten  wir  hieran  dieselbe  Betrachtung  knüpfen,  welche  wir  bei  der  vorher- 
gebenden Aufgabe  gemacht  haben,  dann  kann  die  Rechnung  nicht  in  derselben  Weise 
me  vorhin  geführt  werden,  indem  die  Integration  zu  verwickelt  wird,  sondern  wir 
haben  dann  zu  graphischen  Darstellungen  unsere  Zuflucht  zu  nehmen,  indem  wir  be- 
stimmte Werte  des  Winkels  a  oder  vielmehr  seines  Bogens  vom  Halbmesser  1  als  Abscissen 
und  die  entsprechenden  Werte  der  Momente  der  bewegenden  und  der  widerstehenden' 
Kraft  als  Ordinaten  abtragen.  Dadurch  erhalten  wir  eine  Curvc,  welche  den  ersteren 
und  eine  gerade  Linie,  die  den  letzteren  Momenten  entspricht.    Die  zwischen  dieser 
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Ourve  nnd  der  geraden  Linie  eingeschlossenen  Flächenräume  repräsentieren  die  mecha- 
nischen Arbeiten,  die  abwechselnd  zar  Beschleunigung  und  zur  Verzögerung  der  pe* 
riodisch  gleichförmigen  Bewegung  der  Maschine  verwendet  werden.  Übrigens  geboren 
die  weiteren  Untersuchungen  dieses  Gegenstandes  in  das  Gebiet  der  angewandten 
Mechanik 


Zweiter  Abschnitt 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

1.  Ein  homogener  Stab  Ä  B  konstanten  Querschnittes  (Fig.  76)  be- 
wegt sich  innerhalb  einer  Halbkugel  in  einer  vertikalen  Ebene.  Welches 
ist  seine  Winkelgeschwindigkeit  für  irgend  eine  seiner  Lagen,  wenn  seine 
Anfangslage  eine  augenblickliche  Buhelage  war? 

^^3f    Es  sei   0  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  S  der 

Schwerpunkt  und  Mittelpunkt   von  AB,   SM  eine 
^  Senkrechte   von   S  auf   den  in    der  Ebene    der  Be- 
wegung liegenden  horizontalen  Durchmesser  der  Eugel, 
Figur  76.  OS  die  Verbindungslinie  der  Punkte  O  und  S,  OS 

=zc,  ÄS  =  a  =  BS,  OM=x,SM  —  y,  Ä;  =  dem 
Trägheitsradius  von  AB  Mm  S^  ^  =  dem  Neigungswinkel  von  AB  vi 
dem  Horizonte  am  Ende  der  Zeit  t^  m  =  der  Masse  des  Stabes. 

Durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  haben  wir  die 
Öleichung 

Bezeichnet  h  den  Anfangswert  von  v,  dann  .ist,  weil  -^-i  -^r»    ji  anfangs 

°  ^  dt     dt     dt 

gleich  Null  sind,  0  =^  —'2mgk^  folglich 

Weil  nun  auch  die  geometrischen  Belationen  bestehen 

a?  =  c  sin  d-,  y  =■  c  cos  d-, 

u  u         •      dx  ^d&      dy  .    .  d* 

so  erhalten  wir      ^-  ^^ccosd^-r-^    — ,-  =  —  c*2n^  ,-» 

dt  dt       dt  dt 

mit  welchen  Werten  unsere  Hauptgleichung  übergeht  in 

e^cos^^{^^^'¥c^8in^^(^^^+ 

rd&\^ 
(c^  +  fc^)  (  -z-  j  =  2  c^  {cos  &  —  cos  er), 


m 
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wo  a  der  Anfangswert  von  d-  ist.     Setzen  wir  nun  noch  fc«  __     ^2^  ^  igt 

o 

die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  ffir  irgend  eine  seiner  Lagen  durch 

die  Gleichung  bestimmt 

2.  Ein  Stab  PQ  wird  in  einer  vertikalen  Lage  mittelst  zweier  kleiner 
Ringe  A^Ä  (Fig.  77)  gehalten,  sein  tieferes  Ende  P  wird  von  einer  ge- 
neigten Ebene  BC  unterstützt,  welche  sich  frei  auf  einer  horizontalen 
Ebene  bewegen  kann.  Wie  ist  die  Bewegung  des  Stabes  und  diejenige  der 
Ebene  beschaffen? 

Die  Verlängerung  des  Stabes  schneide  die 
horizontale  Ebene  in  O.  Zu  einer  beliebigen  Zeit 
t  der  Bewegung  sei  O P  =  y,  OB  —  x.  Ferner 
bezeichne  h  den  Anfangswert  von  y,  a  die  Nei- 
gung der  schiefen  Ebene  zu  der  Vertikalen,  m^ 
die  Masse  des  Stabes,  m  diejenige  der  geneigten 

Ebene.    Da  der  Stab  keine  rotierende  Bewegung^ 
besitzen  kann,  ist  hier 

Nehmen  wir  an,  dass  beim  Beginne  der  Bewegung  der  Stab  in  einem  Zu- 
stande augenblicklicher  Buhe  sich  befindet,  so  ist  C  =^2mgh^  folglich 

Femer  haben  wir  die  geometrische  Beziehung 

OS  =  ytga^        also  auch 
und  ist  mithin 

Hier  ist   das  negative  Zeichen  vor  der  Wurzel  zu  nehmen,   weil  y  mit 
wachsendem  t  abnimmt.     Die  Integration  dieser  Oleichung  giebt 

weil  aber  y  =  h,  wenn  <  =  0,  so  ist  C  =  0,  demnach 

2  {m  tg^  a  -\-  m)(h  —  y)  =.mgt^. 
Daher  ist  in  einem  beliebigen  Momente  der  Bewegung 

mgt^  ,  ^  mgt"^ 


m 


m 


dx      dy 
dt       dt  ^ 


y  =  h  — 


X  =  htg  a  — 


tga, 


2{m-hmtff^ay      "^ —^  -       2  (m '\- in' tg^  a) 
womit  die  Bewegung  des  Stabes  und  diejenige  der  geneigten  Ebene  be- 
stimmt ist. 
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3.  AB  ist  ein  gleichförmiger  Stab,  welcher  sich  frei  um  ein  Charnier 
A  bewegen  kann,  das  Ende  B  ruht  auf  einer  geneigten  Ebene  CE  (Fig.  78), 

die  von  der  oberen  Fläche  des  Körpers  CED  ge- 
bildet wird;  dieser  Körper  stützt  sich  mit  seiner 
flachen  Basis  auf  eine  glatte,  durch  A  gehende 
horizontale  Ebene.  Die  vertikale  Ebene  durch  den 
Stab  schneidet  die  geneigte  Fläche  des  Körpers  CED 
rechtwinkelig  und  geht  durch  dessen  Schwerpunkt. 
Welches  ist  die  Bewegung  des  Stabes  und  diejenige 
des  Körpers? 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  von  AB,  S M±  zu  der  Horizontalen  A D, 
m  die  Masse  des  Stabes,  m  diejenige  des  Körpers,  AB  =  2a^  AM=x, 
MS  =  y,  2i:BAC=&,  2i.E0D  =  a,  AC=x\  fc  =  dem  Schwingungs- 
halbmesser von  AB  um  S, 

Damit  erhalten  wir  durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft 

Ferner  ist 

o  ^ 

a;  =  aco8x)'^      y=^adn&^       x=^— — sinia  —  ff),  (2) 

8ina 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  geben  uns  nun  die  Relation 

|m (a*  -4-  k^) sin^a  -1-4  m'  a^ coa^ {a  —  x))  X  j~^  =  ^i''^^ « {G — 2mga8in 0). 

Ist  ß  der  Wert  von  ^,  wenn  --  =  0,  dann  haben  wir  für  die  Konstante 

0  =  sin^  a{C  —  2  m  g  a  am  /?), 
und  bekommen  daher 

!J  Q,       2 
m{a^-\-k^)8in^a'h4ma^C08^{a  —  d-))f—^  =2mag8in^a{8mß  —  8tn&), 

dO' 
womit  die  Winkelgeschwindigkeit  —  des  Stabes  für  jeden  gegebenen  Wert 

von  v^  bestimmt  ist. 

Bezeichnet  oa  diese  Winkelgeschwindigkeit,  so  ist  vermöge  der  Glei- 

-chungen  (2)  für  die  translatorische  Bewegung  des  Schwerpunktes  des  Stabes 

da;  dy 

at  dt 

und  für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  GDE 

,      dm        2a         , 
Vg  =  —rr  =  —. —  cos  (a  —  ^) .  ö), 
d  t       8in  a 

SO  dass  die  Bewegung  beider  Körper  vollständig  bestimmt  ist. 


v,=  ^-7  =  —  aaino- .  o),        Vy=  ~2  =  acoad'.oa. 
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4.  Ein  gleichförmiger  Hebel  A CB  (Fig.  7P),  dessen  Arme  AC,BC 

in  einer  vertikalen  Ebene  liegen  und  rechtwinkelig  zu 
einander  sind,  ist  im  Oleichgewichte,  wenn  A  C  unter 
einem  gegebenen  Winkel  zum  Horizonte  geneigt  ist. 
Wenn  ^  C  um  den  festen  Punkt  C  in  eine  horizontale 
Lage  gedreht  ist,  den  Winkel  zu  finden,  durch  welchen 
der  Hebel  fallen  muss. 

Es  sei  AC=--2a^  BC=2a\  m  =  der  Masse  von  A (7,  m'=  der- 
jenigen von  BC^  &  die  Neigung  von  A  C,  d-'  diejenige  von  B  C  gegen 
den  Horizont  zu  einer  beliebigen  Zeit  der  Bewegung. 

Die  lebendige  Kraft  des  Hebels  ist  gleich 

2magsin\)'  ■+-  2m  a  gein  9-'  -h  C^ 

und  weü,  wenn  ^  =  0,  ^'=ö'  ^®  lebendige  Kraft  gleich  Null  ist,  so 

wird  C  bestimmt  durch 

0=z2mga'-h  C, 
mithin  ist  die  lebendige  Kraft  des  Hebels  für  irgend  eine  Lage  gleich 

2 m  a g sin d"h  2m  a  g sin &'  —  2m' a  g. 

Nun  wird,  wenn  der  Winkel  d-  seinen  Maximalwert  erreicht,  die  lebendige 
Kraft  nochmals  gleich  NuU  werden,  folglich  besteht  für  den  verlangten 
Wert  von  ^  die  Bedingung 

m a ein d-  -^  m'  a  sind'' —  m'  a'=  0.  (1) 

Sind  ß,ß^  die  Werte  von  ^,y  für  die  Oleichgewichtslage  des  Hebels, 
dann  ist 

ma=^m  a  -i 

cosß 

so  dass  mit  (1) 

coeß^  sind'  +  cosß8ind^=  cos  ß^ 

und  weil  ß^^^  —  ß,  ;?'=::^-.*, 

sinßsin&  -h  cosßcoa^  =  cosß,  cos (&  —  ß)  =  cos ß,  »  —  ß  =  ß, 
daher  ist  *  =  2  /? 

der  Winkel,  durch  welchen  CA  fällt. 

5.  Es  soll  die  Bewegung  eines  materiellen  Pendels  ermittelt  werden, 
dessen  Axe  ein  Cylinder  ist,  welcher  sich  auf  zwei  vollkommen  rauhe 
Ebenen  stützt,  die  in  einer  horizontalen  Ebene  liegen,  und  ist  die  cylindrische 
Axe  im  stände,  entlang  diesen  Ebenen  zu  rollen. 

Es  sei  (Fig.  80,  S.  224)  C  der  Mittelpunkt  des  Kreisschnittes  der 
cylindrischen  Axe  durch  eine  Ebene,  welche  den  Schwerpunkt  des  Pendels 
enthält,  C  der  Schwerpunkt  der  Axe,  S  der  Schwerpunkt  des  Pendels  und 


224 


Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft.         V.  Th.  Kap.  IV. 


des  Gylinders  zusammen,  mk^  ihr  Trägheitsmoment 
um  eine  horizontale  Linie  durch  S^  parallel  zu  der 
Axe,  m  die  Summe  der  Massen  bezeichnend,  iS^Jf  recht- 
winkelig zu  der  horizontalen  Ebene,  entlang  welcher  die 
Axe  rollt,  O  der  Berührungspunkt  des  Schnittes  C  der 
Axe  mit  dieser  Ebene  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  während 
der  Bewegung,  Ä  der  der  Gleichgewichtslage  des  Syste- 
mes  entsprechende  Ort  von  O,  CO^c^  CS  =  a^ 
2iSCK=q>,  wobei  CK  die  Vertikale  durch  Cist,  AM=x,  MS  =  y. 
Die  lebendige  Kraft  des  Systemes  besteht  aus  zwei  Teilen,  der  erste 


Teil  m 


\d^ 


Teil  mh^ 
erhalten 


d(p^ 
dt 


-=^^  ist  zu  verdanken  der  Translation  von  S,  der  zweite 
2  der  Botation  um  S^  so  dass  wir  für  dieselbe  den  Ausdruck 


dy 


2 


Ä;2 


dif! 


) 


dt'^    '  '"   dt^ 

Auch  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  der  Masse  eines  jeden  materiellen 
Punktes  des  Systemes  und  dem  vertikalen  Wege,  durch  welchen  er  herab- 
gesunken ist ,  gleich  m  y  plus  eine  gewisse  konstante  Grösse ,  welche  von 
dem  Anfangszustande  des  Systemes  abhängig  ist.  Folglich  bekommen  wir 
mittelst  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 


/dx^      dy^      , « 
\dt^       dt^  d 


(1) 


lU  =  a  sin  (p  —  c  y , 

also  auch     —r-  =  (aco8q)  —  c)-^i 

dt  ^  dt 


^2)  =  0+2m^y. 

Ferner  haben  wir  hier  die  geometrischen  Nebenbedingungen 

y  =  a  cos  g)  —  <?, 
dy  .      d(p 

Mit  diesen  Werten  geht  die  Gleichung  (1)  über  in 

Bezeichnet  nun  a  den  Maximalwert  von  g),  so  ist 

0  =  C4-  2 ^ (a  Cö« a  —  <?), 
und  daher 

(a^  -h  (?^  -h  Ä^  —  2ac cos y)  T-p^  =  2 a^ {cos (p  —  cos a), 

womit  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels  für  jede  seiner  Lagen 
während  der  Bewegung  bestimmt. 

Nun  erhalten  wir  für  die  Periode  einer  halben  Schwingung 

2  4-  c^  -t-  k^  —  2accos(p)'^ 


d(p. 


(2) 


{cos  g>  —  cos  a) ' 
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Die  Integration  kann  hier  nur  dann  ausgeführt  werden,  wenn  wir  voraus- 
setzen, dass  die  Amplitude  der  Schwingung  des  Pendels  sehr  klein  ist. 

Für  diesen  Fall  setzen  wir  *m~  =  «,  «m^  =  &,    womit   cos  (p  = 

l  -2«n22  =  1  -  2  «2,  (?(>««=  1  -  2«n2^=  1  —  26«,  und  da  =  ^-^ 

Asds  2ds         .  , 

=  -^ =  =    ,       —  wird. 

Vi — cos^  9    vr^ 

Damit  geht  die  Gleichimg  (2)  über  in 

j. 


1 3' 

0  (2J«  — 2««)!»  (1  — ««)'' 

«der  in,  wenn  wir  (a  —  <;)*  +  jfe*  =  ä*  nehmen, 


da. 


Weil  nun  a  eine  kleine  Grösse  ist,  so  können  wir  die  kleinen  Grössen  von 
höherer  Ordnung  als  der  zweiten  vernachlässigen,  wodurch  wir  bekommen 

-^=-  =  (l-^2)"ä=l4-^^«,       V"A2  +  4ac*2  =  A(l  +  ^5«), 

-,  VT.                 i/h^-^^iaca^      ,  z'-      4a(?  +  A^  p^         _,       , 
folguch  /^  — fZr~2 —  =  A(^l  H oTa" — *  y  ^^^^J^^'^ßdi 

mit  welchem  Werte  die  Gleichung  für  die  Schwingungszeit  wird 

_A_  r^i        1  4a<?  +  Ag         g^        I 

'^yfÖTgJ^    i  V'^2_^2'^  2Ä2         'yj2_,2|      *' 

sodass  _        ttA        7r&2(4a<?-l- A^) 

2yfag         .   %hyfag 
und  somit  ist  die  Periode  einer  vollen  Schwingung  gleich 

ttA        7r6^(4a<? -h  A^) 

-4- 


Enler  hat  dieses  Problem,  von  den  allgemeinen  Bewegnngsgleichnngen  ausgehend, 
erörtert;  er  nntersncbte  den  Dmck  anf  die  Ebenen  zn  einer  beliebigen  Zeit  t  und  auch 
die  horizontale  V^irkung  der  Ebenen  auf  den  Gylinder,  um  ihre  Grösse  zu  ermitteln, 
welche  jegliches  Gleiten  verhindert. 

Euler,  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1788,  p.  U5. 
1—5.    Walton,  p.  526—588. 

6.  Zwei  Gewichte  P,  Q  (Fig.  81 ,  S.  226)  sind  durch  einen  voll- 
kommen biegsamen,  unelastischen,  gewichtslosen,  über  eine  kleine  Bolle  G 
laufenden  Faden  verbunden.  P  zieht  vertikal  herabsinkend  Q  eine  glatte 
horizontale  Ebene  entlang.    Welches  ist  der  Druck  von  Q  auf  die  Ebene? 

Es  seien  mi ,  W2  die  Massen  von  P,  Q  resp.,  die  vertikale  Ebene  durch 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    II.  15 


226  Bas  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  ErafL         Y.  Th.  £ap.  IV. 

c     QCP  schneide  die  horizontale  Ebene  durch  Q  in  der 

Geraden  QA^   CAm.  senkrecht  auf  QA,    Femer  sei 

*^    a^der  Länge  des  Fadens  PCQ,  h=AC,  &^2i,QCA, 


X  =  CP,  yz=AQ^  B  =  dem  Drucke  von  Q  auf  die 
Ebene,  T  =  der  Spannung  des  Fadens. 

Weil  hier  ausser  der  Schwerkraft,  welche  das  Gewicht  der  Masse  P 
erzeugt,  der  Spannung  des  Fadens  und  der  Reaktion  von  Q  keine  weiteren 
Kräfte  wirken,  so  können  wir  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  anwenden. 
Es  ist  hier 

22i^mf{Xdx  H-  Tdy  4-  Zdz)  \  =  2f{migdx)  =^2migx  4-  C, 
folglich 

Nun  sei  beim  Beginn  der  Bewegung  P  in  C,  dann  ist  mit  £  =  0,  o;  =  0^ 

^  =  0,  ^  =  0,  folglich  C=  0,  mithin 
dt  dt 

Ferner  haben  wir 

dx  y         dy 


a  — a?  =  C$  =  Vft2-f-y2, 


dt  y^^^ytdt 


—  d  X 

Werden  diese  Werte  von  x  und  -z-  in  die  Gleichung  (1)  substituiert,  so 

erhalten  wir  

(dy\'^2ff{a^Vb^-^y^)  ^g) 

^dt^  m^  y^ 


mi       6^  +  y^ 
Weil  nun  Q  keine  Vertikalbewegung  besitzt,  so  sind  die  Kräfte,  welche 
auf  dasselbe  wirken,  solche,  die  genau  einander  entgegen  wirken.     Durch 
Zerlegung  der  Spannung  ist  daher 

B=^m^g-'Tco82i.CQR. 
Um  T  zu  finden,  haben  wir  die  Bewegungsgleichung  fär  Q  zu  bilden^ 
diese  ist 

mi  j^  =  —  Tritt  2j:  Q  CA, 

sodass     R  =  m2g'^  mi-^^cotg  2i.CQB  =  m2g-h^^jK^  (8) 

Differentiieren  wir  jetzt  die  Gleichung  (2)  bezüglich  ^,  so  erhalten  wir  den 
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Wert  von  -^»  welcher  in  die  (8)  eingeführt  die  verlangte  ReaMion  als 
Funktion  des  Winkels  3  giebt,  nämlich 

7.  Zwei  Gewichte  sind  durch  einen  vollkommen  biegsamen  und  un- 
elastischen, gewichtslosen  Faden  verbunden.  Der  Faden  läuft  über  eine 
Bolle  von  solcher  Rauheit,  dass  kein  Oleiten  stattfinden  kann.  Welches 
ist  die  Bewegung? 

Es  seien  mi^m^tMäie  Massen  der  Gewichte  und  der  Bolle,  mi >m2 

gedacht,  MJc^  bedeute  das  Trägheitsmoment  der  Rolle  um  ihre  Axe.    Das 

Prinzip  der  lebendigen  Kraft  kann  angewendet  werden,  weil  die  Reibung 

zwischen  Faden  und  Bolle  vollendete  Beibung  ist.      Nun  sei 

j^   (Fig.  82)  AB  =:2b  ein  horizontaler  Durchmesser  der  Bolle, 

Ämi=^x,  Bm2=  af'  zur  Zeit  «,  a  =  der  Länge  des  Fadens, 

^  =  dem  Winkel,  durch  welchen  sich  die  BoUe  gedreht  hat, 

^z    während  mi  aus  Ä  in  seine  gegenwärtige  Lage  herabgesunken 

Kgiir  M.    igt     Damit  haben  wir  zunächst 

,      ,  «       //  /        1        dx       .d&        j     dx"  dx 

x'=hd;    x=a'-x,     also     ■^  =  *-^    u°d    -^=— ^^-• 

Zufolge  des  Prinzipes  der  lebendigen  Kraft  ist  aber 

2imf{XdX'-\'Ydy'hZdz)^=Ji^migdx'---m2ffdx''^ 

=(mi — m2)gldx'=:{mi — m2)g{x''h  C), 
mithin 

(mi  +  m^  ■*"  ^p)  V^)  ^  ^  {mi— m^) g  {x '\-  C). 

dx' 
Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  aber  a?'  ==  0,  -r-  ==  0,  folglich  0=0,  daher 

(mi  -h  W2  +  M^  (-^)  =  2  {mx  —  m2)gx\    d.  i.    Ä  (^)  =  Bx,  (1) 

womit 

,__  .B^  _  8(mi—m2)gt^ 
^  ■"     J.      ""  k^ 

und  die  Bewegung  vollständig  bestimmt  ist. 

Wenn  die  Spannungen  der  zwei  Teile  des  Fadens  auf  den  entgegen- 
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gesetzten  Seiten  der  Bolle  bestimmt  werden  sollen,  so  haben  wir  die  Be- 
wegungsgleichungen anzuwenden.  Es  seien  7\,72  die  Spannungen  von 
Ami^  Bin2  resp.,  dann  sind  die  Bewegungsgleichungen  für  die  materiellen 
Punkte  mi  und  m2 

at^       ^      m\  dt^  inui 

so  dass 

Aus  (1)  folgt  aber 

d^  x' (mi  —  ma)  g 

mi  4-  »i2  +  itt  ,  2 
mithin  erhalten  wir 

mi  (mi  —  wi2)^ 


Ti  =  inxg  — 


T2=m2g'\- 


h 


mi  4-  ma  +  M\  ^ 


Der  Druck  auf  die  Äxe  der  Rolle  ist,  wenn  wir  denselben  B  nennen, 

d^x' 
JB  =  Ti  +  ^2  +  ^fff  =  (mi  +  m2  +  Jf)^  —  (mi  —  »12) 


B  =  (mi  4-  m2  4-  J/)  <7  — 


df 
{mx-m,)^g 


mi  4-  m2  -♦-  3f^ 


8.  Zwei  gleiche  Gewichte  P,  P  sind  an  die  Enden  eines  feinen 
Fadens  gefesselt,  welcher  über  zwei  Rollen  ohne  Masse  und  in  einer 
horizontalen  Linie  läuft.  Ein  Gewicht  $  <  2  P  wird  in  dem  Mittel- 
punkte des  horizontalen  Teiles  des  Fadens  befestigt.  Wie  tief  wird  dieses 
Gewicht  sinken? 

Es  sei  a  der  Abstand  zwischen  den  beiden  Rollen  J.,  B  (Fig.  88), 
C  die  Lage  des  Mittelpunktes  des  Fadens  zur  Zeit  U 
gerechnet  vom  Beginn  des  Sinkens,  CDJlAB^  0D=^ 
y,  X  die  vertikale  Erhebung  eines  Gewichtes  P  in  dieser 
Zeit,  mi  die  Masse  eines  der  Gewichte  P,  »12  diejenige 
Figur  83.  des  Gewichtes  $. 

Wir  haben  hier  offenbar 

2{mv^)  =  2l    2migdx  —  2l   m^gdy^iinigx — 2«i2^y=4Pa?— 2Qy. 
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a^ 

Zwischen  x  undy  besteht,  d^,  CD^  +  äD^  =  äC^   die  Relation  y^H--j 
-j  H-  iT  j  ,  oder  y^=.os^  -h  aa?,  so  dass  auch 

2{mv^)  =  iPx  —  2Q  Yx^  -hau:. 

Hat  das  Gewicht  Q  seine  tiefste  Stelle  erreicht,  so  ist  t;  :=  0,  daher 
in  diesem  Falle 

0  =  2Pa?— eVa?2H-aa?  =  (4p2  — Q2)^_^2^^ 

woraus  folgt 

^-  4P2_^2- 
Aber  es  ist  auch 

4  P^  -  2  e>  =  0,         folglich         X  =  2^y. 
Daher  erhalten  wir  &lt  die  Fallhöhe  h  von  Q 

h=  ,  ^ -^f        woraus        A  = 


2P        4P2  — $2'  "^  '*--4P2  — ^ 

als  grösste  Senkung  des  Gewichtes  Q  sich  ergiebt. 

9.  Ein  materieller  Punkt  A  sinkt  auf  einer  Curve  CKA  (Fig.  84), 

einen    materiellen  Punkt  JB  auf  der  Curve    CLB 
mittelst  eines  feinen  über   den  Punkt  C  laufenden 
Fadens  in  die  Höhe  ziehend;  beide  Curven  liegen  in 
Figur  84.  einer  vertikalen  Ebene.    Welches  sind  die  Geschwin- 

digkeiten der  beiden  Punkte,  nachdem  sie  sich  aus  der  Buhe  durch  irgend 
welche  entsprechende  Bahnen  bewegt  haben? 

Es  seien  mi,  m^  die  Massen  der  Punkte  ÄjB,  Vi^v^  ihre  Ge- 
schwindigkeiten, nachdem  sie  sich  durch  die  Höhen  yi ,  y^  bewegt  haben, 
(?.9i,  ds2  resp.  die  Längenelemente  der  zwei  Curven. 

Hier  haben  wir  offenbar 


2  I m{Xdx-\'Tdy+  Zdz)=^2migl     dyi  —  ^m^gl    dy^ 

=  2  (7  (mi  2/1—^2^2)1 
folglich  muss  sein 


so  dass  auch 


Vi « y— 2 =  2  ff{mi  yi  —  ma  ya). 
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=  2^(miyi— m2y2)i 
mi5«i^  -4-  mg  d«2* 

äsi 
Damit  ergiebt  sieb 

und  in  ähnlicher  Weise 

Johann  Bemonlli,  Acta.  Emdit.  Lips.  1735,  Mai,  p.  210,  Opera.  Tom.  ni, 

p.  257.  Hermann,  M^moires  de  St.  Pätersbonrg,  Tom.  II. 
D*Alembert,  Tratte  de  Dynamiqae,  p.  128,  Seconde  Edition. 

10.  BFG  (Fig.  85)  ist  ein  Körper  beliebiger,  jedoch  teilweise 
cylindrischer  Oestalt  und  es  geht  die  Axe  des  Gylinders  durch  den  Schwer- 
punkte G  des  Körpers.  Ein  unausdehnbarer,  an  den  festen  Punkt  E  ge- 
fesselter Faden  ist  mit  seinem  anderen  Ende  an  dem  Kreiscylinder  befestigt 
und  um  den  Normalschnitt  durch  C  desselben  gewunden,  so  dass  er  diesen 
Kreisschnitt  in  A  berührt,  und  ist  der  Fadenteil  EA  vertikal.  Welches 
ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  O,  wenn  der  Körper  aus  einer  Buhe- 
lage durch  eine  gegebene  Höhe  h  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  ge- 
sunken ist,  wobei  sich  der  Faden  abwickelt? 

Es  sei  a  der  Halbmesser  des  Gylinders,  k  der  Träg- 
^  heitsradius  des  Körpers  von  der  Masse  m  um  die  Axe  durch 

Cy  V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  O  nach  dem  Durch- 
\^  fallen  eines  Weges  x.    Wir  haben  hier 

Tigaies.        l{Xdx-¥Tdy  +  Zdz)  =  I  gdx=igx,        x  =  a&. 
Daher  ist  durch  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft 

woraus 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  der  Körper  durchweg  ein  homogener  Cyünder 
ist,  haben  wir  ä;2  =  — a*,  also 
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Dieses  Problem  ist  eines  der  Theoremata  Selecta  von  Johann  Bernonlli, 
«pro  conservatione  virinm  vivarum  demonstranda  et  experimentis  con- 
firmanta*. 

Comment.  Acad.  Petiop.  1727,  p.  200.    Opera,  Tom.  III,  p.  127. 

11.  Ein  homogener  Kreiscylinder  kann  sich  frei  um  seine  Axe  be- 
wegen, welche  in  einer  horizontalen  Lage  festgehalten  wird.  Zwei  Ge- 
Wichte  (7i,  0^  sind  an  die  Enden  eines  gewichtslosen  Fadens  gefesselt, 
welcher  um  den  Cylinder  gewunden  und  an  irgend  einer  Stelle  fest  mit 
-demselben  verbunden  ist,  um  ein  Gleiten  des  Fadens  auf  der  Cylinder- 
fläche  zu  verhindern.  Nachdem  das  Gewicht  62  während  ^Sekunden  ge- 
sunken ist,  wird  es  plötzlich  abgeschnitten  und  das  System  kommt  nach 
i  weiteren  Sekunden  in  den  Zustand  der  Ruhe.  Welches  ist  das  Gewicht 
^es  Cylinders? 

Es  seien  mi,  m2  und  m  die  Massen  der  Gewichte  G^i,  G^  und  des 
Gewichtes  G  des  Cylinders  resp.,  a  bezeichne  den  Halbmesser,  h  den  Träg- 
heitsradius f&r  die  Axe  des  Cylinders,  o)  den  in  der  Zeit  t  von  dem  sin- 
kenden Gewichte  G2  durchlaufenen  Weg,  y  den  vertikalen  Weg  des 
Fadenendes  62,  nachdem  das  Gewicht  G^  abgeschnitten  worden  ist,  in 
/  weiteren  Sekunden. 

Zunächst  haben  wir  für  die  Bewegung  der  Massen  mi,  m2,  m 

und   weil  w  =  a&j  wo  &  den  Winkel  bezeichnet ,  durch  welchen   der 
Cylinder  sich  in  der  Zeit  t  gedreht  hat, 

»Hl  4- m2  •+•  m -g  J  T— J  » 

Slml{JCdw'^Tdy'h  Zdg)  =  I  {m^gdcc  —  migdx) 

=  (wi2  —  mi)^Ä?. 
Daher  ist  nach  dem  Prinzipe  der  lebendigen  Kraft 


und,  weil  ä?*  =— a^, 


'da>^^^     4  (m^  —  mi)ff 


dtj       2(mi -i- mg) -H  m 
Da  nun  die  Bewegung  eine  gleichförmig  beschleunigte  mit  der  Acceleration 
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(pi  =  ^  .       r^—  ist ,  so  haben  wir ,  wenn  vi   die  Geschwindigkeit 

^'       2  (mi  -h  m2)  4-  m       '  ^  ^ 

bezeichnet, 

2  (wii  +  »13)  -hm  2  (wi  +  m«)  4-  m   ' 

Das  ist  die  Geschwindigkeit  von  <?i,  wenn  Ö2  abgeschnitten  wird. 

Das  Gewicht  Oi  sucht  den  Cylinder  in  entgegengesetzter  Richtung 
zu  drehen  und  wirkt  also  auf  Verminderung  dieser  Geschwindigkeit  des. 
freien  Fadenendes  hin. 

Für  die  lebendige  Kraft  der  beiden  Massen  mi  und  m  haben  wir 

auch  ist  siml{JCdis  +  Ydi/ +  Zdg)\  =  mig I   dy  =  migy, 
daher 


mi  -f-  m  -  « 


/7  «i  1 

Mit  3^  =  V2,  also  y  =  "ö"  V2 1\  wird 


^  mi  -r  m 

und  die  entsprechende  Beschleunigung  ist  (p2  =  a ^''^• 

Dadurch  haben  wir  für  die  Bewegung  des  Fadenendes  Gz  von  dem 
Augenblicke  an,  wo  das  Gewicht  62  abgeschnitten  worden  ist,  die  Gleichung 

d^y  __  _         2  mi  y 

ihre  Int^ration  giebt 

^  =  ^  _    2miy    ^, 

dt'  2 mi  -H m    ' 

d  f/ 
Beim  Beginn  der  Bewegung  ist  aber  t'  =  0,  ^y  =  vi ,   folglich    C  =  t^t 

und  mithin 

dy  _     2  (mg  —  mi)^     ^  _     2  mi  ^   ^, 

dt'      2  (mi  -f-  7H2)  ■*"  wi         2mi  4-m 
Soll  nun  nach  dem  Verlauf  von  2 1  Sekunden,  vom  Beginn  der  ganzen  Be- 
wegung an  gerechnet,  das  System  zur  Buhe  kommen,  so  muss  in  diesem 

Momente  -^  =  0  und  t'  =  t  sein,  was  die  Bedingung  giebt 
dt 
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0  = 


woraus  folgt: 


2  (rwi  -*-  »12)  -h  m        2mi  4-  ?/* 


4 mi  ^                j                             inii^g^ 
m  = ^ — .        oder        mg  = --f ^ 

d.i.  G=      ^^^^ 


Ö2  —  2  öl 
Diese  Gleichung  giebt  das  verlangte  Cylindergewicht. 

12.  Zwei  gleiche,  homogene  Kugeln  bewegen  sich  mit  den  Anfangs- 
geschwindigkeiten Null  auf  zwei  gleich  geneigten  Ebenen  gleichzeitig  herab; 
die  eine  Ebene  ist  vollkommen  glatt,  die  andere  vollkommen  rauh.  Wel- 
ches ist  das  Verhältnis  der  lebendigen  Kräfte  beider  Kugeln? 

Es  sei  m  die  Masse  einer  jeden  der  zwei  Kugeln,  a  ihr  Halbmesser, 
Jfe  ihr  Trägheitshalbmesser  für  den  Schwerpunkt,  x  der  von  jeder  Kugel 
in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg,  d-  der  Winkel,  durch  welchen  sich  die 
Kugeln  in  der  Zeit  t  drehen,  Li  die  lebendige  Kraft,  mit  welcher  sich 
die  eine  Kugel  auf  der  glatten  Ebene,  L2  diejenige,  mit  welcher  sich  die 
andere  Kugel  auf  der  vollkommen  rauhen  Ebene  bewegt.     Damit  haben  wir 

7      ^dx^^ 

L2  =  2{mv^)  =  »i(^)  ' 
folglich  ergiebt  sich 

Li  ^b  "^^dtJ  ^  7 

2/2  j<dcc\^  5 

ml  -r-  I 
\dtJ 

18.  Ein  kreisförmiger  Draht  kann  sich  frei  um  einen  vertikalen 
Durchmesser  als  feste  Axe  drehen  und  eine  Perle  kann  frei  entlang  dem- 
selben unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  gleiten.  Das  ganze  System 
wird  in  Botation  um  die  vertikale  Axe  gebracht  und  es  soll  die  daraus 
folgende  Bewegung  ermittelt  werden. 

Es  sei  M  die  Masse  des  Drahtes,  m  diejenige  der  Perle,  a  der 
Halbmesser  des  kreisförmig  gebogenen  Drahtes,  Mk^  sein  Trägheitsmoment 
um  einen  Diameter,  der  Mittelpunkt  des  Ringes  Coordinatenursprung,  die 
Axe  der  y  vertikal  und  positiv  abwärts,  &  der  Winkel,  welchen  der  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Perle  gezogene  Badius  des  Binges  mit  der  Ordinaten- 
axe  einschüesst,  co  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Binges. 
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Weil  die  Schwerkraft  in  vertikaler  Bichtung  wirkt  und  weil  alle 
Beaktionen  auf  die  feste  Axe  durch  diese  gehen  müssen,  so  muss  das 
Moment  aller  Kräfte  um  den  vertikalen  Diameter  gleich  Null  sein.  Folg- 
lich haben  wir,  Momente  um  die  Vertikale  nehmend, 

und  durch  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft 

Diese  zwei  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  von  -p-  und  co.    Indem 

d  t 

wir  CO  eliminieren,  ergiebt  sich 

wyo  , 2~-~F^  -^-ma^  (-J-  \  =C  +  2mgaco8d'. 

Mk^ 'hma^sin^&  \dtj 

Weil  diese  Gleichung  nicht  integriert  werden  kann,  so  ist  es  nicht  mög- 
lich ^  als  Funktion  der  Zeit  darzustellen.  Um  die  Konstanten  h  und  C 
TM  bestimmen,  haben  wir  die  Bedingungen  für  den  Beginn  der  Bewegung 

dd" 

VI  beachten.    Nehmen  wir  an,  dass  anfangs  d-^^n^  -r-  =  0  und  cn  =  a^ 

dt 

dann  ist  h  =  Mk^a  und  (7=  2mpa-*- Jfik^a,  womit  wir  bekommen 

M^k^cc^  /^d&\^ 

jt.jo   . fl    .  oa  +  ^^^(  TT  )  =2mffa-h  Mk^a'h2mffaco8d^, 

Mk^  •^ma^8in^&  \dtJ 

\dt)'^~  ma^  ma^{Mk^  -i-ma^sin^&y 

14.  Zwei  gleiche  materielle  Punkte  sind  an  den  Enden  J.,  Ä'  eines 
geraden,  gleicharmigen,  gewichtslosen  Hebels  mit  der  Drehaxe  C  befestigt 

(Fig.  86).  Der  feste  Punkt  O,  vertikal  über  O,  ist  der  Sitz 
einer  Centralkraft,  deren  Intensität  umgekehrt  proportional 
dem  Kubus  des  Abstandes  ist,  und  ist  OC  gleich  einer 
Armlänge  des  Hebels.  Der  Hebel  befindet  sich  in  einer 
Figur  86.  gegebenen  Lage.  Welches  ist  die  Zeit,  innerhalb  der  er 
vertikal  werden  wird? 

Es  sei  (70=C^  =  0^'  =  a,  OÄ^r,  OÄ'  =  r\  2(.äC0  =  & 
za  einer  beliebigen  Zeit  t  während  der  Bewegung,  m  =  der  Masse  eines 
jeden  der  materiellen  Punkte,  fi=  der  Attraktion  der  Centralkraft  auf 
eine  Masseneinheit  in  der  Einheit  der  Entfernung,  a  =  dem  Anfangswerte 
von  3. 

Die  lebendige  Kraft  der  zwei  materiellen  Punkte  zusammen,  zu  einer 

^  a    2 

beliebigen  Zeit  i  während  der  Bewegung,  ist  gleich  2ma^C—^  »  so  dass 
wir  die  Gleichung  erhalten 
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="•«•(37)*=  ^/(-"t?^'-^^'')--''' 

und  daher 

Weiter    giebt    uns    die   Beschaffenheit  der  Aufgabe    die   geometrischen 
Belationen 

r«  =  2a«(l  —  co8^),  r  «  =  2  a«(l  -H  cos»), 

folglich  ist  auch 

2 «' C^ty  = /i  Ci-^  +  rx^ )  + <^' = -. -^ -*- ^. 

\dtJ       2a*Vs.l  — COÄ*      l-hcos&J  a*sin^& 

Aber  wenn  ^  =  «,  so  ist  -:r-  =  0,  daher  C  =  --•^'  .  ,    »  mithin 

Daher  bekommen  wir,  weil  &  mit  wachsendem  t  abnimmt, 
7/"2"    ^        sin&d»  dt       7/T    ,         d{co8d)  dt 

Die  Integration  dieser  Qleichung  giebt 


y^aH\ 


t 


\c08 »  -^r  yf  C08^ ^  ^  C08^ a\  =^ h  C, 

jw         <  '       «na 

weil  aber  ^  =  a,  wenn  ^  =  0  ist,  so  muss  sein  G  =-y  —  a* Z {co8 er), 
folglich 

^     IX  C08a  8ina 

Wenn  nun  ACÄ  vertikal  wird,  so  geht  ^  in  Null  über,  mithin  ist  die 
verlangte  Zeit,  welche  wir  mit  i  bezeichnen  wollen, 

i  =^  y  — a^8inal =  y  — a^8tnal\tg -. —  I- 

Walton,  p.  533. 

15.  Ein  gleichförmiger,  schlanker  Stab,  auf  den  die  Schwerkraft 
wirkt,  befindet  sich  so  zwischen  einer  horizontalen  und  einer  vertikalen 
Ebene,  dass  die  Yertikalebene  durch  den  Stab  auf  diesen  beiden  Stütz- 
ebenen senkrecht  steht.  Im  Schnittpunkte  dieser  drei  Ebenen  ist  der  Sitz 
einer  Attraktionskraft,  welche  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes 
und  deren  Beschleunigung  für  den  Schwerpunkt  des  Stabes  immer  gleich 

^  ist.    Der  Stab  befindet  sich  anfangs  in  einer  gegebenen  Lage,  welches 

ist  seine  Winkelgeschwindigkeit? 
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X    A 


Es  sei  AB  (Fig.  87)  die  Lage  des  Stabes  zu  der  Zeit  t  nach  dem 
Y  Beginne  der  Bewegung,  a=^AS=^BS=OS,  d^=2iOAB, 
M  =  der  Masse  des  Stabes,  m  =  derjenigen  eines  Stab- 
elementes in  P,  OP  =  r^  wo  P  ein  beliebiger  Punkt 
des  Stabes,  und  ^,  y  seien  die  Coordinaten  dieses  Punktes. 
Da  hier  keine  Reibung  stattfinden  soll,  so  kann 
das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  angewendet  werden. 


Figur  87. 

womit  wir  erhalten 


da^ 


2 


+ 


(^D'l]-^c»^')(-^' 


und      ^  (m  v^)  =  22  \m/(^d  x+Ydy  +  Zdzy.- 
Die  geometrischen  Nebenbedingungen  sind 

5  =  O  008  &,  y  =  «' «« '^• 

Nun  ist  S{mSP^)=   dem  Trägheitsmomente  von  SA  und  SB  vm  S 


/d&\^ 


^(»-*)=^h'^\rf7)l+3^"'u 


^d*N«      4 


M»^^ 


\  =^Ma^l^\  ■ 


tJ 


\dtJ 


Die  Attraktionsbeschleunigung  von  O  auf  P  ist  ?=  -~ ,  welche  äqui- 

Q        dt  OC 

valent  ist  den  beiden  Beschleunigungen  — ~:-=r-.-— ^,  parallel  zu  O^, 

2  2 

und   —  -^  •  =^  •  -^.  parallel   zu    O  F,    wodurch   jr=  —  -~  •  =^ . 
2op2    OP*^  2    OP^ 


y=-9-i-=p{om\.ist 


2   1  ops  ^1 


mg  id^  dr       ^  ,    i 
= r:-\—^ H  2dv\y 


2  )  r«    ---^»r 


2 


mßxdx  4-  Fdy  -I-  Zdz)  =  C-  ^  j— ^  +  2y) 


=  C'-mgy  + 


mgd 
2r 


2 


Nun  sei  ÄP=8  und  <J «  =   der  Länge  des  Elementes  bei  P,  dessen 

Masse  =  m  ist,  so  wird  sein  m  =  JHf  =r— »  also 

i2  a 
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M  .ySss        M  /•2«  1 


K^)=fXi>fd^.' 


8 

/>    Lß 

M  r^«  Ss 


0      y^a^coa^d-  —  ^acos&.s  -h  8' 


2a 

:S ry^=^ Fe"-  l (2 a C08^ »-s-h  Yia^co8^»—Aaco8d'.e'h8^)^    > 


0 


(»ix  __  itt  -  cos  xr\i  -t-  €08 xT)  __  ia  ^  V.  4         2  / 
Vy      2ä    8in»0'—8ind)''2a  7^*^ 


.  _m  X  __  M  jC08&{l  -h  C08  d)JM^ 


Ferner  ist  ^  (m  y)  =  My  =  Ma  sin  &. 

Mit  diesen  Werten  erhalten  wir 

Nun  ist  beim  Beginn  der  Bewegung  -=-  =  0  und  ^  =  « ,  so  dass  für 

Cv  t 

die  Konstante  die  Gleichung  besteht 

1        '^(t+t) 

^  2  ^  a 

and  wird  mithin 

Diese  Gleichung  giebt  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit  fQr  irgend  eine 
gegebene  Lage  des  Stabes. 

16.  Ein  materieller  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  frei  um  ein  Kraft- 
centmm  in  ihrem  Mittelpunkte.  Welches  ist  die  ganze  Energie  seiner 
Bewegung? 

Es  sei  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes»  r  sein  Abstand  zu 
einer  beliebigen  Zeit  t  von  dem  Centrum,  fxr  die  beschleunigende  Kraft 

an  dem  materiellen  Punkte.    Betrachten  wir  das  Centrum  als  Pol  von 

/o 
( —  (LI  m  r)  d  r 

-=  -^fimr^.    Ist  /  der  zu  r  konjugierte  Halbdiameter,  dann  ist  die  Ge- 
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schwindigkeit  des  materiellen  Punktes  Vjwr'  und  die  kinetische  Energie 
daher  -^fimr^    Mithin  haben  wir  für  die  ganze  Energie  des  Punktes 

im  Abstände  r  vom  Centrum  -^fim{r^-^/^).    Nun  ist  aber,  wenn  a 

und  h  die  Halbaxen  der  Ellipse  bezeichnen,  r  *  4-  r*  =  a^  4-  i^  und  daher 
die  ganze  Energie  der  Masse  m,  wenn  sie  die  Ellipse  rund  um  das  Centrum 

beschreibt,  -^jiim(a*-t- J*). 


17.  Eine  gleichförmige,  gerade  Planke  mht  mit  ihrem  Mittelpunkte  auf  einem 
ranhen,  horizontalen  Kreiscylinder ,  die  Richtungen  beider  Körper  sind  senkreeht  la 
einander.  Die  Planke  werde  nur  sehr  wenig  so  Terscfaoben,  dass  sie  immer  mit 
dem  Cylinder  in  Berührung  bleibt,  ohne  zu  gleiten.  Welches  ist  die  Periode  einer 
Schwingung? 

Wenn  2  a  die  Länge  der  Planke  und  r  der  Halbmesser  des  normalen  Kreis- 

na 
querschnittes  des  Cylinders  bedeutet,  so  ist  die  Zeit  einer  Schwingung  gleich     >- — • 

18.  Eine  dünne,  gleichförmige  Röhre  balanciert  horizontal  um  ihren  festen  Hit- 
telpunkt.  Ein  gleichförmiger  Stab,  welcher  gerade  in  die  Höhlung  der  Röhre  passt, 
ist  Ende  an  Ende  in  eine  Linie  mit  der  Röhre  gelegt  und  dann  mit  einer  solchen 
horizontalen  Geschwindigkeit  in  sie  hinein  geworfen,  dass  sein  Mittelpunkt  eben  nur 
denjenigen  der  Röhre  erreicht.  Wenn  die  Wurfgeschwindigkeit  bekannt  ist,  zu  finden 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Röhre  und  des  Stabes  in  dem  Momente  des  Zusammen« 
fallens  ihrer  Mittelpunkte. 

Ist  v  die  Wurfgeschwindigkeit  des  Stabes,  m  seine  Masse,  mj  diejenige  der 
Röhre,  2  a  die  L&nge  des  Stabes,  2  a'  diejenige  der  Röhre  und  «»  die  verlangte  Win- 
kelgeschwindigkeit, so  wird  gefunden  werden 

„  3mv2 

mal'  —  lUj  ojZ 

19.  Ein  kreisförmiger  Drahtring,  welcher  eine  Perle  trftgt,  liegt  auf  einer 
glatten,  horizontalen  Tafel;  ein  Ende  eines  elastischen  Drahtes  mit  kleinerer  natür- 
licher Länge  als  derjenigen  des  Ringdurchmessers  ist  an  der  Perle  und  sein  anderes 
Ende  ist  an  einer  gewissen  Stelle  des  Ringes  befestigt.  Die  Perle  liegt  anfangs  so, 
dass  der  elastische  Draht  sehr  nahe  mit  einem  Durchmesser  des  Ringes  zusammenf&Ut 
Welches  ist  die  lebendige  Kraft  des  Systemes,  wenn  sich  der  Draht  auf  seine  natür- 
liche Länge  zusammengezogen  hat? 

Ist  e  der  Durchmesser  des  Ringes,  a  die  natürliche  Länge  des  Drahtes,  X  sein 

Elastizitätsroodulus,  dann  ist  die  verlangte  lebendige  Kraft  gleich  —  (e  ~  a)^. 
17—19.  Walton,  p.  536. 
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Zweite  Abteilung. 

Lebendige  Kraft  und  Erhaltung  der  Bewegung  des 

Sehwerpunktes. 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  ist  in  seiner  all- 
gemeinsten  Form  durch  den  Satz  gegeben: 

,Die  Bewegung  des  Schwerpunktes  eines  freien  Systemes  von  KOrpem,  welche 
in  irgend  einer  denkbaren  Weise  relativ  zu  einander  geordnet  sind,  ist  dieselbe  als 
wenn  die  KOrper  sämtlich  in  ihrem  geroeinschattlichen  Schwerpunkte  vereinigt  wären 
und  jeder  denselben  beschleunigenden  Kräften  unterworfen  wäre,  welche  in  seiner 
wahren  Lage  auf  ihn  wirken.*^ 

Die  Entdeckiug  dieses  Prinzipes  ist  Newton  zu  verdanken  (Principia,  Axiomata 
sive  leges  Motus,  Cor.,  4),  welcher  es  für  den  besonderen  Fall  erläuterte,  dass  da» 
System  keiner  äusseren  Kraft  unterworfen  ist,  wenn  der  Schwerpunkt  entweder  in 
Rahe  bleibt  oder  sich  in  einer  geraden  Linie  mit  konstanter  Geschwindigkeit  bewegt. 
D*Alembert  (Traitö  de  Dynamique,  Seeonde  Partie,  Cap.  II)  dehnte  später  dieses  Prin- 
zip auf  den  Fall  aus ,  in  welchem  auf  jeden  Körper  eine  konstante  beschleunigende 
Kraft  wirkt,  wobei  die  Kraftrichtungen  entweder  parallel  sind  oder  durch  einen  festen 
Punkt  gehen,  und  die  Kräfte  direkt  proportional  den  Distanzen  sind.  Endlich  stellte 
Lagrange  das  Prinzip  unter  seiner  allgemeinsten  Gestalt,  nämlich  für  jedes  Kraftgesetz,, 
welchem  die  KOrper  unterworfen  sein  können,  dar  (Möcanique  Analytique,  Tom.  I, 
p.  257  &  c). 

1.  Eine  glatte  Rinne  KÄ  L  (Fig.  88)  ist  in  einer  vertikalen  Ebene 
in  den  Körper  KBCL  eingegraben,  welcher  sich  auf  einer  glatten,  hori- 
zontalen Ebene  OE  befindet;  entlang  dieser  Ebene  kann  der  KOrper  frei 
gleiten.  Die  Gestalt  der  Rinne  soll  so  bestimmt  werden,  dass  ein  voll- 
kommen glatter,  materieller  Punkt  in  ihr  tautochron  schwingen  kann, 
wenn  die  Zeit  einer  Schwingung  gegeben  ist 

Es  sei  P  der  Ort  des  materiellen  Punktes  in  der  Rinne  zu  einer 

beliebigen  Zeit  t.    Ziehe  PN  vertikal,  die  horizon- 
tale Ebene  im  Punkte  N  treffend,  welcher  Punkt 
in  der  Linie  O  E,  dem  Schnitte  der  vertikalen  Ebene 
-^ — }t   l  t  ^^^^  ^iö  Rinne  mit  der  horizontalen  Ebene,  liegt 
Pignr  88.  Ziehe  durch  den  tiefsten  Punkt  A  der  Rinne  eine 

horizontale  Linie  AM,  AÄ  vertikal.  Lasse  sein  O  einen  festen  Punkt 
in  OE,  OA=x\  ON^xi,  PN=yu  AM=^x,  PM=y,  ku  &  die 
Anfangswerte  von  yi ,  y,  m  =  der  Masse  des  materiellen  Punktes,  m  = 
derjenigen  des  Körpers. 

Damit  ist  zufolge  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 
Schwerpunktes,  weil  keine  Kräfte  auf  den  materiellen  Punkt  und  den 
Körper  parallel  m  OE  wirken, 

,doc'  dxi       -.  /,x 

dt  dt 
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Feiner  ist  durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 

"'•(")'-»i(^)'-(^f)*i=^»'^*-»'.)-  (^) 

Die  geometrischen  Nebenbedingungen  sind 

dosi       dx       dx     ,r>.  ,    ,  ,  ,    .     dyi       dy       ... 

-dJ^Tt^Tt'  ('>     "°^  h-y.  =  lc-y,  d.i.  ^  =  ^.     (4) 

Mit  (1)  und  (3)  erhalten  wir 

dx\  m      dx  dx  m      dx 


dt       m  +  m  dt  dt  m  -h  m  dt 

Folglich  sehen  wir  mit  (2),  (4),  (5),  dass 

und  daher  ist,  wenn  r  die  Zeit  einer  Halbschwingung  bedeutet, 

»0   /     ZT      ^^^.2 


(5) 


7/     m'      /^dx\ 
^    m  -+-  m  vd  yj 


+  1 


Dieser  Wert  von  r  muss  von  Tc  unabhängig  sein,  damit  der  materielle 
Punkt  tautochron  schwingen  kann,  und  daher  müssen  wir  haben,  weil  es 
nötig  ist,  dass  der  CoeflScient  von  dy  von  der  ersten  Dimension  in  y 
und  h  ist, 

/IZI7p)VT=/Z.  (7) 

'    m  -k-  m  ^dyy  V 

wo  a  eine  konstante  Grösse  bedeutet,  folglich 


dx 7/ wi  '\r  m  n/a 

dy      '         m     ^ 


y 


y 

und  demnach,  durch  Integration, 

x  =  y- — 7^{(ay  — 2/2)  -h -^  a arc (vers  = --^)\'  (8) 

Aber  aus  (6)  und  (7)  bekommen  wir 

1       /    V~^dy  7/T  2gT^ 

V2gJk  Yky-y^  ^9  ^^ 

Mithin  ergiebt  sich  mit  (8)  als  Gleichung  der  Einne 

Clairaut,  M^moires  de  TAcad^mie  des  Sciences  de  Paris,  1742^  p.  41. 
Euler,  Opuscula,  de  motu  corporum  tubis  mobilibus  inclusorum,  p.  48. 

2.   In  einer  glatten,  kreisförmigen  Eöhre  befinden  sich  zwei  gleiche 
materielle,  durch  einen  elastischen  Faden  miteinander  verbundene  Punkte, 
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die  natürliche  Länge  des  Fadens  ist  gleich  -g-  der  Länge  des  ümfanges 

der  Bohre.  Der  Faden  wird  so  weit  gedehnt,  bis  die  materiellen  Punkte 
in  Berührung  sind,  und  sodann  die  B&hre  auf  einem  glatten,  horizontalen 
Tische  sich  selbst  überlassen.  Welches  ist  das  Verhältnis  der  kinetischen 
Energie  der  zwei  materiellen  Punkte  zu  der  auf  das  Strecken  des  Fadens 
verwendeten  Arbeit,  wenn  der  Faden  seine  natürliche  Länge  wieder  ein- 
nimmt? 

Es  sei  m  die  Masse  eines  jeden  der  zwei  materiellen  Punkte,  m 
diejenige  der  BOhre,  OX  die  Bewegungslinie  des  Schwerpunktes  der 
Bohre,  O  ein  fester  Punkt,  €1  die  Lage  des  Mittelpunktes  der  Bohre  zu 
«iner  beliebigen  Zeit  f,  gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung,  P  die  ent- 
sprechende Lage  eines  der  materiellen  Punkte,  OC=a?,  ^PCJE"=^, 

Vermöge  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwer- 
punktes haben  wir  hier 

2i  m^-ix  -{-  aco9 d)  -h  m  -=-  =  0, 
dt  '  dt 

dx 

.  dt       2ma9ind' 

dt 
Fenier  ist  zufolge  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 

Die  kinetische  Energie  der  zwei  Punkte,  das  ist  die  halbe  lebendige  Kraft, 
ist  gleich 

mi-T-.ix  +  d C08 d)\  +  m|-T-(a«nd)|  • 

Folglich  ist  das  Verhältnis  der  kinetischen  Energie  der  beiden  materiellen 

Punkte  zu  der  beim  Dehnen  des  Fadens  gethanen  Arbeit,  nämlich  2a  1    Td^^ 

t  d  \^  i  d  i* 

2m\  —  lx->raco8d)\  +2m|^(a«n^)| 

«leich    2 2 2 2 TcT^' 

2rn\j-^{x-^  acos»)\  •^2m\-{a8in^)\    "^  m' (-) 

welches  durch  (1)  gleich  ist 

2m{am  sin 0)^  -f-  2 m |a cos ^ (2 m 4- m')> 

2m^(am8ina)\  -h  2m|acö«*(2m  +  m')| -f- m'(2ma«m5-)2 

F.  Kraft,  Frobl.  d.  analyt.  Meohanlk.  n.  16 
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und  daher,  weil  i^  =  —  tt,  ist  dies  gleich 

2  (m^  -f-  m  m'  H-  m^) 
(2  m  4-  m)  (2  m'  -H  m) 
1  und  2.    Walton,  p.  537—540. 

3.  Eine  starre,  ruhende,  materielle  Curve  von  der  Qestalt  eines 
Halbkreises  ist  mit  ihren  Enden  mittelst  Bingen  an  einem  glatten,  hori* 
zontalen^  festen  Stabe  aufgehangen,  entlang  welchem  eine  Bewegung  statt- 
finden kann.  Eine  kleine  Kugel  ist  auf  dieser  Curve  beweglich,  sie  be- 
findet sich  anfangs  in  einem  der  Endpunkte  des  Halbkreises  und  sinkt 
unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft.  Welches  ist  die  Geschwindigkeit  der 
Eugel,  relativ  zu  der  Curve,  in  einem  beliebigen  Bahnpunkte,  während 
ihres  Sinkens? 

Es  sei  (Fig.  89)  0 N  der  feste  horizontale  Stab,  BDC  die  in  den 
Punkten  B,  C  an  dem  Stabe  aufgehangene  materielle  Curve,  P  die  Lage 

der  Kugel  zu  einer  beliebigen  Zeit  ^,  gerechnet 
vom  Beginn  der  Bewegung  an,  Ä  der  Mittelpunkt 
des  Halbkreises,  PMJlON^  0  ein  fester  Punkt 
in  dem  Stabe,  m  die  Masse  der  Kugel,  m  die- 
jenige des  Halbkreises,  OJf  =  a?i,  OA  =  x\ 
ÄM=x,  MP  =  yi  =  y,  2(,NAP=&,  AB  =  a  =  AC=  dem  Eadius 
des  Halbkreises. 

Durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
und  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  haben  wir  hier  die 
zwei  Bedingungen 

Die  geometrischen  Nebenbedingungen  sind 

y^  =  a^  ^  x^^  x  =  a  C03  v^,  y  =  a sin  &,  Xi  =■  a?'-h  o?,  (3) 

welche  die  Relationen  geben 

dx\  dx       dx      y  .V  dy  __       x  dx x  dx     ... 

~dt  '^  ~dt '^  Yi'    ^^  li  ylt '""  y^^^^' dt'   ^  ^ 

Durch  (1)  und  (4)  erhalten  wir 

dx'  m       dx  dxi  m        dx 


dt  m-^m    dt  dt        m-hm'    dt 

sowie  durch  (2)  und  (6) 


(6) 


/u  -f  m  V  d  ^ 


'(3i)-GD=^"- 
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welche  Gleichung  mit  (5)  und  (3)  übei^eht  in 

rd  a?\  ^ 
,       Cdx>^ _  2aff(m  +  ^')^^'^^^      j      vrf<>'  __  2a^(m+m')«ii* 

80  u3SS   I  -7—  I   —  -f z— Oder    — ~o  ^  — 1 irr. — • 

Die  Hnke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  v 
der  Eugel  auf  der  Curve,  wodurch  wir  endlich  bekommen 

__  7/2  a  ^  (m  -h  fn)  sin  ^ 
'         m  -^m  C08^  & 
als  den  für  die  relative  Geschwindigkeit  der  Kugel  verlangten  Wert. 
Die  horizontale  Geschwindigkeit  des  ganzen  Systemes  ist 

dx  m     Cdx\  ,      7/  2affsin& 

dt  m-hm  ^at>^  ^    {m'\-m)\m  -^mcos^d) 

4.  Zwei  gleiche,  vollkommen  rauhe  Kugeln  berühren  sich  im  un- 
stabilen Gleichgewichte,  es  stützt  sich  die  untere  auf  eine  vollkommen 
glatte  horizontale  Ebene  und  wird  dem  Systeme  eine  kleine  Verschiebung 
erteilt.  Welches  ist  die  daraus  folgende  Bewegung,  wenn  wir  voraussetzen, 
dass  die  Mittelpunkte  der  Kugeln  sich  in  einer  Ebene  bewegen? 

Es  seien  C,  C  die  Mittelpunkte  der  unteren  und  der  oberen  Kugel, 
welche  sich  in  einem  Funkte  P  berühren.  Zufolge  des  Prinzipes  der  Er- 
haltung der  Bewegung  des  Schwerpunktes  bewegt  sich  der  gemeinschaft- 
liche Schwerpunkt  P  der  beiden  Kugeln  in  einer  geraden  Linie.  Diese 
Linie  wählen  wir  als  Axe  der  y  und  die  vertikale  Ebene,  in  welcher  die 
Schwerpunkte  der  Kugeln  sich  bewegen,  als  Ebene  der  xy  mit  dem  Ur- 
sprünge in  der  festen  horizontalen  Ebene.  Nun  seien  or,  a  die  Coordinaten 
von  C,  x\  y  diejenigen  von  C,  ^  bezeichne  den  spitzen  Winkel,  welchen 
C  C  mit  der  Vertikalen  macht,  C  A^  C  Ä  seien  jene  Badien  der  Kugeln, 
welche  anfangs  in  derselben  geraden  Linie  liegen.  Die  Winkel  AC P  und 
A'  C P  sind,  weil  die  eine  Kugel  auf  der  anderen  rollt,  einander  gleich 
und  mögen  mit  ip  bezeichnet  werden,  auch  sei  F  die  Beibung  zwischen 
den  Kugeln  und  M  die  Masse  einer  jeden  Kugel. 

Nun  ist  die  lebendige  Kraft  der  Kugel  G  gleich  der  lebendigen 
Kraft,  welche  zu  verdanken  der  Translation,  plus  der  lebendigen  Kraft, 

welche  hervorgeht  aus  der  Botation.    Der  erste  Teil  ist  -^f  ( -j- J  ,  der 

zweite  Mk^i-—-^^)  ,  weil  ^  —  9  der  Winkel  ist,  den  eine  feste  Linie 

CAm  dem  Körper  mit  der  Vertikalen  einschliesst,  so  dass  die  lebendige 
Kraft  der  Kugel  C  gleich 
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Gleicherweise  ist  die  lebendige  Kraft;  der  Engel  C\  da  hier  noch  die 
Vertikalbewegung  hinzukommt, 

Die  einsige  bewegende  Kraft  ist  hier  die  Schwere,  daher  die  Eraftefimktion 

—  Mfgdy^^M.C—Mgy. 
Mithin  haben  wir  durch  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft 

Indem  wir  weiter  Momente  um  den  Schwerpunkt  einer  jeden  Kugel  nehmen, 
erhalten  wir 

Die  geometrischen  Nebenbedingungen  sind 

x=^  —  asind'^     (4)  x'^asind'^     (5)  y'=  a  4- 2aC0Ä*.      (6) 

Damit  ist  die  Bewegung  des  Systemes  vollständig  bestinmoit. 
Subtrahieren  wir  (2)  von  (3),  so  wird 

Weil  die  Bewegung  vom  Ruhezustande  aus  beginnt,  so  ist  <7=0,  mithin 

-^  immer  gleich  Null,  d.  h.  die  zwei  Kugeln  bewegen  sich  so,  als  wenn 

sie  fest  mit  einander  verbunden  wären. 

Die  Substitution  der  Werte  von  x,  x\  y   aus  (4),  (5),  (6)  in  die 
Gleichung  (1)  liefert 

d& 
Der  Anfangswert  von  ^  ist  Null,  ebenso  derjenige  von  -=-.  folglich  ist  die 

Cv  t 

Konstante  C  =  1  und  mithin 

(Ä2-Ha»  +  a2*m«,^)(^)  ^ga(l  —  C08&). 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Winkelgeschwindigkeit  —  und  erhalten  wir 

mit  fc«  =  -  a* 
o 


dd'      W5a{l—co8d-) 


t       ^  a(7H 


dt       ^    ail-^-hain^^) 
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In  dem  Augenblicke,  wo  die  obere  Eugel  die  horizontale  Ebene  erreicht, 
ist  ^  =  ~;  folglich  die  Winkelgeschwindigkeit  in  diesem  Momente 


dt 


5.  Das  höchste  Ende  eines  gleichsinnigen  Stabes  ist  an  einen  Ring  gefesselt, 
welcher  entlang  einem  glatten,  horizontalen,  festen  Stab  beweglich  ist.  Der  erste  Stab 
ruht  anfangfs  in  einer  vertikalen  Lage  nnd  es  wird  ihm  eine  Winkelgeschwindigkeit  in 
der  vertikalen  Ebene  erteilt,  welche  den  festen  Stab  enth&lt.  Es  soll  die  Winkel- 
geschwindigkeit dieses  Stabes  fOr  irgend  eine  daraas  folgende  Lage  bestimmt  werden. 

2  a  sei  die  Lftnge  des  beweglichen  Stabes,  »  die  anfängliche  Winkelgeschwindig- 
keit, a>'  seine  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  er  anter  einem  Winkel  i^  za  der  Vertikalen 
geneigt  ist,  dann  wird  gefanden  werden 

"^"   a(l-f-3stn2^) 

6.  Eine  dünne,  sphärische  Schale  vom  Halbmesser  a  stützt  sich  aaf  eine  glatte 
horizontale  Ebene,  ein  materieller  Pnnkt  yon  einer  Masse  gleich  derjenigen  der  Schale 
befindet  sich  in  dem  tiefsten  Pankte  ihrer  inneren  Fl&che,  welche  glatt  ist.  Za  welcher 
Hohe  kann  der  materielle  Ponkt  aafsteigen,  wenn  der  Schale  eine  horizontale  Geschwin- 
digkeit 2yag  erteilt  wird? 

Der  materielle  Pankt  wird  bis  zar  Hohe  des  Mittelpanktes  der  Schale  aafsteigen 
nnd  dann  wieder  sinken. 

7.  Eine  enge  Bohre  yon  der  Gestalt  einer  gemeinen  Helix  (Schranbenlinie) 
Iftuft  rnnd  am  einen  aafrechten  Kreiscjlinder,  welcher  anfangs  in  Rahe  ist.  Der  Cylinder 
wird  yon  zwei  glatten  festen  Stähen  dnrchbohrt,  die  parallel  za  einander  and  horizontal 
laufen.  Ein  materieller  Pankt  befindet  sich  innerhalb  der  Bohre  in  einem  Abstände 
Ton  der  Cylinderaxe,  welcher  parallel  za  den  Stäben  ist.  Beweise,  dass  die  Geschwin- 
digkeiten, welche  der  Cylinder  erlangt  hat,  bei  zwei  aafeinander  folgenden  Ankünften 
des  materiellen  Panktes  in  Pankten  grOssten  Abstandes  yon  der  Ebene,  in  welcher  die 
Axe  des  Oylinders  sich  bewegt,  ihre  Maximalwerte  besitzen  werden,  wenn  die  Neigang 
der  Helix  gegen  den  Horizont  gleich  ist 

arc{tg=  1/      ^    ,h 

wo  ffi  die  Masse  des  materiellen  Panktes,  m*  diejenige  des  Cylinders  bezeichnet. 
5-7.    Walton,  p.  540-541. 


Dritte    Abteilung. 

Das  Prinzip  der  Momente  der  Bewegnngsgrossen. . 

L  Ein  materielles  System  bewegt  zu  irgend  einer  Zeit  ^o  unter  ge- 
gebenen VerbUtnissen  und  zu  der  Zeit  ^  bewegt  sich  dasselbe  unter  anderen 
Verhältnissen,  wobei  nicht  in  Betracht  kommt,   iu  welcher  Weise  die 
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Änderung  dieser  Yerhältnisse  durch  die  Kräfte  hervorgebracht  wird.  Welche 
Relationen  bestehen  zwischen  diesen  zwei  Bewegungen? 

Wir  haben  hier  zu  ermitteln  die  Änderungen,  welche  in  der  Zeit 
ti  —  to  hervorgebracht  werden.  Wenn  diese  Zeit  ^  —  fe  sehr  klein  ist  und 
die  Kräfte  sehr  gross  sind,  so  gelangen  wir  zu  dem  allgemeinen  Probleme 
des  Stosses. 

Sind  (07,  y,  z)  die  Coordinaten  eines  materiellen  Punktes  des  auf  ein 
beliebig  im  Baume  gelegenes,  festes^  rechtwinkeliges  Coordinatensystem 
bezogenen  beweglichen  Systemes,  JT,  F,  Z  die  Gomponentensummen  der  an 
dem  Punkte  wirkenden  Kräfte  parallel  zu  den  Coordinatenaxen ,  dann  ist 
nach  dem  Prinzipe  von  D'Alembert 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

Diese  Gleichungen  werden  gewöhnlich  in  den  bequemeren  Formen  ge- 
schrieben 

d  -     dos       _  3^      d         dy  ^^^^^       ^ 'z        fv\ 


(2') 


Die  Integration  der  Gleichungen  (1')  und  (2')  von  t  =  tQ  bis  t  =  ti  giebt 

=  2r\^j:-.Z)dt     [2rn(/l-y^)f=Ef\a,Y-y^dL 

Denken  wir  uns  eine  Kraft  P  wirke  an  einem  der  sich  bewegenden 
materiellen  Punkte  m  während  irgend  einer  Zeit  h  —  to  parallel  zur  Axe 
der  ^,  diese  Zeit  in  die  gleichen  Intervalle  dt  geteilt,  von  dem  Mittel- 
punkte eines  jeden  dieser  Intervalle  aus,  d.  i.  von  der  Lage  des  Punktes  m 
in  diesem  Augenblicke,  eine  gerade  Linie  gezogen,  welche  den  Wert  von 
Pdt  in  diesem  Augenblicke  nach  Bichtung  und  Grösse  darstellt,  dann 
ist  die  nach  den  Begeln  der  Statik  konstruierte  Resultante  dieser  Kiftfte 
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die  ganze  in  der  Zeit  ti  —to  aufgewendete  Kraft.     Daher  sind  /    Ä'd  t, 
/    Ydt^  I    Zdt  die  ganzen  Kräfte  parallel  zu  den  Coordinatenaxen. 

Durch  diese  Gleichungen  gelangen  wir  zu  den  Sätzen: 

fl  Die  durch  irgend  welche  Kräfte  in  den  Componenten  des  Bewegungs- 
momentes  irgend  eines  Systemes  in  irgend  einer  Zeit  hervorgebrachte 
Änderung  ist  gleich  den  entsprechenden  Kraftcomponenten  in  diesen  Eich- 
tungeu.* 

«Die  durch  irgend  welche  Kräfte  in  dem  Momente  der  Bewegungs- 
grosse  des  Systemes  um  irgend  eine  gerade  Linie  in  einer  beliebigen  Zeit 
hervorgebrachte  Änderung  ist  gleich  dem  ganzen  Momente  dieser  Kräfte 
um  diese  gerade  Linie/ 

Es  ist  nicht  nötig  diese  zwei  Sätze  von  den  Bewegungsgleichungen 
abzuleiten.  Mit  Hilfe  des  Prinzipes  von  D'Alembert  können  wir  leicht  zu 
folgendem  allgemeinen  Theoreme  gelangen. 

,  Wenn  das  Bewegungsmoment  irgend  eines  materiellen  Punktes  eines 
in  Bewegung  begriffenen  Systemes  nach  den  Hegeln  der  Statik  zusammen- 
gesetzt und  zerlegt  wird,  wie  wenn  es  eine  an  dem  materiellen  Punkte  in 
seiner  augenblicklichen  Lage  wirkende  Kraft  wäre,  dann  sind  die  Bewegungs- 
momente aller  materiellen  Punkte  zu  einer  beliebigen  Zeit  ti  zusammen 
äquivalent  den  Bewegungsmomenten  zu  irgend  einer  vorausgegangenen 
Äeit  <o  plus  den  ganzen  Kräften,  welche  während  dieser  Zeit  gewirkt  haben.* 

1.  Ein  einzelner  materieller  Punkt  von  der  Masse  m  beschreibe  eine 
Bahn  um  ein  Ki-aftcentrum  O.  t;,  v  seien  seine  Geschwindigkeiten  in  zwei 
beliebigen  Punkten  seines  Kuraes.  Wird  angenommen,  dass  mv.mv  ent- 
lang den  Tangenten  an  die  Bahn  in  den  Punkten  P,P'  wirken,  dann 
würde  die  entgegengesetzte  Grösse  von  m  v  im  Gleichgewichte  sein  mit  m  v 
und  der  ganzen  von  P  bis  P'  wirkenden  Centralkraft.  Sind  p,/  die 
Längen  der  Perpendikel  von  0  auf  die  Tangenten  in  P,  P,  dann  ist,  indem 
wir  Momente  um  O  nehmen,  vp  =  v'p\  d.  h.  vp  ist  während  der  ganzen 
Bewegung  konstant.  Schneiden  sich  die  Tangenten  im  Punkte  T,  so  muss 
die  ganze  aufgewendete  Centralkraft  entlang  der  Linie  T  0  wirken  und  es 
kann  dieselbe  durch  v,  t;'  mit  Hilfe  der  Regeln  fQr  die  Zusanmiensetzung 
der  Geschwindigkeiten  ausgedrückt  werden. 

2.  Drei  materielle  Punkte  bewegen  sich  aus  dem  Ruhezustände, 
einander  anziehend,  unter  der  Wirkung  keiner  äusseren  Kraft. 

Die  Bewegungsmomente  der  drei  materiellen  Punkte  in  irgend  einem 
Zeitmomente  sind  zusammen  äquivalent  den  drei  anfilnglichen  Bewegungs- 
momenten.   Folglich  müssen  sich  die  Tangenten  ihrer  Bahnen  in  irgend 
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einem  Zeitmomente  in  einem  gewissen  Punkte  0  schneiden,  und  wenn 
Parallellinien  so  zu  ihren  Bewegungsrichtungen  gezogen  werden,  dass  sie 
ein  Dreieck  bilden,  so  sind  die  Bewegungsmomente  der  drei  materiellen 
Punkte  proportional  zu  den  Seiten  dieses  Dreieckes.  Wenn  sich  n  mate- 
rielle Punkte  gegenseitig  anziehen,  kann  auf  demselben  Wege  gezeigt 
werden,  dass  die  n  durch  mv,  mV,  mV, . . .  dargestellten  BMfte  im  Gleich- 
gewichte  sind,  und  wenn,  von  einem  beliebigen  Punkte  beginnend,  Parallele 
zu  den  Bewegungsrichtungen  gezogen  werden,  die  den  Bewegungsmomenten 
der  materiellen  Punkte  proportional  sind,  so  werden  diese  ein  geschlossenes 
Polygon  bilden. 

Sind  F,F\F"  die  resultierenden  Attraktionen  auf  die  drei  mate- 
riellen Punkte,  dann  schneiden  sich  die  Eichtungen,  in  welchen  die  Kräfte 
F^  F'^  jP"  wirken,  auch  in  einem  Punkte.  Bezeichnen  nämlich  JP,  F,  Z  die 
Wirkungen  zwischen  den  materiellen  Punkten  in, m";  m", m;  m',  m  resp.,  so 
ist  F  die  Resultante  von  —  T  und  Z,  F'  diejenige  von  —  Z  und  X^ 
F"  diejenige  von  —  X  und  Y.  Polglich  sind  die  drei  Kräfte  jP,  J^,  jP" 
im  Gleichgewichte,  es  müssen  sich  daher  ihre  Richtungslinien  in  einem 
Punkte  <y  schneiden,  und  ist  die  Grösse  einer  jeden  proportional  dem  Sinus 
des  Winkels  zwischen  den  zwei  anderen  Kräften.  Im  allgemeinen  ist  dieser 
Punkt  nicht  fest  und  fällt  nicht  mit  dem  Punkte  O  zusammen.  Wenn 
die  Attraktion  proportional  der  Distanz  ist,  dann  fallen  die  beiden  Punkte 
O,  O'  mit  dem  Schwerpunkte  S  des  Systemes  zusammen  und  sind  während 
seiner  ganzen  Bewegung  im  Baume  fest.  Nach  einem  Satze  der  Statik 
ist  nämlich  mit  diesem  Attraktionsgesetze  die  ganze  Attraktion  eines 
Systemes  materieller  Punkte  auf  einen  dieser  Punkte  dieselbe,  als  wenn 
das  ganze  System  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre.  Folglich  fällt 
O'  mit  S  zusammen.  Weil  jeder  materielle  Punkt  anfangs  keine  Geschwin- 
digkeit besitzt,  so  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Schwerpunktes  gleich 
Null,  es  ist  daher  S  während  der  ganzen  Bewegung  ein  fester  Punkt 
Weil  femer  jeder  materielle  Punkt  seine  Bewegung  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit beginnt  und  nach  einem  festen  Punkte  S  getrieben  wird,  so  wird 
er  sich  in  derjenigen  geraden  Linie  bewegen,  welche  seine  Anfangslage  mit 
dem  Schwerpunkte  8  des  Systemes  verbindet  Folglich  fällt  O  mit  8 
zusammen.  Wenn  die  Attraktion  proportional  der  Distanz  ist,  so  beweist 
die  Lehre  von  der  Bewegung  eines  Punktes,  dass  die  Fallzeit  eines  Punktes 
aus  der  Buhelage  nach  dem  Centrum  unabhängig  von  dem  Anfangsabstande 
des  Punktes  vom  Centrum  ist  Daher  werden  alle  materiellen  Punkte  des 
Systemes  gleichzeitig  in  8  ankommen  und  sich  daselbst  treffen.  Bezeichnet 
2m  die  Summe  der  Massen,  gemessen  durch  ihre  Attraktionen  in  der 

gebräuchlichen  Weise,  so  ist  diese  Zeit -r  • -7:^  -  • 

*  y/2m 
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3.  Drei  materielle  Punkte  von  den  Massen  m,m,m'  ziehen  sieb 
gleichzeitig  einander  an  und  sind  so  geworfen,  dass  das  Dreieck,  welchea 
durch  die  geradlinige  Verbindung  ihrer  Lagen  in  einem  beliebigen  Zeit- 
momente der  Bewegung  entsteht,  stets  ähnlich  ist  dem  Dreiecke,  dessen 
Eckpunkte  die  Anfangslagen  dieser  Punkte  sind.  Welches  sind  die  Wurf- 
bedingungen ? 

Der  Schwerpunkt  des  Systemes  wird  hier  entweder  in  fiuhe  bleiben^ 
oder  sich  mit  einer  gleichförmigen  Geschwindigkeit  in  einer  geraden  Linie 
bewegen.  Wir  nehmen  deshalb  an,  dass  der  Schwerpunkt  in  Bube  bleibt^ 
und  können  sodann  die  Wurfbedingungen  dadmxh  verallgemeinern,  das» 
wir  an  jedem  materiellen  Punkte  noch  eine  Geschwindigkeit  anbringen, 
welche  parallel  zu  der  Bichtung  ist,  in  welcher  wir  den  Schwerpunkt  sich 
zu  bewegen  wünschen.  Es  sei  O  der  Schwerpunkt,  -P,  P\  P"  seien  die 
Lagen  der  materiellen  Punkte  zu  einer  beliebigen  Zeit  t.  Hier  sind  dio 
Längen  OPyO  P\  O  P"  stets  proportional  und  ihre  Winkelgeschwindig- 
keiten einander  gleich  infolge  der  Bedingungen  der  Aufgabe.  Bezeichnen 
wir  die  Distanzen  OP^  OP'^O  P"  mit  r,  r ,  r ',  ihre  gemeinschaftliche- 
Winkelgeschwindigkeit  mit  n,  so  haben  wir,  weil  das  Moment  der  Be- 
wegungsgrOssen des  Systemes  um  O  immer  dasselbe  bleibt. 

Weil  die  Verhältnisse  r:r\r'  konstant  sind,  so  folgt  aus  dieser  Glei- 
chung, dass  mr^n  eine  konstante  Grösse  ist,  daher  durchßLhrt  OP  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen.  Die  resultierende  Kraft  am  Punkte  P  ist 
mithin  nach  O  gerichtet. 

Bezeichnen  q,q\q'  die  Seiten  F P'\  P"P,  P P'  des  durch  die 
materiellen   Punkte  gebildeten   Dreieckes   und    ist  das  Attraktionsgesetz 

7-r-r-T — m»  dann  haben  wir,  weil  die  resultierende  Attraktion  von  m%m"^ 
(Abstand)* 

auf  m  durch  den  Punkt  O  geht, 

p  *  p  * 

und  weil  O  der  Schwerpunkt  des  Systemes  ist 

m  q"  sin  P'P  0  =  m"  q  sin  P''P  O. 
Folglich  liegen  die  drei  materiellen  Punkte  entweder  in  einer  geraden* 
Linie,  oder  es  ist  ^"*+i=^'*+^    Mit  *;  =  — 1  ist  das  Attraktionsgesetz 
dasjenige  der  Distanz.    Ist  h  nicht  =  —  1,  so  haben  wir  q  —  q\  d.  L 
es  muss  dann  das  Dreieck  gleichseitig  sein. 

Wird  umgekehrt  angenommen,  dass  die  materiellen  Punkte  in  Sich- 
tungen geworfen  werden,  welche  gleiche  Winkel  mit  ihren  Entfernungen 
von  dem  Schwerpunkte  machen,  mit  diesen  Distanzen  proportionalen  Ge- 
schwindigkeiten, und  dass  auch  die  resultierenden  Attraktionen  nach  dem 
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Schwerpunkte  proportional  den  Abständen  sind,  dann  werden  in  allen  drei 
Fällen  dieselben  Bedingungen  am  Ende  einer  Zeit  d  t  genügen  und  so  fort. 
Die  drei  materiellen  Punkte  werden  daher  ähnliche  Bahnen  um  den  Schwer- 
punkt in  einer  ähnlichen  Weise  beschreiben. 

Es  werde  zuerst  angenommen,  dass  die  drei  materiellen  Punkte  in 
«iner  geraden  Linie  sich  befinden,  wobei  m  zwischen  m  und  m\  O  zwischen 
m  und  w!  liegen  mag.  Weil  die  Attraktion  auf  irgend  einen  materiellen 
Punkt  proportional  seinem  Abstände  von  O  sein  muss,  so  müssen  die 
Attraktionen 

m  m"  m'  m  m  m 


{ppY^ {ppy  {p^'p'f    {pp'f     {ppy    {PFy 

proportional  den  Distanzen  0P,0  P',  0  P"  sein.    Weil  2  m  O  P  =  0,  so 
machen  diese  zwei  Gleichungen  eine  im  ganzen  aus.     Nun  haben  wir 

<m4.m'-hm")0P=  m PP -¥m  PP^ -^m' P^ P^'  =  | m'-hm"ri+  ^^-)) Pf^^ 

<m  -h  m'  4-  m")  O P'  =  -  m  PP'-h  m'PP"  =(—m  +  ^^-p^^  PP^^ 

P'P" 

oder,  mit      ^  =  ^, 

OP  ^m-^-m'jl  -^z)      OP  ^—m-i-m'z 
PF''    m-hm-hm'   '     Pl^' 
Daraus  folgt. 


m-hm-hm' 


,  m 

m  m  rPP  x  /         «* 

I I  AM    _« 


OP_w'-<-m"(l+g)(PP')*"^(PPT_        vpp'J  _*"     (1+^y 

Or         —  m-\-'m  z  m  m  m 


m 
in         — r m 


{p'F)^'  {ppy   fP^E^  ^* 

so  dass 

0^'~  (l+zf)  ^""  '^^  "^  '^^''  ^^  ~  ir^  ""*")  I '"  "^  ^" '  (^  "^  ^)  1* 
Das  erhaltene  Besultat  stimmt  mit  dem  durch  Laplace  gegebenen  überein, 
derselbe  betrachtete  zuerst  dieses  Problem. 

In  dem  Falle,  in  welchem  die  Attraktion  dem  Naturgesetze  folgt, 
ist  &  =  2  und  die  Gleichung  wird 

mr2|(l-h^)8— Ij -m'(l  4-^)2 (1—^3)  — m"  1(1  4-^)8 -^8j  =  0. 

Dieses  ist  eine  Gleichung  des  fQnften  Grades  und  sie  hat  daher  immer 
eine  reelle  Wurzel.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  hat  entgegengesetzte 
Zeichen,  wenn  ^  =  0  und  -r  =  oo,  folglich  ist  diese  reelle  Wurzel  positiv. 
Es  ist  daher  immer  möglich,  die  drei  Massen  so  zu  werfen,  dass  sie  in 
einer  geraden  Linie  bleiben  können.    Laplace  bemerkt,  dass  wenn  tu  die 
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f—f~, 9f  1 

— ^ ==i7^ 
ö  wi         luv) 

ist.  Wenn  ursprünglich  die  Erde  und  der  Mond  sich  in  derselben  geraden 
Linie  mit  der  Sonne  in  Absfänden  von  der  Sonne  proportional  zu  1  und 

1  +  zr^  befunden  haben  würden,  und  wenn  ihre  Anfangsgeschwindigkeiten 

parallel  und  proportional  zu  jenen  Distanzen  gewesen  wären,  so  würde  der 
Mond  stet«  in  Opposition  zu  der  Sonne  sein.  Der  Mond  würde  dann  für 
ein  Stadium  continuierlicher  Verfinsterung  zu  weit  entfernt  gewesen  sein, 
so  dass  er  sich  jede  Nacht  als  Vollmond  gezeigt  hätte. 

Liouville  hat  in  den  Additions  ä  la  Connaissance  des  Temps,  1845, 
gezeigt,  dass  eine  solche  Bewegung  unstabil  sein  würde. 

Die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  werden  ähnliche  Ellipsen  sein, 
ihr  Schwerpunkt  wird  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkte  zusammenfallen. 

Ferner  sei  das  Attraktionsgesetz  dasjenige  der  Distanz.  In  diesem 
Falle  ist  die  Attraktion  auf  jeden  materiellen  Punkt  dieselbe,  als  wenn 
alle  drei  materiellen  Punkte  in  dem  Schwerpunkte  vereinigt  wären.  Jeder 
materielle  Punkt  wird  eine  Ellipse  beschreiben,  diesen  Punkt  zum  Gentrum 
in  derselben  Zeit  habend.  Die  materiellen  Punkte  sind  so  zu  werfen,  dass 
die  Wurfgeschwindigkeiten  proportional  den  Anfangsabständen  vom  Schwer- 
punkte sind  und  die  Wurfrichtungen  gleiche  Winkel  mit  jenen  Distanzen 
machen. 

Drittens  werde  angenommen,  dass  die  materiellen  Punkte  die  Eck- 
punkte eines  gleichseitigen  Dreieckes  seien.  Die  resultierende  Kraft  an 
dem  materiellen  Punkte  m  ist 

Die  Bedingung,  dass  die  an  den  materiellen  Punkten  wirkenden  Kräfte 
proportional  ihren  Distanzen  von  0  sind,  zeigt,  dass  das  Verhältnis  der 
Kraft  zu  dem  Abstände  OP  für  alle  Punkte  dasselbe  ist.     Weil 

m  q' cos P'F O  -+-  m   q  cos P" P O  =  (w  4-  m  4-  m")  0 P 

ist,  so  ist  es  klar,  dass  der  Bedingung  anfangs  genügt  wird,  wenn  q=zqz=iq\ 
Folglich  werden,  durch  denselben  Schluss  wie  vorhin,  die  materiellen  Punkte 
immer  in  den  Eckpunkten  eines  gleichseitigen  Dreieckes  bleiben,  wenn  sie 
mit  gleichen  Geschwindigkeiten  in  Richtungen  geworfen  werden,  die  gleiche 
Winkel  mit  OP,OP\OF'  resp.  machen. 

4.  Eine  Platte  von  beliebiger  Gestalt  bewegt  sich  in  ihrer  eigenen 
Ebene  in  irgend  einer  Weise  und  es  wird  plötzlich  ein  beliebiger  Punkt  O 
in  ihr  fest.     Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Platte  um  0? 
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Es  bewege  sich  in  dem  Augenblicke  vorher,  ehe  der  Punkt  O  fest 
wurde,  der  Schwerpunkt  8  der  Platte  mit  der  Geschwindigkeit  v\  p  sei  die 
Länge  des  Perpendikels  von  O  auf  die  Bewegungsrichtung,  w  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt,  a!  diejenige  um  O 
in  dem  Augenblicke  darauf,  wo  der  Punkt  0  fest  geworden  ist,  Mk^  das 
Trägheitsmoment  der  Platte  um  den  Schwerpunkt  5,  OS  =  r, 

Die  Änderung  in  der  Bewegung  der  Platte  wird  durch  Impulsivkräfte 
hervorgebracht,  welche  während  einer  kurzen  Zeit  ti  —  ^o  wirken,  und  be- 
sitzen diese  Kräfte  kein  Moment  um  O,  so  dass  das  Moment  der  Bewe- 
gungsgrösse  gerade  vor  und  gerade  nach  dem  Zeitmomente,  in  welchem 
der  Punkt  O  fest  wird,  dasselbe  ist.  In  dem  Augenblicke  vorher,  ehe  O 
fest  wird,  ist  das  Moment  der  BewegungsgrOsse  um  B  Mk^m  und  das 
Moment  der  Bewegungsgrösse  der  ganzen  im  Schwerpunkte  vereinigten 
Masse  der  Platte  Mvp^  folglich  ist  das  ganze  Moment  der  Bewegungs- 
grösse gleich  Mk^  o)  -+-  Mvp,  In  dem  Augenblicke  darauf,  wo  O  fest 
geworden  ist,  ist  das  Moment  der  Bewegungsgrösse  um  O  Jf  (fc^  +  r*)  w . 
Mithin  erhalten  wir  die  Gleichung 

M  (Ä;2  4-  r«)  0)'=  Jf  (jfc2  0,  +  Mvp), 

woraus  sich  für  die  verlangte  Winkelgeschwindigkeit  ergiebt 

, h^fo  -h  vp 

5.  Eine  Platte  von  beliebiger  Gestalt  dreht  sich  um  eine  in  ihrer 
Ebene  gelegene  Axe  O  X  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  a>.  Plötzlich 
wird  diese  Axe  frei  und  eine  andere  ebenfalls  in  ihrer  Ebene  gelegene 
Axe  O  X'  fest.  Welches  ist  die  neue  Winkelgeschwindigkeit  w  um  O  X*? 
Die  Änderung  in  der  Bewegung  der  Platte  wird  durch  die  Wirkung 
von  Impulsivkräften  hervorgebracht,  welche  dadurch  hervorgehen,  dass  die 
Axe  OX'  plötzlich  fest  wird.  Diese  wirken  an  Punkten,  welche  inOX^ 
gelegen  sind  und  haben  daher  kein  Moment  um  diese  Axe.    Bezeichnet  d  a 

ein  beliebiges  Element  der  Eläche  der  Platte,  y  seinen 
Abstand  von  OX,  y  denjenigen  von  OX'  (Fig.  90), 
dann  sind  coy,  (ay  die  Geschwindigkeiten  von  da  gerade 
vor  und  augenblicklich  nach  dem  Stosse.  Die  Momente 
der  Bewegungsgrösse  um  OX'  gerade  von  und  eben 
nach  dem  Stosse  sind  daher  yyuida  und  y^m  de. 
Summieren  wir  nun  für  die  ganze  Fläche,  so  bekommen  wir  die  Gleichung 

m  2y^d(T=^  w2yy  d(j.  (1) 

Sind  die  Axen  OX,  OX'  parallel,  so  liegt  ihr  Schnittpunkt  im  unend- 
lichen, und  ergiebt  sich,  wenn  h  den  Abstand  der  beiden  Axen  bezeichnet, 
da  dann  y  z=iy^h  ist,  in  diesem  Falle 
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Bezeichnen  A,  Ä  die  Trägheitsmomente  der  Platte  für  die  Axen  OX^ 
OX'  resp.  ist  y  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Platte  von  OX 
tmd  M  ihre  Masse,  so  erhalten  wir 

Ä  (ü  =^ia{A — Mhy)y 

folglich  «'  =  «,.  £=^. 

A 

Schneiden  sich  die  zwei  Axen  OX^  OX*  in  einem  endlichen  Punkte  O 
unter  einem  Winkel  a,  dann  ist  y  ^ycosa-^w sin a,  folglich,  wenn  wir 
in  (1)  substituieren, 

(o'  Sy^da^=  tocosa^y^da —  casinaSayda, 
und  noch  Smayda^  F  setzen, 

A'  a/  =  (o  {A  cos  a  —  Fsin  a), 
,  A  cos  a  —  Fsin  a 


womit 


00    =  ft) 


'  A 


6.  Ein  Körper  bewegt  sich  frei  im  Baume  in  einer  bekannten  Weise. 
Plötzlich  wird  eine  gerade  Linie  oder  ein  Punkt  in  dem  Körper  fest. 
Welches  ist  die  daraus  folgende  anfängliche  Bewegung? 

Es  ist  augenscheinlich,  dass  alle  impulsiven  Wirkungen  auf  den 
Körper  durch  die  feste  gerade  Linie  oder  durch  den  festen  Punkt  gehen. 
Folglich  werden  die  Momente  der  Bewegungsgrösse  des  Körpers  um  die 
feste  Axe  in  dem  ersten  Falle,  oder  um  irgend  eine  Axe  durch  den  festen 
Punkt  in  dem  zweiten  Falle  durch  die  Impulsivkräfte  nicht  alteriert. 

Erstens.  Es  werde  eine  gerade  Linie  plötzlich  fest.  Diese  Linie 
wollen  wir  als  Axe  der  z  nehmen.  Es  sei  Mh^  das  Trägheitsmoment  des 
Körpers  um  die  Axe  der  ^,  i2  seine  Winkelgeschwindigkeit  um  diese  Axe 
in  dem  Augenblicke,  nachdem  sie  fest  geworden  ist.  Der  freie  Körper 
drehe  sich  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  w^^  a)y,  co«  um  die  drei  Axen 
S  X*,  8  Y\  S  Z'  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Körpers,  parallel  zu  den 
Ooordinatenaxen,  und  es  seien  ^,  y^  'z  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes. 
Dann  ist,  wenn  C'  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  um  S  Z',  die  Grössen 
-2  m  z'x\  2  m  z'y  sich  beziehen  auf  die  Axen  Ä  X',  S  Y\  S  Z\ 

Zweitens.  Es  werde  ein  Punkt  O  in  dem  sich  bewegenden  Körper 
plötzlich  im  Baume  fest.  Wir  wählen  irgend  drei  rechtwinkelige  Axen 
OX,  Or,  OZ  und  drei  parallele  Axen  Ä^,  SY\  SZ  durch  den 
Schwerpunkt  8  des  Körpers.  Es  seien  w«,  o»^,  cujr  die  bekannten  Winkel- 
geschwindigkeiten des  Körpers  um  die  Axen  8Xy  ST*,  SZ\  ehe  der 
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Funkt  O  fest  wird,  ü^y  üy,  Q»  die  unbekannten  Winkelgeschwindigkeiten 
um  O  Jl,  OY,  OZ,  nachdem  der  Punkt  O  fest  geworden  ist.  Dann 
haben  wir  die  Relationen 

Ä'üOx  —  {2 m xy) cöy  —  (^ m xz') (Og-^  2m (y-j-  —  z -^  ) 

V    dt         dtJ 

-=  ASia  —  2{mxy)Siy  —  2{7nxz)Qg^ 

=  B  Siy  —  {2myz)Siy  —  {2myx)Siaj 
C'fOe  —  {2  m  z'x)  «Dar  —  (JS  m  zy)  ö)y  -h  2  m  C^-r:  —  y  ~j1j 

=  CQe  —  {2mzx)Sia  —  (2mzy)Siy, 

Diese  Gleichungen  bestimmen  Qx^  ^yi  12«.  Es  ist  augenscheinlich,  dass 
dieselbeh  stufenweise  vereinfacht  werden  können,  indem  wir  die  Aien  so 
wählen,  dass  eine  der  zwei  Folgen  O-T,  OF,  OZ,  oder  OJ^,  0Y\  OZ" 
zu  Hauptaxen  wird. 

Wenn  der  Körper  sich  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe 
SJ  dreht,  in  dem  Augenblicke  bevor  der  Punkt  0  fest  wird,  so  ver- 
schwinden die  Glieder,  welche  die  Goordinaten  des  Schwerpunktes  ent- 
halten, aus  den  Gleichungen.  Die  Gleichungen  lassen  dann  leicht  eine 
geometrische  Interpretation  zu.  Die  Gleichung  des  Momentalellipsoides 
för  den  Schwerpunkt  ist 

ÄX^ -+- B' r« -h C'Z^'-22myz  YZ—  2 2mz^xZX—22mxyXY^Me\ 
Es  ist  daher  klar,  dass  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  proportional 
den  Bichtungscosinus  der  Diametralebene  einer  geraden  Linie  sind,  deren 
Bichtungscosinus  proportional  zu  co«,  »y,  a>«  sind.  In  derselben  Weise  sind, 
wenn  wir  das  Momentalellipsoid  für  O  konstruieren,  die  rechten  Seiten 
proportional  den  Bichtungscosinus  der  Axe  (i^«,  i2y,  ^j).  Also  stehen 
die  momentanen  Botationsaxen,  gerade  bevor  und  eben  nachdem  O  fest 
geworden  ist,  in  einer  solchen  Belatiou  zu  einander,  dass  ihre  Diametral- 
ebenen bezüglich  der  Momentalellipsoide  in  S  und  O  resp.  parallel  sind. 

7.  Eine  Kugel  ist  in  der  Breite  ^  mit  einem  Funkte  O  ihrer  Ober- 
fläche aufgehangen  und  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  im  Gleich- 
gewichte. Flötzlich  stockt  die  Botation  der  Erde.  Welches  ist  die  Be- 
wegung der  Kugel? 

Es  sei  (Fig.  91,  S.  255)  S  der  Schwerpunkt  der  Kugel,  O  ihr  Auf- 
hängepunkt, a  ihr  Halbmesser,  G  der  Mittelpunkt  der  Erde.  Die  Figur 
denken  wir  uns  so  gezeichnet,  dass  die  Kugel  sich  von  dem  Beobachter 
hinwegbewegt.    Ist  co  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde,   C8  =  fia, 
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dann  ist,  weil  sich  die  Kugel  um  eine  zu  CP  parallele  Axe  Sp  drehte 

die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdaxe  gleich  o),  während 
der  Schwerpunkt  sich  mit  einer  Geschwindigkeit  jua^nv^.co 
bewegt.  Wir  wählen  OC,  Op  und  das  Perpendikel  zu 
der  Ebene  OC^Op  als  Axen  der  a?,  y,  z  resp.  und  be- 
zeichnen mit  iixi  Sijf^  Siz  die  Winkelgeschwindigkeiten 
um  dieselben  gerade  nach  dem  Augenblicke,  wo  die 
Botation  der  Erde  stockt.  Die  Winkelbewegungsmomente 
Mm  OX  für  den  Augenblick  vor  und  diejenigen  nach 
Fignr  91.  dem  Stocken  der  Eotation  der  Erde  sind  einander  gleich, 

so  dass,  wenn  Mk^  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  um  einen  Diameter 

bezeichnet, 

Ferner  sind  auch  die  Winkelbewegungsmomente  um  0  F  gleich,  weshalb 
und  schliesslich  sind  die  Momente  um  OZ  einander  gleich,  wodurch 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

^               ft         ^            •/»Möt^  —  Ä;^           ./>5u  —  2        ^       ^ 
i2^  =  ö)  C08  ^,        iiy  =  0)  8tn  ^  -  2 — -Tg-  =^  (osinxt = —  >       5ig=  0, 

Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel  um  ihre  Momentanaxe  ist  daher 

Die  invariable  Ebene. 

Ein  bewegliches  System,  an  dem  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  werde 
auf  drei  zu  einander  rechtwinkelige  Goordinatenebenen  bezogen  und  durch 
den  gemeinschaftlichen  Punkt  dieser  Ebenen  werde  eine  weitere  Ebene  in 
beliebiger  Sichtung  gelegt.  Die  von  dem  Fahrstrahle  eines  beliebigen 
Punktes  des  Systemes  während  der  Zeit  t  beschriebene  Fläche  werde  auf 
diese  vier  Ebenen  projiziert  und  so  werde  für  jeden  materiellen  Punkt  des 
Systemes  verfahren.  Sind  A^,  Ay^  Ä»  die  Projektionen  der  von  dem  Fahr- 
strahle eines  beliebigen  materiellen  Punktes  m  des  Systemes  während  der 
Zeit  t  durchfahrenen  Fläche  auf  die  Goordinatenebenen  YZ,  XZ,  XTj 
dann  bestehen  zufolge  des  Prinzipes  der  Flächen  für  das  ganze  System 
die  Belationen 

Cit  =  22{mÄ^),        C2t  =  22{mÄy),         Cst  =  22{mAg). 

Nun  seien  die  Winkel,  welche  die  vierte  Ebene  mit  den  Goordinatenebenen 
einschliesst,  ^,  ju,  v,  so  dass 


I 
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,       2(mAx)  ^      2(mÄy)  SCmÄg) 

2(mÄ)  ^       2{mA)  '        2{mA) 

2  2  2  2 

WO  |:j(m^)|  =|^(m^^)|  4-|5(m.4y)|  +|^(m^,)|  , 

und  es  sei  (?i 2  ^  ^^2  _^  ^^2  —  ^2^ 

dann  ist  2  2  (m  ^)  =  <?  <, 

,       2{mA^)       2  ci  cg  Cs 

CO«  /  =  —77 -r^  =  -; =  — ,  CO8  U  =  -    1  C08V=  — 

2hnA)         l  c  c  c 

Unter  diesen  Verhältnissen  haben  die  Winkel  X,  f.i,  v  daher  zu  allen  Zeiten 
dieselben  Werte,  so  dass  die  Lage  der  vierten  Ebene  unveränderlich  sein 
wird.  Diese  Ebene  führt  den  Namen  »invariable  Ebene"  und  die  durch 
•den  Coordinatenurspining  gehende  zu  ihr  senkrechte  gerade  Linie  ,  invariable 
Linie*'  des  Systemes. 

Zu  dem  Begriffe  der  , invariablen  Ebene'  können  wir  auch  auf  eine 
«twas  andere  Weise  gelangen.  Denken  wir  uns  wieder  daB  materielle 
System  auf  rechtwinkelige,  räumliche  Coordinatenaien  bezogen,  von  dem 
Coordinatenursprunge  nach  den  einzelnen  materiellen  Punkten  des  Systemes 
gerade  Linien  gezogen,  so  beschreiben  diese  Fahrstrahlen  in  einer  Zeit  t 
gewisse  Flächen  und  es  seien  die  Summen  der  Projektionen  dieser  Flächen 
auf  die  Coordinatenebenen  (?i,  C2^  C3.  Alsdann  ist  die  Summe  der  Pro* 
jektionen  der  von  den  Fahrstrahlen  durchfegten  Flächen  auf  irgend  eine 
andere  Ebene  gleich  der  Summe  der  Projektionen  dieser  Flächen  auf  die 
Goordiiiatenebene.  Ist  C  die  dieser  beliebigen  Ebene  entsprechende  Polar* 
fläche,  sind  Z,  M,  N  die  Bichtungscosinus  der  Ebene,  so  haben  wir 

C=i  Lci  -^  Mc2  -t-  JV (?3. 
Mit  c2  =  ci^-i- ca^-f-eyg«  igt  es  klar,  dass  die  Fläche  auf  der  Ebene, 

deren  Bichtungscosinus  sind  Z=— »  m  =  ~»  n  =  ~»  gleich  c  ist,  womit 

c  c  c 

C=c{Ll'^-Mm-¥  Nn). 

Bezeichnet  (y  den  Winkel  zwischen  diesen  zwei  Ebenen,  so  haben  wir 

cosS"  —  Ll-^  Mm  -t-  Nn.  C=cco8 ^A. 

C  wird  mit  i>  =  0  zu  einem  Maximum  und  wir  erhalten  den  Satz:  Mit 
^inem  gegebenen  Punkte  als  Pol  ist  hier  eine  bestimmte  Ebene,  auf  wel- 
cher die  Summe  der  Projektionen  der  von  den  Fahrstrahlen  der  einzelnen 
Systempunkte  beschriebenen  Flächen  ein  Maximum  wird,  die  Bichtungs- 
cosinus dieser  Ebene  sind  Eonstanten,  so  dass  diese  Ebene  während  der 
ganzen  Bewegung  des  Systemes  von  unveränderlicher  Lage  bleibt  Die 
auf  irgend  einer  Ebene  erhaltene  Fläche  ist  gleich  der  entsprechenden 
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Flftche  auf  der  invariablen  Ebene  ^   multipliziert  mit  dem  Gosiuns  des 
Neigungswinkels  zwischen  beiden  Ebenen. 

1.  Bestimmung  der  invariablen  Ebene  für  den  Schwerpunkt  des 
Sonnensystemes. 

Wur  wählen  den  Schwerpunkt  S  des  Sonnensystemes  als  Goordinaten- 
ursprung  und  beziehen  dasselbe  auf  irgend  welche  rechtwinkelige  Axen 
OJT,  OTj  OZ.  Es  sei  co  die  Winkelgeschwindigkeit  irgend  eines  der 
Planeten  um  seine  Axe  und  Mk^  sein  Trägheitsmoment  für  diese  Axe 
mit  den  Bichtungswinkeln  a,  ß,  y  ^i^  ümdrehungsaxe  und  zwei  senk- 
rechte Axen  bilden  ein  System  von  Prinzipalaxen  in  dem  Schwerpunkte. 
Das  Moment  der  Bewegungsgrösse  um  die  Rotationsaxe  ist  Mk^m^ 
folglich  dasselbe  Moment  um  eine  Axe  parallel  zu  der  Axe  der  x  Mk^acosa. 
Das   Moment    der   Bewegungsgrösse    der   ganz    in    dem    Schwerpunkte 

vereinigt  gedachten  Masse  um  die  Axe  der  x  ist  M(y-^ ^j\  so 

V    dt         dtj 

dass  wir,  da  f&r  die  übrigen  Axen  ähnliches  gilt,  die  Gleichungen  erhalten 

Ci  =^SMk^ioco8a'^SM(y^—z^\ 

C^=ZMk^füco8ß'^SM(z^-x^\ 

V    dt         dtJ 

G^  =  i:Mk'^^coBy^i:M{x^^-y^\ 

Mittdst  dieser  drei  Gleichungen  ist  die  Lage  der  invariablen  Ebene  zu 
berechnen.     Wir  haben  einfach  mit  Ci « -h  Cg^  4-  Cs*  =  C" 

0  0  0 

2.  Zu  vergleichen  die  Lagen  der  invariablen  Ebene  in  verschiedenen 
Punkten  eines  sich  bewegenden  materiellen  Systemes,  auf  welches  keine 
äusseren  Kräfte  wirken. 

Wenn  der  Schwerpunkt  des  Systemes  an&ngs  in  Buhe  ist,  so  bleibt 
er  es  während  der  ganzen  Bewegung  und  die  von  ihm  imi  irgend  einen 
Punkt  beschriebene  Fläche  ist  gleich  Null.  Folglich  sind  die  um  alle 
Pole  in  irgend  einer  Ebene  beschriebenen  Flächen  dieselben  und  gleich 
denjenigen  auf  einer  parallelen  Ebene  durch  den  Schwerpunkt.  Es  folgt 
auch,  dass  die  invariable  Ebene,  welche  irgend  einem  Pole  entspricht, 
parallel  zu  der  invariablen  Ebene  des  Schwerpunktes  ist. 

Wenn  der  Schwerpunkt  sich  in  Bewegung  befindet,  so  bewegt  er 
sich  in  einer  geraden  Linie  mit  gleichf()rmiger  Geschwindigkeit.    Diese 

F.  Kraft,  ProbL  d.  a&alyt  Mechanik.    II.  17 
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gerade  Linie  wollen  wir  als  Axe  der  x  und  die  Ebene  der  ocz  so  wählen, 
dass  sie  die  invariable  Linie  für  den  Schwerpunkt  enthält.  Es  sei  F'die 
gleichförmige  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes,  M  die  Masse  des  Kör- 
pers, <?! ,  cz  seien  die  um  die  Axen  der  a?,  z  beschriebenen  Flächen,  a?,  y,  z 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P,  dann  sind  die  um  parallele 
Axen  durch  P  beschriebene  Flächen  resp. 

Ol  =  ci,         C^  =  —  MVz,Cz^Cz  +  M  Fy, 

folglich  sind  die  Eichtungscosinus  der  invariablen  Ebene  durch  P 

,      (?i  MVz  c^-^MVy 

■ 

wo  C«  =  ci  2  +  üf^  F2^2  4.  (^3  4,  MVyY. 

Nun  sind  2,  m,  n  und  C  Eonstante,  wenn  fy  und  z  konstant  sind,  folglich 
ist  die  Lage  der  invariablen  Ebene  und  die  auf  ihr  erhaltene  Fläche 
konstant  für  alle  Pole,  welche  in  irgend  einer  geraden,  zur  Bewegungs- 
richtung des  Schwerpunktes  parallelen  Linie  liegen.  Femer  ist  C  ein 
Minimum,  wenn  ;?  =  0  und  {?8  +  Jf  Fy  =  0.  In  diesem  Falle  ist  Z  =  1, 
m  =  0,  fi  =  0,  oder  die  invariable  Ebene  ist  senkrecht  zu  der  Bewegungs- 
richtung des  Schwerpunktes. 

Die  auf  der  invariablen  Ebene  für  irgend  einen  anderen  Punkt  Q  mit 
den  Coordinaten  x\y\z   sich  projizierende  Fläche  ist  gegeben  durch 

C'2  =  (ji  2  ^  (Jf  F/)2  -h  (^8  +  MVyy. 
Aber  es  ist  C*  =  cj  2  u^^  ^^  _|_  jf  Vy—  0,  daher 

Legen  wir  durch  den  Punkt,  für  welchen  die  auf  der  invariablen  Ebene 
erhaltene  Fläche  ein  Minimum  ist,  eine  gerade  Linie  parallel  zu  der  Be- 
wegungsrichtung des  Schwerpunktes,  dann  ist  die  auf  der  invariablen  Ebene 
zu  Q  erhaltene  Fläche  gegeben  durch 

Die  invariable  Ebene  kann  in  der  Astronomie  als  eine  solche  Ebene  gebraucht 
werden,  anf  welche  die  Lage  der  einzelnen  KOrper  des  Sonnensjstemes  bezogen  wird, 
denn  diese  Ebene  kann  jederzeit  wiedergefonden  werden.  Wir  können  die  Lagen  d«r 
Himmelskörper  mit  der  grOssten  Sorgfalt  beobachten  nnd  die  Coordinaten  eines  jeden 
bezüglich  irgend  welcher  Axen  bestimmen.  Es  ist  indessen  klar,  dass,  wenn  nicht  diese 
Axen  fest  sind,  oder  wenn  nicht  die  Bewegung  der  Axen  bekannt  ist,  wir  keine  Mittel 
besitzen»  unsere  Kenntnisse  der  Nachwelt  zu  überliefern.  Die  Ebenen  der  Ecliptic 
und  des  Äquators  sind  allgemein  zu  Hauptbezugsebenen  gemacht  worden.  Diese  zwei 
Ebenen  sind  in  Bewegung,  ihre  Bewegungen  sind  in  einem  Grade  naher  Annäherung 
bekannt  und  werden  hiemach  wahrscheinlich  noch  genauer  bekannt  werden.  Es  mag 
daher  in  einer  zukünftigen  Zeit  möglich  sein  zu  berechnen,  welches  ihre  Lagen  im 
Baunie  sein  werden,  wenn  eine  Reihe  von  schätzbaren  Beobachtungen  gemacht  worden 
ist.    Aber  in  sehr  langer  Zeit  kOnnen  sich  yon  Jahr  zu  Jahr  Fehler  anhäufen  und 
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diese  schliesslich  beträchtlich  werden.  Die  gegenwärtigen  Lagen  dieser  Ebenen  im 
Baume,  können  dnrch  Yomalune  von  Beobachtungen  an  Fixsternen  der  Nachwelt  über- 
lieüert  werden.  Diese  EOrper  sind  indessen  nicht  absolut  fest  «nd  mit  der  Zeit  würden 
die  Beferenzebenen  mit  weniger  und  weniger  Genauigkeit  durch  diese  Beobachtungen 
bestimmt  werden  können.  Eine  dritte,  von  Laplace  vorgeschlagene  Methode,  ist  die 
von  der  invariablen  Ebene,  nach  welchem  diese  Ebene  ihren  Namen  ftthrt,  Gebrauch 
zu  machen.  Wenn  wir  annehmen«  dass  die  Körper,  welche  unser  Sonnensystem  bilden, 
D&mlich  die  Sonne,  Planeten,  Satelliten,  Kometen  etc.  nur  ihren  gegenseitigen  Attrak- 
tionen unterworfen  sind,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  invariable  Ebene 
dnrch  den  Schwerpunkt  des  Systemes  im  Baume  absolut  fest  ist«  Auch  iAt  der  Schwer- 
punkt entweder  in  Buhe  oder  er  bewegt  sich  gleichförmig  in  einer  geraden  Linie.  Wir 
haben  hier  die  Attraktionen  der  Sterne  vernachlässigt.  Diese  sind  indessen  su  klein, 
um  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  unserer  astronomischen  Kenntnisse  in  Bechnung 
genommen  zu  werden.  Wir  können  daher  bis  zu  einem  gewissen  Grade  die  Lagen 
unserer  Coordinatenebenen  im  Baume  bestimmen,  indem  wir  dieselben  auf  die  invariable 
Ebene  als  eine  Ebene  beziehen,  welche  sicherer  annähernd  festgelegt  ist,  als  jede  andere 
Ebene  des  Sonnensystemes.  Die  Lage  dieser  Ebene  kann  in  der  gegenwärtigen  Zeit 
aus  dem  Zustande  des  Sonnensystemes  abgeleitet,  in  irgend  einer  zukünftigen  Zeit  kann 
eine  Berechnung  gemacht  werden,  welche  sich  auf  den  Zustand  des  Sonnensystemes  zu 
dieser  Zeit  gründet.  Also  kann  eine  Kenntnis  ihrer  Lage  nie  verloren  gehen.  Es  ist 
indessen  eine  Kenntnis  der  Cooidinaten  der  invariablen  Ebene  nicht  genügend,  um  um- 
gekehrt die  Lage  unserer  ^ferenzebenen  zu  bestimmen.  Wir  müssen  auch  die  Coor- 
dinaten  einer  gewissen  Linie  in  der  invariablen  Ebene  kennen,  deren  Bichtung  ebenfalls 
fest  im  Baume  iBt.  Diese  wird,  wie  Poisson- vorgeschlagen  hat,  durch  die  Projektion 
der  Bewegungsrichtnng  des  Schwerpunktes  des  Systemes  auf  die  invariable  Ebene  er- 
langt Wenn  der  Schwerpunkt  des  Sonnensystemes  in  Buhe  wäre  oder  sich  senkrecht 
zu  der  invariablen  Ebene  bewegte,  so  würde  dieses  misslingen.  In  keinem  Falle  ist 
unsere  Kenntnis  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  gegenwärtig  genügend,  um  uns  in 
den  Stand  zu  setzen,  viel  Gebrauch  von  dieser  festen  Bichtung  im  Baume  zu  machen. 

Wenn  die  Planeten  und  KOrper,  welche  unser  Sonnensystem  bilden,  als  Kugeln 
betrachtet  werden,  deren  Schichten  von  gleicher  Dichtigkeit  koncentrische  Kugelschalen 
sind,  so  wirken  ihre  gegenseitigen  Attraktionen  entlang  den  ihre  Mittelpunkte  ver- 
bindenden geraden  Linien.  In  diesem  Falle  werden  die  Bewegungen  ihrer  Mittelpunkte 
dieselben  sein,  als  wenn  jede  Masse  in  ihrem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre,  während 
die  Bewegung  eines  jeden  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  für  immer  unveränderlich 
sdn  würde.  Wir  können  daher  eine  andere,  feste  Ebene  finden,  indem  wir  diese  letz- 
teren Bewegungen  weglassen.  Dieses  hat  Laplace  gethan;  in  seinen  Formeln  sind  die 
Glieder,  welche  von  der  Botation  der  KOrper  abhängen,  in  den  obigen  Werten  von 
Cit'Oi,  G2  weggelassen.  Die  dadurch  erhaltene  invariable  Ebene  wird  die  ,astrono- 
mSaehe  invariable  Ebene*  genannt,  um  sie  von  der  wahren  dynamischen  invariablen 
Ebene  zu  unterscheiden.  Die  erstere  ist  senkrecht  zu  der  Axe  des  Momentenpaares, 
welches  den  Translationsbeweg^ngen  der  verschiedenen  KOrper  zu  verdanken  ist,  die 
letrtere  senkrecht  zu  der  Axe  des  Momentenpaares,  welches  ans  den  Translations-  und 
Rotationsbewegungen  der  KOrper  des  Systemes  hervorgeht.  Die  astronomische  invariable 
Ebene  ist  nicht  vollkommen  fest  im  Baume,  weil  die  gegenseitigen  Attraktionen  der 
Körper  nicht  genau  in  den  ihre  Schwerpunkte  verbindenden  geraden  Linien  wirken,  so 
das»  die  in  den  Ausdrücken  für  Ci,  C2,  C^  weggelassenen  Glieder  nicht  absolut  konstant 
■ind.  Der  Yerrückungseffekt  ist  der,  dass  die  Botationsaxe  eines  jedea  Korpers  einen 
K^el  im  Baume  beschreibt,  so  dass,  wenn  selbst  die  Winkelgeschwindigkeit  sich  nicht 


260  Lebendige  Kraft  und  Erhaltung  der  Fl&chen.  Y.  Th.  Kap.  17. 

ändert,  die  Lage  der  astronomischen  invariablen  Ebene  ein  wenig  sich  Terftndem  mnn. 
Eine  Collision  zwischen  Ewei  E()rpem  des  Systemes,  wenn  so  etwas  möglich  w&re, 
oder  eine  Explosion  anf  einem  Planeten^  ähnlich  derjenigen,  durch  welche  nach  Olbers 
die  Planeten  Pallas,  Ceres,  Juno  nnd  Yesta  n.  s.  w.  entstanden  sein  sollen,  konnte 
eine  beträchtliche  Änderung  in  der  Summe  der  w^gelassenen  Glieder  hervorbringen. 
In  diesem  Falle  wtlrde  eine  Änderung  in  der  Lage  der  astronomischen  invariablen 
Ebene  stattfinden,  aber  die  dynamische  invariable  Ebene  würde  im  ganzen  davon  un- 
berührt bleiben.  Es  konnte  gedacht  werden,  dass  es  vorzuziehen  sein  würde,  in  der 
Astronomie  die  wahre  invariable  Ebene  zu  gebrauchen.  Aber  dieses  ist  nicht  notwendig 
der  Fall,  denn  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Trägheitsmomente  der  EOrper,  welche 
unser  Sonnensystem  bilden,  sind  nicht  alle  bekannt,  so  dass  die  Lage  der  dynamischen 
invariablen  Ebene  nicht  bis  auf  einen  genügenden  Annäherungsgrad  berechnet  werden 
kann,  während  wir  wissen,  dass  die  Glieder,  welche  in  diesen  unbekannten  GrOesen 
enthalten,  alle  sehr  klein  oder  annähernd  konstant  sind.  Alle  weggeworfenen  Glieder 
sind  klein  im  Vergleich  mit  den  zurückbehaltenen,  die  astronomische  invariable  Ebene 
kann  daher  nur  einen  kleinen  Winkel  mit  der  dynamischen  invariablen  Ebene  machen, 
Obgleich  die  Ebene  sehr  nahe  fest  im  Räume  ist,  so  kann  dennoch  ihr  Schnitt  mit  der 
dynamischen  invariablen  Ebene  zufolge  der  Kleinheit  der  Neigung  im  Laufe  der  Zeit 
beträchtliche  Änderungen  erfahren. 

In  der  Mäcanique  Celeste  berechnete  Laplace  die  Lage  der  astronomischen  in- 
variablen Ebene  für  zwei  Epochen,  1750  und  1950,  unter  der  Annahme,  dass  seine 
Formeln  für  die  Änderungen  der  Excentricitäten,  Neigungen  und  Knoten  der  Planeten- 
bahnen während  dieser  Periode  korrekt  seien.  Für  die  erste  Epoche  fand  sich  als 
Neigung  dieser  Ebene  zu  der  Ecliptic  10*7698  und  als  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
1140*8979,  für  die  zweite  Epoche  ergab  sich  dieselbe  Neigung,  und  die  Länge  des 
Knotens  war  1140*3934. 

Dieser  Abschnitt  wurde  entlehnt  dem  ausgezeichneten  Werke:  „The  Dynamics  of 
a  System  of  Rigid  Bodies',  by  Ed.  John  Routh,  Third  Edition,  London  1877. 


Vierte  Abteilung. 
Lebendige  Kraft  und  Erhaltung  der  Fl&chen. 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Flächen  ist  durch  den  folgenden  8atz  ausgesprochen. 
.Ist  ein  in  Bewegung  begriffenes  System  materieller  Punkte  nur  gegenseitigen  Wirkungen 
unterworfen,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  der  Masse  eines  jeden  materiellen  Punktes 
in  die  Projektion  der  durch  seinen  Badiusvektor  um  irgend  einen  bestimmten  Punkt 
beschriebenen  Fläche,  auf  irgend  eine  vorausgesetzte  Ebene,  proportional  der  Zeil* 

Dasselbe  Prinzip  gilt  auch  dann,  wenn  das  System  äusseren  Kräften  unterworfen 
ist,  deren  algebraische  Momentensumme  für  eine  durch  den  bestimmten  Punkt  gehende 
und  zu  der  angenommenen  Ebene  senkrechte  Linie  gleich  Null  ist. 

Dieses  Prinzip,  welches  in  der  That  eine  Verallgemeinerung  von  Newton*8  Theorie 
ist,  betreffend  die  von  dem  Fahrstrahle  eines  einzelnen  Korpers  um  ein  Kraftcentrum 
beschriebenen  Flächen,  wurde  um  dieselbe  Zeit  entdeckt  von  Daniel  Bemoulli  (Mö- 
moires  de  TAcad.  des  Sciences  de  Berlin,  1745,  p.  54),  Euler  (Opusenla.  de  motu 
corporum  tubis  mobilibus  inclusorum  p.  48,  1746)  und  D'Arcy  (M4moires  de  TAcad. 
des  Sciences  de  Paris,  1747,  p.  348).  Die  von  D*Arcy  gegebene  Weise  der  Erklärung 
des  Prinzipes  ist  die  jetzt  allgemein  gebräuchliche^  von  ihr  weichen  die  Erläuterungen 
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Bemoxilli^s  nnd  Enler's  etwas  ab.  Auf  die  Entdeckung  dieses  Prinzipes  wurden  diese 
drei  Mathematiker  durch  die  Betrachtung  des  Problemes  der  Bewegung  mehrerer 
Körper  innerhalb  einer  Bohre  Yon  gegebener  Glestalt,  welche  sich  selbst  um  einen  festen 
Punkt  bewegt,  geffthrt. 

1.  Pund  iZsind  zwei  materielle,  an  die  starre  gerade  Linie  POU 
gefesselte  Punkte  und  es  kann  sich  diese  Gerade  um  einen  festen  Punkt  O 
in  einer  horüsontalen  Ebene  drehen.  Der  materielle  Punkt  77  ist  an  der 
starren  Geraden  fest,  der  Punkt  jP  kann  auf  ihr  gleiten.  Welches  ist  die 
von  dem  Punkte  P  beschriebene  Bahn,  wenn  die  Punkte  irgend  welche 
Anfangsgeschwindigkeiten  besitzen? 

Es  sei  (Fig.  92)  OE  eine  beliebige,  in  der  Ebene  der  Bewegung 
liegende  feste  Linie,  PO=^r^  nO  =  a,  m=  der  Masse 
von  P,  jt«  =  derjenigen  von  fl,  2i.P0E=:^d'.  Weil  die 
..  einzige  Kraft,  welcher  das  System  unterworfen,  die  Reaktion 
des  festen  Punktes  O  ist,  so  haben  wir  zufolge  des  Prinzipes 
der  Erhaltung  der  Flächen 

Flgup  92.  j  ö. 

(mr«  +  itta2)^=C,  (1) 

wo  C  eine  gewisse  Eonstante  bedeutet,  und  durch  das  Prinzip  der  Er- 
haltung der  lebendigen  Kraft 


»'ia)-"(3i)l-''«'(i7)=<^' 


(2) 


wenn  C  ebenfalls  eine  gewisse  Konstante  bedeutet. 
Die  Elimination  von  dt  bjjs  (1)  und  (2)  giebt 

wobei  die  Differentialgleichung  der  Bahn  bereits  gefunden  ist. 

um  die  Konstanten  C  und  C  zu  bestimmen,  wollen  wir  annehmen, 

d'S'    dr 
dass  £,  c0,u  die  Anfangswerte  von  r, -^»  ^-resp.  sind,  durch  welche  Be- 

dt    dt 

dingung  wir  mit  (1)  und  (2)  erhalten 

Clairaut,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1742,  p.  22. 
D'Arcy,  Mäm.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1747,  p.  851. 
D*Alembert,  Trait^  de  Dynamique,  p.  104,  seconde  edit. 

2.  Ein  der  Bedingung  unterworfener  gerader  Stab  JPQ,  dass  er 
stets  durch  einen  kleinen  festen  Bing  O  geht,  bewegt  sich  auf  einer  hori- 
zontalen Ebene.    Welches  ist  die  Bahn  seines  Schwerpunktes  S? 
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Zu  einer  beliebigen  Zeit  t  der  Bewegung  sei  (F^.  93) 

^^  OS  =  r,  2i.S0E  =  »,  OE  eine  feste  Linie  in  der  Be- 

»  wegungsebene  vorstellend,  m  die  Masse  eines  Stabelementes 

^         ^   in  einem  beliebigen  Abstände  q  von  O,  ii  die  Masse  des 

^  ganzen  Stabes,  k  sein  Trägheitshalbmesser  fQr  den  Schwer- 

rignr  93.  ^yj^^^t   8. 

Die  einzige  wirkende  Kraft  ist  die  Reaktion  des  Binges  auf  dem 
Stab,  daher  giebt  hier  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Flächen  die  Gleichung 

Femer  bekommen  wir  durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft,  den  Ring  als  vollkommen  glatt  ansehend,  die  Gleichuog 

«'=''r£)'-K^)V--'('Tt)'-''(l)-''<"-^')(s7)'<^' 

Durch  die  Elimination  der  Zeit  aus  (1)  und  (2)  folgt 

dr    dd' 
Sind  a,M,  CO  die  Anfangswerte  von  r,-^*  -j-  resp.,  dann  ergiebt  sich  durch 

(l)und(2)  "^^    '^^ 

Damit  wird  die  Gleichung  (3)  zu 

welches  die  Differentialgleichung  der  Bahn  von  iS  ist. 

Clairaut,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1742,  p.  B8— 41. 

3.  Zwei  gleiche  materielle  Punkte  P,  P  sind  an  die  Enden  eines 
Stabes  PF  (Fig.  94)  ohne  Masse  und  mit  dem  festen  Mittelpunkte  O 
gefesselt.  Welches  ist  die  irgend  welchen  Anfangszuständen  entsprechende 
Bewegung  der  materiellen  Punkte? 

Durch  den  Punkt  O  ziehe  eine  gerade  Linie  AOB^ 
mit  O  als  Mittelpunkt  und  0  P  als  Halbmesser  beschreibe 
die  zwei  Kreisbögen  APTc  und  A  Z,  von  denen ,  der  letztere 
in  einer  bestimmten  Ebene  liegt.  Es  sei  O  P=  a,  ijl  AOP=  y, 
2^kAl=^&^  m  =  der  Masse  eines  jeden  der  zwei  materiellen 
Punkte,  t  =  der  entsprechenden  Zeit. 

Durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 
haben  wir,  gleichviel  ob  die  materiellen  Punkte  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  unterworfen  sind  oder  nicht, 
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WO  C^c  konstante  Grössen  sind. 

Ferner  ist  zufolge  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der  Flächen 

•       2  m  flt^  sin^  y  -—  =  Ci ,     oder    Hn^  ip  -rr  =  <?i ,  (2) 

dt  dt 

wo  €i,€x  ebenfalls  konstante  Grössen  bedeuten. 

Die  Ehmination  von  -j-  aus  (1)  und  (2)  giebt 

dt 


( 


und  daher 

i  1 

«n  (^  rZ  9>  =  (c  «/n^  y  —  <;i  ^)^  d  ^,     (c  — :  Ci  ^  —  c  oob^  y)^  rf  ^  =  :—  c? .  cö«  y, 

integrierend  und  die  willkürliche  Konstante  c^  addierend 

t^c,  =  ^arc(coe  =  ^^.==y  (3) 

cos  (p  = -i^ir €08  \  \C(t  4-  C2)  }•  (4) 

\  C  ' 

Nehmen  wir  an,  dass  mit  ^  =  0,  «>  =  /ff,  —-=  w,  -^=  «',  dann  ist  durch 

^  dt  dt 

(1)  und  (2) 

c  =  0)'^  H-  0)^  ein^  /ff,  ^i  =  co  «/n^  /ff, 

und  mithin  durch  (3) 


(?2  = 1  aro 


(cö  2  +  0)2  «m^  ß)^  cos  ß 
cos  ^=^ ~ 


((ö'^+co*  sin^  ß  cos^  ß^j 
Der  Wert  von  cos<p  ist  durch  (4)  gegeben  und  wir  können  mit  Hilfe 
von  (2)  einen  Ausdruck  für  ^  als  Funktion  der  Zeit  erhalten. 

4.  Eine  sphärische  Schale,  deren  innerer  Halbmesser  gleich  dem  n*^ 
Teile  des  äusseren  ist,  ist  mit  einem  Fluidum  von  einer  Dichtigkeit  gleich 
derjenigen  der  Schale  gef&Ut.  Es  sollen  die  Wege  verglichen  werden, 
welche  diese  Schale  und  eine  solide  Eugel  von  derselben  Grösse  und  dem- 
selben Gewichte  auf  gleichen,  gleichgeneigten,  vollkommen  rauhen  Ebenen 
in  der  Zeit  t  zurücklegen,  wenn  dieselben  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
herabrollen. 

Lasse  bezeichnen  m^m  die  Massen  der  Schale  und  des  Fluidums 
resp.  a,  a  den  äusseren  und  inneren  Halbmesser  der  Schale,  Jb,  V  die  Träg- 
heitsradien der  Schale  und  der  Flüssigkeit  für  einen  Durchmesser  der 
Eugel,  ^, y  die  Winkel,  durch  welche  sich  die  Schale  und  die  Flüssig- 


m 
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keit  um  ihren  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  vom  Beginn  der  Bewegung 
an  gedreht  haben,  x  den  von  dem  Schwerpunkte  der  Kugel  beschrie- 
benen Weg. 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Eraft  giebt  die  Gleichung 

Weil  aber  die  Resultante  aller  Kräfte,  welche  auf  die  Flüssigkeitskugel 
wirken,  durch  deren  Schwerpunkt  geht,  haben  wir  zufolge  des  Frinzipes 
der  Flächen,  die  Flüssigkeit  besitzt  anfangs  keine  Geschwindigkeit^ 

dt 
Aus  diesen  zwei  Gleichungen  ergiebt  sich 

-{(3!)'  +  "'O  V»'(37)'=  "-  2<»'  *  •»''*"■"""• 

Weil  die  Schale  rollt,  ist  a?  =  a  ^,  so  dass,  wenn  wir  m  -t-  m  =  11  setzen, 

(ji* a^  +  m Ä;^) T— j  =Ca^ -\-2iia^ gxsina. 

d  Sß 

Diese  Gleichung  nach  t  diflferentiierend  und  sodann  durch  2-tt  theilend, 
bekommen  wir 

{fi  a^  ■+■  m  k^)  -TTj  =  (xa^g  sin  a.  (1) 

Nun  ist  mfc2  =  ||tta2  — |mV2  =  |0ia2  — m'a^),  oder,  weü  m'=^ 

/»  2  ta*^  —  1  _ 

und  a'=-,  mk^=  ^ßa^ — i — »  so  dass  die  Substitution  dieses  Wertes 
von  mk^  in  (1)  giebt 

Durch  Integration  dieser  Gleichung,   wobei   zu   beachten,   dass  a7  =  0, 

— -  ==  0,  wenn  f  =  0,  bekommen  wir 
dt 

5 

(7n^  —  2)x  =  '^n^fft^8ina. 

Für  die  homogene  Kugel  von  der  Masse  fi  erhalten  wir  in  einer  ähnlichen 
Weise,  wenn  x  den  von  ihrem  Schwerpunkte  in  derselben  Zeit  t  parallel 
zu  der  Ebene  zurückgelegten  Weg  bezeichnet, 

7a?'=  —gt^sina. 
Mithin  ist  das  gesuchte  Verhältnis 


fr 
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X  __      7  n^ 

Wenn  z.  B.  n  =  2  ist,  so  erhalten  wir  -,  =  z^- , . 

X       111 

Lady'8  and  Grentleman's  Diarj,  1842,  p.  51. 

5.  Der  materielle  Punkt  m  (Fig.  95)  ist  mit  den  materiellen 
Punkten  m\m"  mittelst  zweier  feiner  unausdehnbarer  Fäden  mOm\  mOm 
verbunden,  welche  durch  einen  kleinen  glatten  Bing  O  laufen;  m^m\m 
liegen  alle  auf  einer  glatten,  durch  O  gehenden  horizontalen  Ebene.  Die 
Spannungen  der  zwei  Fäden  und  die  Bewegungen  der  materiellen  Punkte 
sollen  unter  der  Voraussetzung  bestimmt  werden,  dass  die  materiellen 
Pmikte  irgend  welche  Anfangsimpulse  empfangen  haben,  die  wenigstens 
genügen,  die  Fäden  in  voller  Straffheit  zu  erhalten. 

Ziehe  durch  O  in  der  Ebene  der  Bewegung  eine 
gerade  Linie 0  A,  lasse  sein  Om=r^  0 m  =  r ,  O m'  =  r", 
2j:mO^=^,  2i.m'0A  =  &\  2imOA=d^"  zu  einer  be- 
liebigen Zeit  U  3r'=  der  Spannung  des  Fadens  mOm\ 
r"=  derjenigen  des  Fadens  mOm\ 

Weil  alle  auf  die  materiellen  Punkte  wirkenden 
Kräfte  durch  den  Punkt  O  gehen,  so  ist  nach  einer  Formel 
in  der  Theorie  der  Gentralbewegung 

dt^''''\dt)       m"     dt^       "^ydt)       m"'  ^     . 

dt^^^Kdt)  m 

Weil  wir  vorausgesetzt  haben,  daas  sich  die  Fäden  in  vollkommener  Streckung 
befinden  sollen,  so  muss  auch  sein 

r  -f-  r  =  c\         r  -^r'^  c",  (2) 

wo  c\e'  die  Längen  der  Fäden  mOin\  mOm"  bezeichnen,  mithin 

d^r      d^r       ^        d^r      d^r'      ^ 

dt^      dt^        *       dt^      dt^ 
Folglich  ist  mittelst  der  ersten  und  der  dritten  der  Formeln  (1) 

^ -^ -^r- = <  di)  ^  *•  (77)  ^^) 

und  durch  die  zweite  und  dritte 

Femer  haben  wir,  weil  die  auf  die  drei  materiellen  Punkte  wirkenden 
Kräfte  durch  den  Punkt  O  gehen,  zufolge  des  Prinzipes  der  Erhaltung 
der  Flächen 
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WO  e^  e\  e'  invariable  Grössen  sind.    Mit  (3),  (4),  (5)  bekommen  wir  daher 

m  m  r^      r  **       in  ni  ^a      |.  » 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  können  wir  leicht  bestimmen,  dass 


(m  •+■  m'-H  m")  — -,  = 


(m  -h  /H  4-  »l  )  — ,,  =  — =-  + 


wi  r'  r"^  r^ 


(m  -h  Wl  +  »i   ) =  5 1 70 1 IT 


"J'2 


(6) 


Diese  Belationen  geben  die  Spannungen  der  zwei  Fäden  mOm\  mOtn' 
und  des  Doppelfadens  O  m.  Es  ist  wichtig,  zu  beachten,  dass  diese  Werte 
ftkr  die  Spannungen  nur  so  lange  gültig  sind,  als  die  beiden  Fäden  sich 
in  voller  Streckung  befinden;  wenn  der  eine  oder  der  andere  der  Fäden 

» 

während  irgend  einer  Epoche  der  Bewegung  schlaff  wird,  dann  sind  diese 
Formeln  nicht  mehr  anwendbar.  Dieses  wird  klar  werden,  wenn  wir  be- 
achten, dass  zur  Erlangung  derselben  wir  von  den  Gleichungen  (2)  Gebrauch 
machen,  welche  sich  auf  die  Voraussetzung  gründen,  dass  sich  die  Fäden 
in  voller  Straffheit  befinden.  Die  Formeln  selbst  werden  die  Epoche,  von 
wo  ab  ihre  ünanweiidbarkeit  beginnt,  dadurch  anzeigen,  dass  entweder 
der  Wert  von  T'  oder  derjenige  von  T"  durch  Null  geht. 

Ferner  ist  durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 

wo  C  eine  konstante  Grösse  bedeutet.  Folglich  bekommen  wir  mit  Bück- 
sieht  darauf,  dass  vermöge  der  Qleichungen  (2)   —  —  =  -^-  =  -r—  ist. 


mr 


und  daher,  durch  die  Gleichungen  (5) 


r2 


+  -7^  +  -7^  +  ("^  +  ^^-^-''0(^);:^  =  <?.        (7) 

mithin,  durch  die  Gleichungen  (2)  und  (^^  +  m'+  ni')  =  /u  setzend, 

T^  '^  (7«r)«  "*■  (V'^TTp  -^  7^  \d^)  "  ^-  ^^^ 

Dieses  ist  die 'Differentialgleichung  der  Bahn  des  Punktes  m.    In  gleicher 
Weise  ergeben  sich  die  Differentialgleichungen  der  Bahnen  von  m\m\ 
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Diese  Oleichungen  hören  offenbar  dann  auf,  die  Wege  der  materiellen 
Pnnkte  zu  geben,  wenn  zu  irgend  einer  Zeit  einer  der  Fäden  schlaff  wird, 
d.  i.  wenn  entweder  T'  oder  T"  in  Null  übergeht.  Wenn  einer  der 
Fäden  zu  irgend  einer  Zeit  schlaff  wird,  so  werden  wir  die  Bewegung  der 
beiden  materiellen  Punkte  zu  untersuchen  haben,  deren  verbindender  Faden 
gespannt  ist;  der  materielle  Punkt,  welcher  dem  losen  Faden  angehört, 
bewegt  sich  dann  für  eine  Zeit  lang  ohne  Zwang«  Die  Gleichung  (7)  zeigt 
ans,  dass  keine  der  Grössen  r,  r ,  r'  jemals  gleich  Null  werden  kann,  dass 
mithin  keiner  der  materiellen  Punkte,  so  lange  die  Fäden  gespannt  sind, 
in  dem  Punkte  0  ankommt. 

Nehmen  wir  an,  dass  o),  ö/,  co",  a,  ß  die  Anfangswerte  von  -=- ,  -r-  > 

dt     dt 

d^"        dr  ' 

--TT»  r,  -=-  sind,  dann  ergiebt  sich  durch  die  Gleichungen  (5) 

^  =  a*(ö,         €  ■=  (c  —  a)*a),         e  =(c  — a)-«  , 
welche  Gleichungen  die  Werte  von  €^e\e'  geben.    Ferner  ist  durch  (8) 

Wenn  an  dem  Punkte  m  nicht  zwei  Punkte  m', m\  sondern  eine  beliebige 

Zahl  von  Punkten  durch  Fäden  befestigt  gewesen  wären,  so  würde  die 

Lösung  der  Aufgabe  von  keiner  grösseren  Schwierigkeit  gewesen  sein. 
Riccati,  Comment.  BoDon.,  Tom.  V,  P.  I.  p.  150,  anno  1767. 

6.  Die  Linse  eines  Pendels  ist  eine  im  Inneren  glatte  Hohlkugel, 
welche  mit  einem  Fluidum  oder  einer  soliden  Eugel  gefUlt  ist,  letztere 
an  der  Linse  fest  und  von  derselben  Dichtigkeit  wie  die  Flüss^keit.  Welches 
ist  die  Länge  des  äquivalenten  einfachen  Pendels,  1)  wenn  die  Höhlung 
mit  der  Eugel,  2)  wenn  sie  mit  der  Flüssigkeit  gefüllt  ist,  vorausgesetzt, 
dass  der  Stab  und  die  Hohlkugel  starr  und  gewichtslos  seien? 

Es  sei  m  <;'  das  Trägheitsmoment  der  soliden  oder  der  Flüssigkeits- 
kugel für  einen  Durchmesser,  a  =  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  der 
Kugel  von  dem  Aufhängepunkte,  r  =  dem  Halbmesser  der  Eugel,  ^  =  der 
Neigung  der  Pendelstange  zu  der  Vertikalen  am  Ende  einer  beliebigen 
Zeit  ^,  Ol  =.  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Eugel  um  einen  zur  Aufhänge- 
axe  parallelen  Durchmesser. 

Zufolge  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Eraft  haben 
wir  hier 

wia^f-^^  -h  mfc^  CO*  =  2»i^  atföÄ^H- <7. 

Nun  ist  im  Falle  einer  soliden  Eugel  «  ==  -r-  >  so  dass,  wenn  ß  der  Wert 

d  t 

d& 

von  x>  in  dem  Augenblicke,  wo  —  =  0  ist, 
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^\  =z  2a  ff  {cos»  — cos  ß). 

In  dem  Falle  einer  Flüssigkeitskugel  ist  durch  das  Prinzip  der  Erhaltung 
der  Flächen  0)=  einer  Eonstanten,  daher 

^^C^t)  =2a^((?0Ä^  —  cosß). 
Folglich  ist  in  dem  ersteren  Falle  die  Länge  des  äquivalenten  einfachen 

Pendels  gleich  »  in  dem  letzteren  gleich  a. 

a 

7.  Ein  Stab  ist  mit  dem  einen  seiner  Enden  so  befestigt,  dass  er 
sich  um  dasselbe  nach  jeder  Bichtung  hin  frei  drehen  kann.  Wenn  er 
ohne  Bewegung  zu  dem  Horizonte  unter  einem  gegebenen  Winkel  geneigt 
ist,  wird  seinem  freien  Ende  eine  gegebene  horizontale  Geschwindigkeit 
erteilt.  Welches  ist  die  Geschwindigkeit  und  die  Bewegungsrichtung  des 
freien  Endes  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  der  Stab  horizontal  wird? 

Es  sei  2a  die  Länge  des  Stabes,  a  seine  anfängliche  Horizontal- 
neigung, uq  die  Anfongsgeschwindigkeit  des  freien  Endes,  u  die  horizontale, 
V  die  vertikale  Gomponente  der  Geschwindigkeit  des  freien  Endes  in  dem 
Augenblicke^  wo  der  Stab  horizontal  wird. 

Weil  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  einzelnen  materiellen  Punkte 
des  Stabes  um  eine  Vertikale  durch  das  befestigte  Stabende  in  der  An- 
fangs- und  Endlage  des  Stabes  ^r-  ~ —  und  ^  sind ,  weil  femer  der 

Zacosa  2  a 

Anfangs-  und  Endabstand  irgend  eines  materiellen  Punktes  des  Stabes 
von  der  Vertikalen  sich  verhalten  wie  cosail,  so  haben  wir  vermöge  des 
Prinzipes  der  Erhaltung  der  Flächen 

CO*^  a  =  jr— »  womit  U  =UqCOS  a.  (1) 


2acosa  2  a 

Ferner  ist,  wenn  m  die  Masse  des  Stabes  bezeichnet,  die  anfängliche 
lebendige  Kraft  gleich 

Jq        2  a  \2acosaJ        3 

In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich  als  lebendige  Kraft  in  dem  Endzustande 
des  Stabes,  welche  der  Horizontalbewegung  des  Endes  des  Stabes  zu  ver- 
danken ist,  -ö-  m  u^.    Für  die  lebendige  Kraft  in  dem  Endzustande  des 

Stabes,  welche  der  Vertikalbewegung  seines  freien  Endes  zu  verdanken  ist, 
erhalten  wir  den  Ausdruck 


1     -^fe)  =  8-'"^- 
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Folglich  ist  in  dem  Endstatium  des  Stabes  die  ganze  lebendige  Kraft  gleich 

Aber  nach  dem  Prinzipe  der  lebendigen  Kraft  ist  die  während  der  Be- 
wegung erzeugte  lebendige  Kraft  gleich  2mgaeina^  folglich 

und  daher,  durch  (1), 

v^  =  uo  ^  «n^  a  -h  6ffa  sin  a.  (2) 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bestimmen  die  Geschwindigkeit  und  die 
Bichtung  der  Bewegung  des  freien  Stabendes,  wenn  der  Stab  horizontal 
wird. 

8.  Ein  gleichförmiger  Stab  ist  in  einer  horizontalen  Ebene  beweg- 
lich, seine  Enden  sind  durch  kleine  Binge  mit  einem  festen,  glatten, 
kreisförmigen  Drahte  verbunden,  dessen  Durchmesser  gleich  der  dreifachen 
Länge  des  Stabes  ist.  Der  Stab  verlängert  sich  um  das  Vj^fa^che  seiner 
ursprünglichen  Länge.  Zu  vergleichen  die  durch  die  inneren  Kräfte  des 
Stabes  gethane  Arbeit  mit  der  während  der  Bewegung  des  Stabes  ge- 
thanen  Arbeit. 

Es  sei  m  die  Masse,  2  a  die  ursprüngliche  Länge,  a>  die  anftngliche, 
foi  die  endliche  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes,  p  seine  anföngliche, 
pi  seine  endliche  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises,  k  sein 
Anfangs-,  &i  sein  Endträgheitshalbmesser  für  seinen  Schwerpunkt. 

Die  anfängliche  lebendige  Kraft  des  Stabes  ist  gleich 

1  25 

seine  lebendige  Kraft  in  seiner  Endlage  ist  gleich 

Aber  durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Flächen  haben  wir,  weil  die 
äusseren  Kräfte,  welche  an  dem  Stabe  wirken,  durch  den  Mittelpunkt  des 
Binges  gehen, 

X      Q  70X  /         O  ,      OX  25  15  0)1  10 

tn{p^  -f.  Ä2)ai  =  m(pi2  -f-  fci«)«!,         yw  =  y  «i,         —  =  y 

Nun  ist  die  in  irgend  einer  Zeit  gethane  Arbeit  gleich  der  halben  leben- 
digen Kraft  in  dieser  Zeit,  das  Verhältnis  der  durch  die  inneren  Kräfte 
des  Stabes  verrichteten  Arbeit  zu  der  während  der  Bewegimg  des  Stabes 
verrichteten  Arbeit  also  gleich 
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25        -    .  ■  lOoi« 

^9x  io^-io;x  9g_10       ^  J_ 

""  10X9^  ""9  9' 

9.  Ein  materieller  Punkt  wird  in  horizontaler  Richtung  entlang  der  inneren 
Fläche  einer  festen,  hohlen  Halbkugel  mit  vertikaler  Aze  und  abwärts  gelegenem 
Scheitel  geworfen.  Der  Wurfpunkt  ist  gegeben  und  es  soll  die  Grosse  der  Wurfge- 
scliwindigkeit  so  bestimmt  werden,  dass  der  materielle  Punkt  genau  bis  zum  Kranze 
der  Schale  steigen  kann. 

Wenn  a  =  dem  Halbmesser  der  Kugelschale  und  ß  =  der  Vertikalneigung  dtf 
die  Anfangslage  des  materiellen  Punktes  mit  dem  Mittelpunkte  der  Schale  verbinden- 
den Geraden  ist,  so  ist  die  verlangte  Geschwindigkeit  gleich 


/: 


2ag 

COf  ii 


10.  Eine  glatte  Fläche  ist  durch  die  Rotation  des  Teiles  der  Gurve  x^y  =  a^  um 
die  Aze  der  y  erzeugt,  welcher  unter  dem  Ursprünge  bei  vertikaler  Ordinatenaze  liegt. 
£ln  materieller  Punkt  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  entlang  der  Fläche  geworfen, 
welche  zu  verdanken  ist  seiner  Fallhöhe  gleich  der  Tiefe  desselben  unter  der  Horiion- 
talebene  durch  den  Ursprung.  Welches  ist  der  von  dem  materiellen  Punkte  dadurch 
verfolgte  Lauf? 

Wenn  c  das  Doppelte  der  von  dem  Radiusvektor  des  Punktes  um  die  Aze  der 
p  beschriebenen  Fläche  ist,  so  wird  die  Bahn  des  Punktes  alle  Meridiane  der  Fläche 
unter  einem  Winkel  g>  schneiden,  welcher  durch  ^e  Gleichung  gegeben  ist' 

11.  Zwei  materielle  Punkte  P,  P'  sind  miteinander  durch  einen  starren,  träg- 
heitslosen Stab  verbunden,  welcher  durch  einen  kleinen  Ring  0  läuft;  der  Stab  ruht 
auf  einer  horizontalen  Ebene.  Den  materiellen  Punkten  werde  ein  beliebiger  Impuls 
mitgeteilt.    Welches  sind  die  von  den  Punkten  beschriebenen  Bahnen? 

Es  sei  0 E  eine  feste  Linie  in  der  Ebene  der  Bewegung,  0 P  =  r,  0 P'  =  h 
2iP0E  ss-d'.    Ferner  seien  a,  a'  die  Anfangawerte  von  0  P,  0 P\  m,  m'  die  Massen 

von  P,  P',  ©,  ß  die  Anfangswerte  von  -rr»  ;rr«    Damit  ist  die  Differentialgleichung 
der  Bahn  von  P 

|,^r2-^w'  (/  —  r)«!!  ^  [  wr2  + w'(?-  r)2]  -  1 1  =  (m  -h  m')  (j^V» 

.  _  (m  4-  m')  (ß  -j-  (w  flg  -^  m'  a'2)  »2 
"~  (w  a2  4-  m'  a'2)2  «,2 

und  ähnlich  diejenige  far  die  Bahn  von  P'. 

Clairaut,  Möm.  Acad.  de  Paris,  1742,  p.  38.    D'Arcy,  Ib.  1747,  p.  352. 

12.  Ein  Kegel  dreht  sich  mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  um  seine 
geometrische  Aze.    Die  Länge  der  Aze  beginnt  sich  gleichÄJrmig  zu  verkürzen  und 
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der  Winkel  in  der  Spitze  w&chst  so,  dass  das  Volumen  des  Kegels  unverändert  bleibt 
Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Kegels  zu  einer  beliebigen  Zeit  und  die 
Zahl  der  Ton  ihm  gemachten  Umdrehungen,  ehe  die  Bewegung  aufbort? 

Es  sei  0=  der  anfängfichen  Winkelgeschwindigkeit,  %==  der  {anfänglichen 
Länge  und  v  =  der  Geschwindi^keitsabnahme  der  Axe  des  Kegels,  dann  ist  die  Win- 
kelgeschwindigkeit am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  i  gleich  cufl  — r-  j »  and  die  ver* 

Ä  Aft 

langte  Zahl  der  Umdrehungen  ist  gleich 


4itv 


18.  Eine  unendlich  grosse  Anzahl  unendlich  dflnner,.  cjlindrischer  Schalen,  von 
denen  eine  in  die  andere  passt,  dreht  sich  so  um  eine  gemeinsame  Axe,  dass  die  Win- 
kelgeschwindigkeiten der  einzelnen  Schalen  verschieden  und  von  demselben  Richtungs- 
winkel sind;  die  Winkelgeschwindigkeit  einer  jeden  Schale  ist  proportional  einer  posi- 
tiven Potenz  ihres  Halbmessers.  Wenn  das  System  plötzlich  zu  einem  soliden  Cylinder 
vereinigt  wird,  su  finden  die  Winkelgeschwindigkeit  dieses  Cylinders  um  seine  Axe. 

Es  sei  o  die  Winkelgeschwindigkeit  der  äussersten  Schale  und  n  die  genannte 

4  o 
Potenz,  dann  ist  die  verlangte  Winkelgeschwindigkeit  gleich  j* 

Ferrers  and  Jackson,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems,  1848—1851, 
p.  808. 

14.  Eine  Beihe  rauher,  koncentrischer,  sphärischer  Schalen  passt  schliessend  in 
einander.  Botationen  von  gegebener  Grosse  sind  denselben  um  gegebene  Durchmesser 
mitgeteilt  und  keine  äussere  Kraft  wirkt  auf  das  System.  Welches  ist  das  letzte 
Statium  der  Bewegung? 

Lasse  sein  0  X,  0  T,  0  Z  die  im  Baume  festen  Coordinatenaxen  mit  dem  Ur- 
sprünge in  dem  Mittelpunkte  0  einer  jeden  Schale,  A  das  Trägheitsmoment  einer 
Schale  um  einen  Durchmesser,  «>  ihre  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit,  Z,  m,  n  die 
Bichtungscosinus  ihrer  anflüiglichen  Botationsaxe,  dann  wird  zuletzt  das  ganze  System 
rieh  wie  eine  solide  Kugel  um  eine  Axe  drehen,  deren  Gleichungen  sind 

g       ___       y       __        e 

Ji(Aoil)      :2{A&m)  "  ^{Aan)' 
Griffin,  Solutions  of  the  Examples  on  tbe  Motion  of  a  Bigid  Body,  p.  70. 

15.  Die  die  Mittelpunkte  zweier  gleicher',  fester  Binge  verbindende  Linie  ist 
senkrecht  zu  ihren  beiden  Ebenen.  Zwei  kleine  Binge  von  den  Massen  m,  m\  welche 
aafeinander  in  einem  wechselseitigen  Abstände  r  eine  gegenseitige  Attraktion  mm'/ (r) 
ansfiben,  befinden  sich  etwas  ausserbalb  einer  stabilen  Gleichgewichtslage.  Welches 
ist  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung? 

Wenn  c  die  Entfernung  zwischen  den  Mittelpunkten  der  festen  Binge  bedeutet, 
so  ist  die  verlangte  Zeit  gleich  _ 

ffVc" 

}/(n^m')f(c) 

16.  Ein  gleichfSrmiger  Stab  kann  sich  frei  um  einen  seiner  Endpunkte  drehen. 
In  seiner  Anfiemgslage  ist  er  horizontal  und  wird  er  mit  einer  gegebenen  Winkel- 
geschwindigkeit horizontal  geworfen.  Welches  ist  der  kleinste  Winkel,  den  er  mit  der 
Yertikalen  während  der  Bewegung  machen  wird? 
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Es  sei  2a  die  L&nge  des  Stabes,  «  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit» 
&  die  verlangte  Neigung,  so  besteht  fflr  die  letztere  die  Gleichung 

2aefic03'&=Sg  stn2  ^. 

17.  Das  eine  Ende  eines  Fadens  ist  an  einen  gewichtslosen  Eing,  welcher  ent- 
lang einer  vertikalen  Aze  gleitet,  gefesselt,  sein  anderes  Ende  ist  an  einem  materiellen 
Punkte  von  gleicher  Masse  befestigt,  welcher  sich  auf  einer  horizontalen  Ebene  be- 
wegt. Der  materielle  Punkt  wird  in  einer  Bichtung  senkrecht  zu  der  durch  den  Faden 
und  die  Aze  gehenden  Ebene  geworfen.  Welches  ist  die  Lage  des  Fadens,  wenn  er 
sich  durch  einen  horizontalen  Winkel  von  90°  gedreht  hat? 

Der  Faden  wird  horizontal  sein,  welches  auch  die  anfängliche  Geschwindigkeit 
des  materiellen  Punktes  oder  Lage  des  Binges  ist. 

18.  Ein  gleichförmiger  Stab  bewegt  sich  auf  einem  horizontalen  Tische  um 
einen  seiner  Endpunkte  und  treibt  vor  sich  her  einen  materiellen  Punkt  von  gleicher 
Masse,  welcher  von  einem  Punkte,  sehr  nahe  dem  festen  Ende,  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit ausgeht.  Welches  ist  die  Neigung  des  Stabes  zu  der  Bewegungsrichtong  des 
materiellen  Punktes,  wenn  der  materielle  Punkt  irgend  eine  vorau^esetzte  Distanz 
entlang  dem  Stabe  beschrieben  hat? 

Es  sei  k  der  Trägheitsradius  des  Stabes  um  seinen  festen  Endpunkt,  r  der  von 
dem  materiellen  Punkte  entlang  dem  Stabe  beschriebene  Weg  nach  einer  beliebigen 
Zeit  tf  dann  ist  der  verlangte  Winkel  gleich 

rc  ( tg=    ,  Y 


ar 


19.  Eine  archimetische  Schraube  kann  sich  frei  um  ihre  in  einer  vertikalen 
Lage  feste  Aze  drehen.  Ein  schwerer  Punkt  befindet  sich  auf  dem  GKpfel  der  Bohie 
und  fällt  durch  sie  herunter.  Welches  ist  die  ganze  der  Schraube  mitgeteilte  Winkel- 
geschwindigkeit ? 

Es  sei  h  =  der  Hohe  der  Schraube,  a  =  dem  Halbmesser  des  zugehörigen  Cjrlindera, 
a  =  dem  Winkel,  welchen  ein  Längenelement  der  Schraube  mit  der  Vertikalen  macht, 
a>  =  dcr  verlangten  Winkelgeschwindigkeit,  dann  ist,  wenn  m,  m'  die  Massen  der 
Schraube  und  des  materiellen  Punktes  resp«  darstellen, 

2__  2in'^gh8irfia 


ö>*  = 


aß  (m-hfn')  {m  -h  w'  cos'^  a) 


20.  Ein  aus  vier  ähnlichen,  gleichförmigen  Stäben,  welche  mit  ihren  Enden 
frei  verbunden  sind,  gebildetes  Viereck,  ist  auf  einen  horizontalen  Tisch  gelegt  und  einer 
seiner  Eckpunkte  ist  fest.  Den  zwei  den  festen  Punkt  bestimmenden  Seiten  werden 
gegebene  Winkelgeschwindigkeiten  in  der  Ebene  des  Tisches  mitgeteilt.  Welches  ist 
der  grOsste  Wert  des  zwischen  diesen  Seiten  enthaltenen  Winkels  während  der  daruie 
folgenden  Bewegung? 

Wenn  o>,(io'  die  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  sind  und  ^  den  verlangten 
Winkel  bezeichnet,  so  ist 

cos2^  =  -^^^^^^y 
Frost,  Quartely  Journal  of  Pure  and  Applied  Mathematics,  VoL  8,  p.  82. 

21.  Vier  gleiche,  sich  nicht  attraktierende  Punkte  bewegen  sich  in  einer  EUipee 
um  ein  Eraftcentrum  in  ihrem  Mittelpunkte;  beim  Beginne  der  Bewegung  befanden 
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de  sich  in  den  Endpunkten  der  grossen  nnd  kleinen  Aze.  Wenn  sie  zn  einer  belie- 
bigen Zeit  plötzlich  zn  der  Form  eines  starren  Systemes  verbanden  werden,  za  finden 
die  Winkelgeschwindigkeit  des  Sjstemes  am  den  Mittelpnnkt  der  Ellipse. 

Wenn  ft  die  absolnte  Kraft,  2a  die  grosse,  25  die  kleine  Aze  bezeichnet,  so 
wird  sich  das  System  am  den  Mittelpnnkt  mit  einer  konstanten  Winkelgeschwindigkeit 
bewegen,  welche  gleich  ist 

2aby~ii 
a2-h62  ' 
O'Brien  and  EUis,  Solntions  of  the  Senate-Hoose  Problems  for  1844. 

22.  ABy  ÄC  sind  zwei  gleiche  Stäbe,  welche  sich  am  einen  festen  Punkt  Ä 
bewegen  können,  £  C  ist  ein  Stab,  dessen  Länge  zuerst  gleich  der  Samme  der  Längen 
der  Stäbe  AB,  AC,  deren  Enden  B  nnd  C  er  lose  yerbindet,  so  dass  das  Dreieck  ABC 
entsteht.  In  diesem  Zustande  ist  den  Stäben  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine 
Tertikaie  Aze  durch  A  erteilt  worden.  Der  Stab  BG  zieht  sich  sodann  zusammen, 
wobei  sein  Mittelpunkt  vertikal  aufsteigt  bis  das  Dreieck  ABC  gleichseitig  wird. 
Welches  ist  die  durch  das  Sichzusammenziehen  von  BC  gethane  Arbeit? 

Die  verlangte  Arbeit  ist  gleich  dem  dreifachen  deijenigen  Arbeit,  welche  sich 
ergiebt  durch  die  ursprflngliche  Botation  zusammen  mit  der  Arbeit ,  welche  verrichtet 
werden  würde  durch  das  Sicherheben  von  B C  und  eines  der  Stäbe  AB,  AC  bis  zu 
der  Hohe  des  Dreieckes. 

1-22.    Walton,  p.  542-559. 


Fünftes  Kapitel. 

Rotation  unveränderlicher,  materieller  Systeme  um  feste  Axen. 

Erster  Abschnitt. 

Verschiedene  Probleme. 

Bezeichnet  F  die  Componente  der  an  irgend  einem  materiellen  Pnnkte  des 
Systemes  wirkenden  Kraft  parallel  zn  einer  anf  der  Botationsaze  senkrechten  Ebene, 
r  den  senkrechten  Abstand  der  Bichtnng  dieser  Componente  F  von  der  Rotationsaxe, 
dann  ist  JPr  das  Moment  von  F  nm  diese  Aze  nnd  2  (Fr)  die  Summe  der  Momente 
aller  an  den  einzebsen  materiellen  Punkten  des  Systemes  wirkenden  Kräfte  F  fOr  die 
feste  Drehaze.  Bedeutet  femer  o>  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systemes  nach  einer 
Zeit  t  nnd  Mlfi  sein  Trägheitsmoment  um  die  feste  Aze,  so  besteht  ff&r  die  Bewegung 
de»  Systemes  nm  die  feste  Aze  nach  den  Lehren  der  analytischen  Mechanik  die  General- 
formel 

d^_  S(JFV) 

dt'    MJc^  ' 
welche,  wenn  &  den  Winkel  bezeichnet,  durch  den  sich  das  System*  innerhalb  der 
Zeit  t  drehtf  gewöhnlich  geschrieben  wird 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Meobanik.    11.  ^° 
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d2  ^  ^     Kraftmoment  um  die  Botationsaze 
df^  ""Trägheitsmoment  imi  die  Rotationsaze 
nnd  die  Winkelbeschlennigang  des  Systemes  um  die  feste  Axe  darstellt. 

1.  Ein  gerader,  gleichförmiger  Stab,  welcher  um  sein  oberes  Ende 
drehbar  ist,  hängt  vertikal.  Mit  welcher  kleinsten  Winkelgeschwindigkeit 
muss  er  beginnen  sich  zu  bewegen,  damit  er  vollständige  Umdrehungen 
in  einer  vertikalen  Ebene  durch  den  Aufhängepunkt  ausfahren  kann? 

Es  sei  O^  (Fig.  96)  eine  beliebige  Lage  des  Stabes^ 
&  =  seiner  Neigung  zu  der  vertikalen  Linie  OJC  am  Ende  der 
Zeit  t^  8  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  SHA^OX^  OA^a^ 
M  =  der  Masse  des  Stabes.    Damit  ist  die  Bewegungsgleichung 

Figur  96.  dt^  ^  2  *^ 

oder,  weil  k^  =  -^a^  ist, 

o 


2a 


d'»  -,      .    _  /d&\^ 


((lxr\ 
—  J  =:C'h9gcos&. 


Ist  (o  =  der  anfänglichen  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes,  so  haben  wir 
zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  die  Relation  a(o^=  C-tSg, 
mithin  r^^V  2      q    n  a\ 

Ja 

Nun  verlangt  die  Bedingung  der  Aufgabe,  dass  —  =  0,  wenn  &  =  n  wird, 

d  z 

folglich  muss  sein 

0  =  ao)^  —  6^, 

womit  sich  als  geforderte  Winkelgeschwindigkeit  ergiebt 

'     a 

2.  Ein  gerader  Stab  AB  (Fig.  97)  ist  um  sein  festes  tieferes 
Ende  A  frei  beweglich,  während  das  andere  Ende  B  mittelst  eines  feinen, 
unausdehnbaren  Fadens  J5C  in  dem  Punkte  C  aufgehangen  ist.  Das 
System  wird  aus  seiner  Gleichgewichtslage  ein  wenig  so  verschoben,  dass 
der  Faden  in  voller  Spannung  bleibt.  Welches  ist  dann  die  Zeit  einer 
kleinen  Schwingung? 

,c  Wir  ziehen  die  Qerade  AC  und  es  sei  ^  JS  =  a, 

a  =  der  Horizontalneigung  von  CA^  4lJ5J.(7=e,  ^=der 
Neigung  der  Ebene  BAC  za  der  vertikalen  Ebene  durch 
AC^  Mk^^  dem  Trägheitsmomente  von  AB  um  AC, 
Die  Componente  des  Stabgewicbtes  Mg  senkrecht  zu  ^  C 
Figur  »7.         ist  Mg  cos  or,  der  Arm  des  Momentes  dieser  Componente 
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um  J.  C  ist  ^  a  sin  e  am  ^,  folglich  ist  die  Dififerentialgleichung  der  Be- 
wegung 

d^^  1 

Aber  das  Quadrat  des  Trägheitshalbmessers  ist  Mer  k^  =^-Ta^stn^€  und 

ö 

^  ist  ein  kleiner  Winkel,  so  dass  wir  annähernd  schreiben  können 

at^       2  a  ein  8 

Mithin  ist  die  Zeit  einer  Schwingung 

^         7/2  a  sin  € 
T=^ny  ö 

'    ogcoacc 

3.  Die  Kraft,  welche  auf  die  Kurbel  einer  Dampfmaschine  wirkt, 
sei  vertikal  und  ändere  sich  wie  der  Sinus  des  Winkels,  durch  welchen 
sich  die  Kurbel  in  einer  beliebigen  Zeit  t  dreht,  gerechnet  von  einer  ver- 
tikalen Stellung  der  Kurbel  an.  Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Kurbel  für  eine  beliebige  ihrer  Lagen,  wenn  das  Moment  des  Wider* 
Standes  immer  gleich  der  Hälfte  des  grössten  Momentes  der  Kraft  ist  und 
das  Moment  des  Kurbelgewichtes  als  unbedeutend  angenommen  wird? 

Es  sei  (Fig.  98)  O -4  die  Kurbel,  O  ihr  Drehpunkt,  OJT 
vertikal,  2i.A0X=^'&  zu  einer  beliebigen  Zeit  U  1^  =  der  an 
dem  Kurbelzapfen  A  wirkenden  Kraft,  OA=^a^  F  =  ii9in^^ 
Mk^  =•  dem  Trägheitsmomente  der  Kurbel  um  O. 

Das  Moment  des  Widerstandes  um  O  ist  gleich  0  A*  öt,  so 

dass  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  für  die  Kurbel 

Mk^-^-i.  =  fiaiw&asin^  —  ^fia  =  —  -^fjiacos2^. 
dt^  £i  « 

Indem  wir  hier  mit  2-=-  multiplizieren  und  integrieren,  bekommen  wir 


ilfÄJ«(^)^=  C—\vi.aBin2^. 


Ist  noch  «  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kurbel,  wenn  ^  =  0,  so  kommt 
dazu  die  Belation 

folglich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  «    für  eine  beliebige  Knrbellage 
gegeben  durch  die  Gleichung 
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Daraus  erkennen  wir,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  stets  gleich  a»  ist, 
wenn  die  Kurbel  sich  in  einer  horizontalen  oder  vertikalen  Stellung  befindet. 

1-8.    Walton,  p.  421—428. 

4«  Eine  vollkommen  rauhe,  kreisförmige,  horizontale  Platte  kann 
sich  frei  um  eine  vertikale,  feste  Axe  durch  ihren  Mittelpunkt  drehen.  Ein 
Mann  von  dem  Gewichte  gleich  demjenigen  der  Platte  geht  an  ihrem 
Umfange  rund  herum.  Welches  wird  sein  Ort  im  Baume  sein,  wenn  er 
einen  Umlauf  vollendet  hat? 

Es  sei  a  der  Halbmesser  der  Platte,  Mlc'^  ihr  Trägheitsmoment  um 
die  vertikale  Axe,  co  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Platte,  (o  diejenige 
des  Mannes  um  die  vertikale  Axe  zu  einer  beliebigen  Zeit  ty  F  die  Wirkung 
zwischen  den  Füssen  des  Mannes  und  der  Platte.  Die  Gleichung  für  die 
Bewegung  der  Platte  ist 

Jfpg^-j-a,  (1) 

und  diejenige  für  die  Bewegung  des  Mannes 

dt 
Indem  wir  F  aus  diesen  zwei  Gleichungen  ausscheiden,  wird 


(2) 


"dt"      ""    dt 


und  giebt  die  Integration  dieser  Belation 

Ä;8a»H-a2w'=0.  (3) 

Die  Integrationskonstante  ist  hier  gleich  Null,  weil  Mann  und  Platte  ihre 
Bewegung  vom  Ruhezustände  aus  beginnen.  Sind  nun  ^  und  y  die  Winkel, 
welche  von  der  Platte  und  dem  Manne  in  der  Zeit  t  um  die  vertikale  Axe 

durchlaufen  werden,  so  ist  w  =  -— ,  0)'=  — — ,  also  mit  (3) 

dt  dt 


oder     k^ö'ha^&'=0. 


Folglich  erhalten  wir,  wenn  ^'—  ^  =  2  tt  ist 

k^ 


a 


2 


k^ 


Dieses  ist  der  von  dem  Manne  im  Räume  während  eines  Umlaufes  zu 
beschreibende  Winkel. 


a 


2 


Mit  k^=^—  ist  d^=—7r.    Bezeichnet  noch  v  die  mittlere  relative 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Mann  die  Platte  entlang  geht,  dann  ist 


V 


a/  —  0)  =  — *  folglich  ft)  =  — 


va 


2  V 


a 


a 


k^ 


=  —  ^  - .    Dieses  giebt  di 
o  a 


die  mittlere 


Winkelgeschwindigkeit  der  Platte. 
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5.  Eine  Thure  hängt  in  zwei  Angeln  mittelst  einer  an  ihr  festen 
Axe,  welche  einen  Winkel  «  mit  der  Vertikalen  einschliesst.  Welches 
sind  die  Bewegung  der  Thdre  und  die  Pressungen  auf  die  Angeln? 

Weil  die  feste  Axe  offenbar  eine  Hauptaxe  fOr  ihren  Mittelpunkt 
ist,  so  nehmen  wir  diesen  Punkt  O  zum  Ursprünge  der 
Goordinaten ,  die  Ebene  der  xz  legen  wir  so,  dass  sie 
den  Schwerpunkt  S  der  Thüre  in  dem  betrachteten 
Momente  enthält  (Fig.  99).  Die  einzige  an  dem  Systeme 
thätige  Kraft  ist  die  Schwerkraft,  welche  in  dem  Schwer- 
punkte 8  vertikal  abwärts  wirken  mag,  und  haben  wir 
zunächst  diese  £raft  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  zu 
Figur  99.  zerlegen.  Es  sei  tp  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  der 
Thüre  mit  einer  vertikalen  Ebene  durch  die  Aufhängeaxe  einschliesst. 
Wenn  wir  eine  Ebene  ZO  Nso  legen,  dass  ihre  Spur  ON  auf  der  Ebene 
J^OY  einen  Winkel  ip  mit  der  Axe  der  x  einschliesst,  so  wird  diese 
die  vertikale  Ebene  durch  die  Axe  sein ,  und  wenn  O  F  in  dieser  Ebene 
mit  O  Z  einen  Winkel  ZOV=^  a  einschliesst,  so  wird  0  F  vertikal  sein. 
Folglich  sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  der  Schwere 

ip^gzz.  g  sin  a  cos  (p,         fpy=i  g  sin  a  sin  y ,         y«  =  —  g  cos  a. 
Sind  nun  die  Componenten  der  Beaktionen  in  den  Aufhängepunkten  A 
und  B  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  F^  O,  H  und  F\  0\  H\  ist 

M  die  Masse  der  Thüre ,  /  die  Winkelbeschleunigung  (f  =  -r- )  i  dann 

sind  die  sechs  hier  nötigen  Bewegungsgleichungen,  weil  die  Componenten 
der  Effektivkräfte  dieselben  sind,  als  wenn  die  ganze  Masse  in  dem  Schwer- 
punkte vereinigt  wäre, 

Mgsinaco8(p  +  F -^  F'  =  —  (o^Mx,  (1) 

Mgsinasinip  -4-  Cr  -t-  &  =^f,Mx^  (2) 

—  Jf^rco^a  4- J3-i-J3'=0,     (8)         öa-4-G'a  =  0,       (4) 
Mg  cos  a  .X  -h  F  a  ^  F'  a  =  0,  (5) 

und,  weü  die  feste  Axe  eine  Hauptaxe  fQr  den  Ursprung  ist, 

—  Mg  sin  ttsinq>  .x=^  Mk'^  •  -f^*  (6) 

Die  Integration  der  letzten  Gleichung  giebt 

C  H-  2gsm  a  cos  y  .  ^  =  A;'^  w*. 
Nehmen  wir  an,  dass  anfangs  die  Thüre  sich  in  Buhe  befindet,  einen  Win- 
kel ß  mit  der  vertikalen  Ebene  durch  die  Axe  einschliessend ,   dann  ist, 
wenn  y  — /?i  «  =  0,  also  (7= — 2gsinacosßx^  mithin 

k'^ca^  =  2gxsina{cos(p  —  cos  ß)^       und       k'^f=:  —  gxsinasing)^ 
wobei  die  letztere  Gleichung  sich  durch  die  Differentiation  der  vorher- 
gehenden ergiebt. 


278  Botation  unveränderlicher  Systeme  um  feste  Axen.  V.Th.  Eap.  V. 

Jetzt  können  die  Reaktionen  F^  F*^  G^  G'  gefunden  werden,  die  Reak- 
tionen H,  M*  bleiben  dagegen  unbestimmt,  weil  sie  in  derselben  Geraden 
wirken,  denn  die  Winkelgeschwindigkeit  <a  und  die  Winkelbeschletinigiing 
/  ist  als  Funktion  des  Winkels  tp  bekannt.  Die  Durchführung  dieser 
einfachen  Rechnung  bleibt  dem  Leser  überlassen. 

Eouthi  Dynamics  &  c  p.  89. 

6.  Die  Endpunkte  eines  homogenen  Stabes  von  gleichförmiger  Dicke,  welcher 
sich  um  seinen  Mittelpunkt  drehen  kann,  sind  mit  einem  festen  Punkte  durch  elastische 
F&den  verbunden.  Die  natürliche  Länge  eines  jeden  Fadens  ist  gleich  dem  Abstände 
des  festen  Punktes  von  dem  Mittelpunkte  des  Stabes.  Welches  ist  die  Periode  der 
Schwingungen  des  Stabes,  wenn  er  ein  wenig  aus  seiner  Gleichgewichtslage  in  der 
Ebene  durch  den  Stab  und  den  festen  Punkt  yerschoben  wird? 

Es  sei  b  der  Abstand  des  festen  Punktes  von  einem  Stabende  in  der  Gleich- 
gewichtslage, c  die  Entfernung  zwischen  dem  festen  Punkte  und  dem  Mittelpunkte 
des  Stabes,  M  seine  Masse ,  k  der  Elastizitätsmodulus  eines  der  Fäden ,  dann  ist  die 
verlangte  Schwingungszeit  gleich 


TT  5  7/tn b 


Walton,  p.  428. 


Zweiter  Abschnitt. 

Grleichförmige  Rotation. 

1.  Ein  gleichschenkelig  rechtwinkeliges  Dreieck  ABC  (Fig.  100) 
ist  mit  der  Spitze  des  rechten  Winkels  A  aufgehangen  und  seine  Seite 
AB  wird  durch  einen  glatten  Bing  bei  B  in  einer  vertikalen  Lage  er- 
halten. Dem  Dreiecke  ist  eine  konstante  Winkelgeschwindigkeit  ai  um 
AB  erteilt  worden.  Wie  gross  muss  o)  sein,  damit  kein  Druck  bei  B 
stattfinden  kann? 

Mit  BL=^CL  =  ^BC,  LS=^^AL  ist  S  der 

Schwerpunkt  des  Dreieckes.     Mache  SHl.  AC^  wähle  einen 
beliebigen  Punkt  P  in  der  Ebene  des  Dreieckes,  ziehe 
PMA.AB.    Lasse  sein   AM  =  a^    PM=y^  AC  =  a 
Figur  100.      =  J.  JB ,    w  =   der  Masse  der  Flächeneinheit  des  Drei- 
eckes ABC. 

Zufolge  der  Geometrie  ist  zunächst  AH=^  AS €08-7-=^ -^A Leos 

2  TT  1  1 

=  -r-  a  co8^  ---  =  --  a;  auch  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  =  —  a* 
ö  4         o  « 


=  ^rrmco^  a^. 
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und  demnach  seine  Masse  =:z  —  nia^.  Mithin  ist  das  Moment  des  Drei- 
eckes um  eine  Axe  durch  Ä^  rechtwinkelig  zu  seiner  Ebene,  in  irgend 
einem  Augenblicke  zufolge  der  Wirkung  der  Schwere 

Femer  ist  das  Moment,  welches  um  dieselbe  Axe  durch  die  Gentrifugal- 
kraft  hervorgebracht  wird,  gleich 

JJmw^ydocdy .x  =  -^m(o^/y^a!dx== -^mw^l    (a  —  x)^xdx 

\_ 

24 

Weil  nun  kein  Druck  auf  den  Bing  bei  B  stattfinden  soll,  so  müssen  die 
Momente  der  Schwere  und  der  Gentrifugalkraffc  um  die  Axe  durch  A  ein- 
ander gleich  sein,  folglich  haben  wir 

daher  «2  =  1^,         «  =  2/^-^. 

a  Ol 

Walton,  p.  424. 

2.  Eine  quadratische  Platte  dreht  sich  um  eine  ihrer  Kanten,  welche 
in  einer  vertikalen  Lage  fest  ist.  Wie  gross  muss  ihre  konstante  Winkel- 
geschwindigkeit w  sein,  damit  der  resultierende  Druck  auf  die  Drehaxe 
durch  den  höchsten  Funkt  gehen  kann? 

Bezeichnet  m  die  Masse  der  Flächeneinheit  der  Platte,  2  a  die  Länge 
einer  ihrer  Seiten,  so  ist  das  statische  Moment  ihres  Gewichtes  fQr  eine 
durch  den  höchsten  Punkt  der  Drehaxe  gehende,  zur  Ebene  des  Quadrates 
senkrechte  Gerade  ^ma^g  und  das  Moment  der  Centrifogalkraft  für  die- 
selbe Axe 

I  Imva^ydwdy  .(0=^  -^mw^ly^xdx^^  2m(o^a^  1     xdx^=4m(o^a^. 

Daher  ist  die  Bedingung  für  den  verlangten  Zustand 

4ma'^  =  4»ww*aS 

woraus  folgt  ^  =-  j/SL 

3.  Ein  Faden  liegt  in  der  Gestalt  eines  Kreises  auf  einem  glatten 
Tische  und  dreht  sich  wie  ein  Rad.  Welches  ist  die  Spannung  des 
Fadens? 

Es  sei  (Fig.  101,  S.  280)  m  die  Masse  einer  Längeneinheit  des 
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Fadens,  mdß  diejenige  eines  Elementes  Pp.     Die  durch  die  Rotation 
mdsüt^  hervorgebrachte,  an  dem  Elemente  Pp  wirkende  Kraft  ist 

gleich  mds.iü^r^  wenn  ai  die  konstante  Winkelgeschwin- 
digkeit und  r  den  Halbmesser  des  Kreises  bezeichnet. 
Ist  nun  t  die  Spannung  bei  P^  folglich  {t-^  di)  diejenige 
bei  p,  2(,P0p  =  &,  so  haben  wir,  wenn  wir  die  Span- 
Fi^ioi.         nung  (d-^-dt)  parallel   und  senkrecht  zu  der  Richtung 
der  Spannung  t  zerlegen,  für  das  Oleichgewicht  von  Pp 
t=i(t-h  dt) cos d^j    oder    dt  =  0,    d.  i.    <  =  einer  konstanten  Grösse. 
Um  diesen  konstanten  Wert  zu  finden,  haben  wir  die  algebraische  Summe 
der  normalen  Componenten  gleich  Null  zu  setzen,  was  giebt 

mds.co^r^it-h  dt)ein^  =^txh  in  der  Grenze, 

so  dass  <  =  mro)^  —  =mr^a)^, 

d.  h.  die  Spannung  ist  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  direkt 
proportional. 

4.  Zwei  gleiche,  gleichförmige  Stäbe  AB,  AC  (Fig.  102)  sind  mit 
ihren  Enden  A  durch  ein  festes  Chamier  verbunden,  während  an  die  an- 
deren Enden  B,  C  ein  feiner  Faden  gefesselt  ist.  Das  System  dreht  sich 
mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  so,  dass  die  Axe  des  von  dem 
Faden  und  den  Stäben  gebildeten  Dreieckes  stets  vertikal  ist  Wie  gross 
ist  die  Spannung  des  Fadens? 

Es  sei  J.  j?  =  2  a ,  T=^  der  Spannung  des  Fadens, 
'^6=   dem  Gewichte  eines  jeden  Stabes,  (o  =  der  Winkel- 
geschwindigkeit um    die  vertikale   Axe  AE  des  Dreieckes 
ABC,  2iBAE=:a,  P  ein  beliebiger  Punkt  in  AB  und 
AP  =  r. 
a  "  Während  der  Rotation  muss  die  algebraische  Summe  der 

Figur  102.     Momente  der  auf  ^  jB  wirkenden  Kräfte  um  den  Punkt  A 
gleich  Null  sein,  so  dass 

o)^r  sin  a  ^ dr  .r  cos  a  =  0, 


_^  ^       .         ,    (li^^Osinacosa  r^^  ,  . 

^       .  (o^  G  sin  a  cos  a    8     « 

=^  (jrasina  -] ^ ^  a^ 

2aff  3 

^       .       /'i       4aia^cosa\ 
=  Ga,ma(l+ g^— ). 

rw^       ^   ^  r-i       iata^cosa^ 

Walton,  p,  425. 
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5.  Ein  gleichförmiger  Stab  AB  (Fig.  108)  ist  mit  seinem  Ende  A 
durch  ein  Chamier  an  einer  vertikalen  Axe  befestigt  und  dreht  sich  so 
mit  einer  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  um  diese  Axe  A  Y,  dass  er 
stets  mit  ihr  einen  gegebenen  Winkel  BAT=:^a  einscUiesst.  Welches 
ist  diese  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Richtung  des  Druckes  auf  das 

Charnier  in  der  vertikalen  Ebene  durch   den  Stab  und  die 
Axe? 

Es  sei  die  Länge  des  Stabes  J.  J3  =  2  a ,  G  sein  Ge- 
wicht, r  der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  des  Stabes  von 
^,  ^  der  Ursprung  rechtwinkeliger  Coordinaten  mit  der  ver- 
L    tikalen  Ordinatenaxe  AY*    Indem  wir  Momente  um  A  neh- 
B    i  men,  erhalten  wir  als  Gleichgewichtsbedingung  für  das  Ge- 

Figuxios.    wicht  Cr  und  die  Centrifugalkraft  P 

Gasina  —  (o^laydm  =  0^    Gasina  —  w^^    -  sinacosal     r*dr=0, 

i       Ga^   .  ^  1*2«  A 

O  a  sni  a ^-  w* sin  a  cos  «  =  0,  1 tt  (o^  —  cos «  —  0, 

o         ag  o        g 

woraus  (o  =:--■]/ — 9- —  (1) 

4  '    acosa 
Die  an  dem  Stabe  in  horizontaler  Bichtung  wirkende  Centrifugalkraft  ist 

G  r^^  G  3 

P=2(a^- sinal     rdr  =  a)^  —  a sin a  ^ -r- G tg  a^  mit  (1). 

^ag        •/(,  g  4 

Das  Chamier  A  hat  den  beiden  Kräften  G  und  P  Widerstand  zu  leisten, 

ihre  Resultante  R  ist 

B  =  yG^-h(^Gtgay=^yi6'^9tg^a, 

und  wenn  ifj  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Reaktion  22  mit  der 
Vertikalen  einschliesst,  erhalten  wir  für  die  Richtung  des  Druckes  auf  das 
Chamier  A  o 

p      T^^^«       3 

GrifQo,  Solutions  of  the  Examples  on  the  motion  of  a  rigid  body,  p.  35. 

6.  Ein  Ende  A  eines  Stabes  AB  (Fig.  104,  S.  282)  ist  mittelst  eines 
Chamiers  an  einer  vertikalen  Axe  befestigt;  das  andere  Ende  ist  mit  einem 
Gewichte  P  durch  einen  feinen  Faden  verbunden,  welcher  durch  ein  kleines 
Loch  C  in  der  Axe,  in  einem  Abstände  =  AB  von  A  läuft.  Der  Stab  ro- 
tiert um  die  Axe  mit  einer  solchen  Winkelgeschwindigkeit,  dass  er  wäh- 
rend der  ganzen  Bewegung  mit  der  Axe  den  konstanten  Winkel  BAY 

=  -T-  einschliesst.    Wie  gross  ist  diese  Winkelgeschwindigkeit? 

4 
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Es  sei  AB  =^2a=  AC^  S  der  Schwerpunkt  des  gleichförmigen 
Stabes,  an  welchem  sein  ganzes  Gewicht  O  vertikal  abw&rts 
wirken  mag,  A  der  ürspnmg  des  Coordinatensystemes  mit 
der  horizontalen  Axe  A X  und  der  vertikalen  Axe  AYy  r 
der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  des  Stabes  von  A, 
*^  2^BAY^a^  (0  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit,  AD±.BC. 
lY  An  dem  Stabe  wirken  die  Kräfte  G,  die  Centrifugalkraft  und 
Figur  104.  die  Spannung  P  des  Fadens  B  C,  fQr  welche  rotatorisches 
Gleichgewicht  stattfinden  muss.  Indem  wir  Momente  um  A  nehmen  und 
beachten,  dass  das  Moment  der  Centrifugalkraft  in  demselben  Sinne  wie 
dasjenige  der  Spannung  P  wirkt,  bekommen  wir  die  Gleichgewichtsbe- 
dingung 

P.AD  —  Gasina-^  (a^/xydm  =  0. 
Nun  ist  im  vorliegenden  Falle  AD  =  2acosf  -^—^  =  2 a sin -^ 

=  2ay s —  »  a?  =  r sin a^  y  ^=^r  cos a,  dm==  ^ d r,  folglich 

^  rt    i/l  —  cosa        _,       .  9    G      ,  r^^  p  ,  ^ 

P.ZaV  TZ G  asina-^  w^^ sinacoBal     r*ar  =  0, 

2  2aa  Ja 


7/1  —  cos  a      />       .        .      o    ö      .  8 

.  2  a  r  -^ Gastna  -h  fo^  s *"i «  cos  a  •  -77- 

'  2  2a^  ö 

^  4G  asina  cosa       ^  ^^  ^    7/I  —  cos  a 

6 =  Gasina  —  F, 2a f^  ^ 

3^  J 


jr  \  r 

Im  vorliegenden  Falle  ist  aber  «  =  — .  also  «na=<Jo»o=-ö-V  2,  mitbiii 


4 "" ° —  2 


.200 


=  öa  -J-V^-P 


.y 


1-4-V2 


w« 


0)« 


3<7  "2 

2ÖO        G  P  ,/  ~ 


2aV2»         <? 
womit  die  verlangte  Winkelgeschwindigkeit  bestimmt  ist. 

7.  Eine  kreisförmige  Platte  kann  sich  um  eine  horizontale  Tangente 
drehen,  welche  sich  mit  einer  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  w  um 
eine  vertikale  Axe  durch  den  BerGhnmgspunkt  von  Tangente  und  Kieis- 
umfang  bewegt.  Wie  gi'oss  muss  die  Winkelgeschwindigkeit  sein,  damit 
die  Platte  mit  der  Vertikalen  einen  gegebenen  Winkel  a  einschliessen  kann? 
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Gleichförmige  Botation. 
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Es  sei  AB  die  Platte  Tom  Halbmesser  a  (Fig.  105), 
Ä  ihr  Berührungspunkt  mit  der  horizontalen  Tan- 
gente Ä  Z,  die  vertikale  il  F  die  Rotationsaxe, 
AJC±AY  und  AZ,  so  dass  AZ,  AX,  AY  die 
Axen  eines  räumlichen,  rechtwinkeligen  Goordinaten- 
systemes  voi*stellen.  Ein  beliebiger  Punkt  P  der  Platte 
besitzt  dann  die  Goordinaten  x^  y,  z^  sein  Abstand  von 
der  Tangente  sei  =r  und  m  bedeute  die  Masse  der 
Flächeneinheit  der  Platte. 

Im  vorliegenden  Falle  muss  Gleichgewicht  sein  zwischen  dem  Platten- 
gewichte Qy  welches  im  Schwerpunkt  8  der  Platte  vertikal  abwärts  wirkend 
gedacht  wird,  und  der  horizontal  arbeitenden  Gentrifugalkraft  P.  Nehmen 
wir  daher  Momente  um  J.,  so  erhalten  wir  die  Bedingung 

Oaaina  —  oy^  lay  dm  =  0.  (1) 

Nun  ist  der  Inhalt  eines  unendlich  schmalen  Flächenstreifens  MN  der 
Platte  parallel  zu  der  Axe  der  ^  2gdr,  folglich  seine  Masse  2m2dr. 
Weil  aber  die  Gleichung  des  Kreises  in  r  und  g   z^  -\-r^  —  2  a  r  =  0,  so 

ist  auchrfm  =  2my^r^  — 2ar dr.  Ferner  haben  wir  x  =  r8ina,  y  =  reo8a, 
0:=mffa^n,  wodurch  die  Gleichung  (1)  übergeht  in 

ga^nasina  —  w*  /     r^»inaco8a.2myr^  —  2ar.dr:=0. 


m 


mga^nsina  —  2 ai^ m sin a co8 a  j     r^yr^  —  2ar.dr  =  0. 


gd^n — ^a^(a^nco8a  =  0. 
4 


g 7  (ö  ^  a  C08  a  =  0, 

4 


woraus  schliesslich  als  die  verlangte  Geschwindigkeit  sich  ergiebt 

y  5  '^    aco8a 
Soll  die  Geschwindigkeit  o)  eine  solche  sein,  dass  die  Platte  eine  horizontale 

Lage  annimmt,  dann  haben  wir  in  der  vorstehenden  Formel  a  =  -^za  setzen, 

womit  sich  ergiebt  o»  =  Qc,  d.  h.  nur  bei  einer  unendlich  grossen  Winkel- 
geschwindigkeit kann  die  Platte  horizontal  werden,  so  dass  mit  wachsendem  to 

a  nie  grösser  als-^  werden  kann. 

8.  um  welche  Höhe  h  muss  der  äussere  Schienenstrang  in  einer 
Curve  vom  Halbmesser  q  eines  Eisenbahnfahrgeleises  über  den  inneren 
Sdüenenstrang  dieser  Curve  erhöht  werden,  damit  bei  einem  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  hindurchfahrenden  Zuge  gegen  die  Schienen  kein  Seiten- 
druck stattfindet? 
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Es  sei  die  Entfernung  der  beiden  Schienenstränge  von  Mitte  zu 
Mitte  =2  6,  Q  das  in  dem  Schwerpunkte  8  des  Zuges  vereinigt  gedachte 

Totalgewicht  des  Zuges  (Fig.  106),  a  die  Neigung  der  in 
dem  Yertikalschnitt  durch  den  Schwerpunkt  an  die  beiden 
Schienenköpfe  gezogenen  Tangente  zum  Horizont,  8  8'±.  Ä  B 
und  =  a,  P  die  resultierende  Centrifugalkraft,  in  horizontaler 
Figur  loe.  Richtung  wirkend ,  B  C  horizontal,  A  C  vertikal  und  =  h. 
Der  Krümmungshalbmesser  q  der  Curve  ist  parallel  zum  Horizonte. 

Für  das  Gleichgewicht  des  Systemes  haben  wir  die  Bedingung,  indem 
wir  die  Kräfte  P  und  Q  parallel  und  senkrecht  vi  AB  zerlegen  und 
Momente  um  A  nehmen, 

Qasina  +  Qh  cosa  —  Pacosa-h  Pbsina  =  0, 
oder  (Qa-\-  Pb)8fna  =  {Pa  —  Q b) cos a, 

Pa—Qb 
Pb-hQa 

weil  aber  P  =z  Q--,  folgt 


so  dass 


tga=^ 


9Q 


v^a 


—  b 


tga  = 


_9Q 


av 


2 


^9Q 


h=2bcosa  = 


2b 


vH 
9Q 


a 


bv^ 


agg 


2b 


2b{bv^  +  agQ) 


Yl-htg^a 


V 


^bv^-^  aaoJ 


^/^+b^){v^+gY) 


-f-agQ^ 

Da  die  Überhöhimg  A  von  der  Geschwindigkeit  v  abhängig  ist  und  die 
Züge  die  Curven  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  passieren,  so  wird 
gewöhnlich  h  grösser  gewählt  als  diese  Formel  es  angiebt,  um  für  alle 
Fälle  gesichert  zu  sein. 

9.  Ein  einfacher  Schwungkugelregulator  einer  Dampfmaschine  dreht 
sich  mit  einer  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  co  um  die.  vertikale  Axe 
UZ  (Fig.  107).  Welche  Winkel  a  schliessen  die  um  Bolzen  C,D  in  einer 
vertikalen  Ebene  durch  die  Axe  und  die  Aufhängepunkte  C,jD  drehbaren 
Arme  AC^  BD  des  Regulators  mit  der  Vertikalen  ein? 

Es  sei  AO=BD=^l,  <7D  =  25,  das 
Gewicht  einer  jeden  der  Metallkugeln  A^B  gleich 
$,  und  es  werde  das  Gewicht  der  Arme  ver- 
nachlässigt. Der  Abstand  des  Mittelpunktes  einer 
Kugel  von  der  Drehaxe  ist -4J5=6  4-i««a,  daher 

ö 

rignrioT.  ^^^®  Centrifugalkraft  (o^—{b-hlsma).    Die  Com- 


Wenn  6  =  0  ist,  so  haben  wir  einfach  co8a=^    „ , 
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ponenten  des  Eugelgewichtes  in  den  Richtungen  CA  und  ^  JE  sind  Qseca 
und  Q  tg  a,  von  welchen  nur  die  letztere  auf  die  Lage  der  Kugel  Einfluss 
hat,  so  dass  für  den  Zustand  des  Gleichgewichtes  die  Bedingung  besteht 

Qtga  —  «- —  (6  h-  laina)  =  0,     oder     fftffa  —  (o^lsina  =  eo^ft, 

aus  welcher  Gleichung  der  Winkel  a  zu  bestimmen  ist. 

_   ff 

Die  Zeit,  welche  der  Regulator  zu  einer  Umdrehung  nötig  hat,  ist 

t= — =2ny ;     mit  6  =  0,     t  =  2ny 

«  ^        fftffa  ^        9 

10.  Ein  elastischer  Faden,  dessen  Gewicht  pro  Einheit  seinür  natürlichen  Länge 
gleich  «7  ist,  befindet  sich  innerhalb  einer  kreisförmigen,  mit  einer  konstanten  Winkel* 

geschwindigkeitl/^  um  ihren  vertikalen  Durchmesser  rotierenden  Bohre  vom  Halb- 
messer a,  der  Elastizitätsmodulos  ist  wa.  Welches  ist  die  natürliche  Länge  des 
Fadens,  wenn  er  die  obere  Hälfte  der  Bohre  einnimmt? 

Die  natürliche  Länge  ist  gleich  der  Länge  des  Bohrendarchmessers. 

11.  Ein  dünnes  Bach  liegt  aaf  einer  der  Flächen  eines  Paltes.  Welches  ist 
die  grOsste  Winkelgeschwindigkeit,  die  dem  Pnlte  am  eine  vertikale  Axe  gegeben 
werden  kann,  ohne  dass  das  Bach  abgeworfen  wird? 

Es  sei  a  =  der  Neigang  des  Poltes  za  dem  Horizonte ,  a  =  der  Länge  des 

Baches,  welches  symmetrisch  aaf  die  Fläche  des  Paltes  gelegt  gedacht  ist,  c=  dem 

Abstände  der  tiefsten  Kante  von  der  Drehaze,  a>=  der  verlangten  Winkelgeschwindigkeit. 

Indem  wir  annehmen,  dass  das  Bach  am  seine  tiefere  Kante,  welche  darch  die  Palt- 

leiste  gehalten  wird,  beweglich  ist,  erhalten  wir  für  die  gesachte  Geschwindigkeit  die 

Belation 

Zgcotga 


%^ 


3c — 2acosa 


12.    Ein  Bing,  welcher  einen  Planeten  amgiebt,  dreht  sich  gleichförmig  am 

einen  Dorchmesser  darch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  des  Binges  and  des 
Planeten.  Die  Gestalt  des  Binges  soll  so  bestimmt  werden,  dass  die  Tangentialkraft 
in  allen  Punkten  des  Binges  dieselbe  sein  kann. 

Bezeichnet  m  die  Winkelgeschwindigkeit,  n  die  Attraktion  des  Planeten  in  der 

Einheit  der  Distanz,  2a  die  Länge  des  ümwälzungsdurchmessers,  dann  ist,  wenn  der 

Primradiusvektor  mit  dem  ümwälzungsdurchmesser  zusammenfällt,  die  Gleichung  des 
Binges 

=  =j—  r2  sm2  &. 

a       r      Zfi 

10—12.    Walton,  p.  427,  428. 
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Dritter  Abschnitt. 

Schwingungsmittelpunkt. 

Macht  ein  EOrper  von  beliebiger  Gestalt  am  eine  feste  horizontale  Aze  Schwing- 
angen,  bezeichnen  wir  den  Abstand  seines  Schwerponktes  S  von  dieser  Aze  mit  k,  sein 
Trägheitsmoment  für  eine  durch  den  Schwerpunkt  S  gehmde,  zar  AufhSugeaxe  paial- 
lele  Aze  mit  MJfl,  die  Neigang  des  Schwerpunktsabstandes  von  der  Sospensionsaze 
gegen  die  Tertikaie  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  mit  &y  so  ist 

d^&  ^     Eraftmoment     __      Mghsin^  ^  gh      . 

It^  ^  Trägheitsmoment  ~  ~  M{Jfi-hh^) ""  ""ä^+ä«^**   ' 
,  d2^  gh      .    ^      ^ 

'^"  dt^+PTP  ""*  =  <'• 

Sind  die  Schwingangen  klein,  dann  kOnnen  wir  die  dritten  und  höheren  Potenzen 
von  ^  yemachlässigen,  so  dass  in  diesem  Falle  annähernd 

und  die  Zeit  einer  vollständigen  Schwingung  gleich  2itJ/  — j- —  ist. 

Mit  k  =  0  erhalten  wir  die  Bewegungsgleichung  fdr  ein  mathematisches  Pendel, 
nämlich 

wo  Z  für  h  gesetzt  wurde.     Daher  werden  die  Schwingungen  des  mathematischen 
Pendels  und  des  Körpers  unter  denselben  Anfangsbedingungen  dieselben  sein,  wenn 

und  wird  l  die  Länge  des  einfachen  äquivalenten  Pendels  genannt.  Der  KOrper  wird 
aber  auch  dieselben  Schwingungen  unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  machen,  wenn 
seine  ganze  Masse  in  einem  Punkte  koncentriert  wäre,  welcher  einen  Abstand  gleich 
der  Länge  des  äquivalenten  einfachen  Pendels  von  der  Aufhängeaze  besitzt,  diaeer 
Punkt  wird  «Schwingungsraittelpunkf,  «Oscillationscentrum'^,  .ünruhepunkt*  genannt. 
Die  Theorie  des  Schwingungsmittelpunktes  von  EOrpern  entsprang  aus  der  um 
das  Jahr  1646  von  Mersenne  den  Mathematikern  seiner  Zeit  vorgelegten  Frage  nach 
der  Zeit  der  Schwingungen  von  XOrpem  um  horizontale  Azen,  wodurch  dieselben  auf- 
gefordert wurden^  ihre  geistige  Begabung  zur  Entdeckung  dieser  Oscillationsdauer  zu 
verwerten.  Es  ist  etwas  sonderbar,  dass  alle  jene,  welche  zuerst  die  Losung  dieses 
Problemes  versuchten,  unter  welche  Mersenne  (Mersenni,  BefiezionesPhysioo-Mathematicaey 
Cap.  XL  et  XII.]  selbst  zu  zählen  ist,  wie  Descartes  (Lettres  de  Descartes,  Tom.  III, 
p.  487  &c.),  Boberval  (Lettres  de  Descartes,  ib.)',  Wallis  (Mechanica,  sive  De  Mota), 
und  Fabri  (Tract  de  Motu,  Append.  Physico-Math.  De  Centro  Percussionis)  schweigend 
annahmen,  dass  der  Schwingungsmittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Stoaees  zu- 
sammenfalle; obgleich  diese  Meinung  wahr  ist,  so  ist  dennoch  ihre  Bichtigkeit  ohne 
eine  strenge  wissenschaftliche  Erklärung  keineswegs  einleuchtend.  Indessen  wurde 
kraft  dieser  Annahme  der  Schwingungsmittelpunkt  gewisser  Figuren  korrekt  bestimmt. 
Descartes  gab  eine  richtige  Losung  in  dem  Falle,  wo  eine  ebene  Fläche  in  ihrer  Ebene 
schwingt;  aber  er  fehlt  in  dem  Falle,  in  welchem  solide  Körper  und  ebene  Flächen 
seitliche  Schwingungen  machen.  Boberval  bestimmte  die  Lage  des  Schwingungsmittel- 
Punktes  richtig  für  ebene,  in  ihrer  Ebene  und  seitlich  schwingende  Flächen,  während 
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es  ihm,  znsamineii  mit  Descartes,  nicht  gelang,  eine  korrekte  I^snng  des  Problemes  in 
dem  Falle  zu  geben,  wo  es  sich  um  EOrper  handelte.  Die  Arbeiten  eines  Hajghens^ 
dessen  Bemühungen,  eine  LCsnng  von  Mersennes  Problem  zu  erhalten,  anfangs  ohne 
Resultat  blieben,  wurden  im  Laofe  der  Zeit  mit  Erfolg  gekrönt.  Dieser  Mathematiker 
TerOffentlichte  in  dem  vierten  Teile  seines  Horologium  Oscillatorium,  welcher  in  dem  Jahre 
1673  erschien,  die  erste  strenge  und  allgemeine  Untersuchung  des  Schwingangsmittel- 
punktes.  Die  zwei  folgenden  Grundsätze  machen  die  Basis  seiner  Betrachtungen  aus.  1)  Der 
Schwerpunkt  eines  Systemes  materieller  EOrper  ksnn  sich  nicht  selbst  zu  einer  Hohe 
erheben,  die  grosser  als  diejenige,  aus  welcher  er  gefallen  ist,  wie  auch  immer  die 
gegenseitige  Lage  der  Körper  veränderlich  gemacht  werden  mag.  2)  Ein  zusammen- 
gesetztes Pendel  wird  inuner  bis  zu  deijenigen  Hohe  aufsteigen,  aus  welcher  es  frei 
herabgefallen  ist.  Einige  Jahre  nach  der  YerOfientlichung  des  Horologium  Oscillatorium 
wurde  die  Richtigkeit  dieser  Fundamentalsätze,  welche  wohl  wahr,  aber  nicht  genflgend 
ein&ch  genag  sind,  durch  den  Abbä  Catelan  (Journal  des  S^avans,  1682  et  1684)  in 
Frage  gestellt,  welcher  gewisse  gebrechliche  Theorien  seiner  eigenen  Art  an  Stelle  der 
wertvollen  Untersuchungen  von  ^  Hujghens  substituierte.  Die  Aufmerksamkeit  der 
Mathematiker  jener  Zeit  wurde  sehr  anhaltend  auf  diesen  Gegenstand  durch  den  Streit» 
welcher  zwischen  Huyghens  und  Catelan  ausbrach,  gerichtet.  Die  Ansicht  von  Huyghens 
erhielt  voUe  Bestätigung  durch  die  rofhr  elementaren  Arbeiten  eines  L'HOpital,  eines 
Jacob  Bemoulli  und  anderer  Mathematiker.  Weitere  geschichtliche  Notizen  über  diesen 
Gegenstand  befinden  sich  zu  Anfang  des  Kapitels  über  das  Prinzip  von  D*Alembert. 

1.  Zu  bestimmen,  in  welchem  Punkte  der  Stange  eines  vollkommenen 
Pendels  ein  gegebenes  Qewicht  von  unendlich  kleinem  Volumen  befestigt 
werden  muss,  damit  dasselbe  die  grösste  Wirkung  auf  die  Beschleunigung 
des  Pendels  hervorbringen  kann. 

Es  sei  m  die  Masse  der  Linse,  a  die  Lftnge  des  vollkommenen  Pendels, 
m  die  Masse  des  gegebenen  Gewichtes,  a'  der  Abstand  seines  Befestigungs- 
pnnktes  vom  Auf  hängepunkte,  l  der  Abstand  des  Schwingungsmittelpunktes 
des  vollständigen  Pendels  vom  Auf  hängepunkte.  Indem  wir  die  Volumina 
von  m  und  m  als  unendlich  klein  voraussetzen,  haben  wir  für  die  Lage 
des  Schwingungsmittelpunktes  die  Relation 


Z  = 


— 

7n,a  -t-  fna 


Je  kürzer  die  Staqge  eines  vollkommenen  Pendels  ist,  um  so  kleiner  fällt 
die  Schwingungszeit  aus,  folglich  muss  im  vorliegenden  Falle  l  ein  Minimum 
sein.  Indem  wir  daher  bezüglich  a  differentiieren ,  muss  die  Bedingung 
erfüllt  sein 

dl  2 ma{m a  ■+■  ma)  —  rn{m a^  -H  ma^)  __  -. 

da  (w  a  +  ma)^ 

folglich :    mV*-f-  2mam  a^=^ma^^       a'=  — ?| V w^  +  mm  —  m\> 
womit  der  verlangte  Befestigungspunkt  gefunden  ist. 

Ladj*s  and  Gentleman's  Diaiy,  1742.    Diarian  Bepository,  p.  394. 
Euler,  De  Motu  Corp.  Solid.  Prob.  48.  Cor.  I,  p.  216. 
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2.  Eine  kreisförmige  Platte  schwingt  das  einemal  um  eine  hori- 
zontale Tangente,  das  anderemal  um  eine  horizontale  Axe  durch  den  Be- 
rührungspunkt von  Tangente  und  umfang,  welche  senkrecht  zur  Tangente 
ist.    Wie  verhalten  sich  die  Schwingungszeiten? 

Es  seien  Z,  l'  die  Längen  der  isochronen  Pendel  in  dem  ersteren  und 
dem  letzteren  Falle  resp.,  k^h'  die  Trägheitsradien  der  Platte  um  Axen 
durch  ihren  Mittelpunkt,  parallel  zu  der  Schwingungsaxe  in  jedem  Falle. 
Femer  bezeichne  a  den  Badius  der  Platte,  A  ihre  Fläche,  r  den  Abstand 
eines  beliebigen  Punktes  in  ihr  vom  Gentrum,  ^  die  Horizontalneigung 
dieses  Abstandes,  wenn  die  Platte  in  Buhe  hängt. 

Die  Längen  der  isochronen  Pendel  sind 

-      a^  +  k^      ,,     a«"hik'2 
a  a 

Für  die  Trägheitsmomente  Äk^^  Ak'^  erhalten  wir 

Ak^  ^  ffrd»drr^ sin^  »  ^  r^" rr^inn^&d»dr=^ja^  f  ''sin^»d&, 

4 
Ak'^=JJrdd'drr^==j    J  r^d&dr  =  -ay     d&,     Ak'^=^na*. 

Weil  aber  A  =  na^  ist,  so  folgt  k^  =  -a^^  A;'^  =  -2^a^  mithin  ist 

4  z 

15  ,,  16 

4  4  4  4 

Sind  nun  t  und  f  die  Schwingungszeiten,  so  ergiebt  sich 

f      '^   l'      '^   6 

8.  Welches  ist  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  das  in  derselben 
Zeit  wie  der  Bogen  eines  gegebenen  Kreises  schwingt,  wenn  die  Schwingungs- 
axe horizontal  durch  den  Mittelpunkt  des  Bogens  und  rechtwinkelig  zu 
seiner  Ebene  läuft? 

Es  sei  (Fig.  108)  C  der  Mittelpunkt  des  Kreises, 
A  der  Mittelpunkt  des  Bogens,  P  ein  beliebiger  Punkt 
in  dem  Bogen,  PM± A C,  AM=  oß,  AC=a,  Sm  =  der 
Masse  eines  Bogenelementes  bei  P,  Z  =  der  Länge  des 
verlangten  Pendels,  dann  ist  offenbar 

Figur  108.  ^ 

2  ix  dm)         2(jxSm) 
ein  Resultat,  welches  zeigt,  dass  die  Länge  des  einfachen  Pendels  nur  von 
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dem  Halbmesser  des  Kreises  und  nicht  von  der  Länge  des  Bogens  ab- 
hängig ist. 

Lady'8  Diary,  1841.  1—3.    WaltoD,  p.  430—432. 

4.  Ein  Winkelhebel  mit  den  Armlängen  a  imd  b  und  dem  Winkel  & 
zwischen  den  Armen  macht  kleine  Schwingungen  in  seiner  eigenen  Ebene 
mn  den  Aufhängepunkt,  welcher  mit  der  Spitze  seines  Winkels  zusammen- 
föUt.    Wie  gross  ist  die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels? 

A Es  sei  (Fig.  109)  BÄC  eine  beliebige  Lage 

des  Hebels  in  seiner  Ebene,  A  sein  Aufhängepunkt, 
ÄB  =  a,  AC=b^  2i,BAC=&,  m  die  Masse  der 
V  Längeneinheit  eines  Armes,  A  Ursprung  eines  recht- 
winkeligen Coordinatensystemes  mit  den  Axen  AJT^ 
^  Y  in  der  Ebene  der  Bewegung,  A  T  vertikal  ab- 
wärts, 2(,BAY=a,  2iLCAY=^ß^  S  der  Schwerpunkt  des  Hebels  mit 
den  Coordinaten  x^y. 

Das  Trägheitsmoment  des  Hebels  um  die  AxeJ.  ist  offenbar -Qm(a^+ 6^). 

Für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  S  haben  wir  die  Gleichungen 

a^  b^  _      a^  b^ 

»i(a-t-fc)5  =  w^«na — m-^sinß^     oder     {a'^b)x  =  -^8ina  —  -^sinß^ 

m(a  -h  b)y=im'^co8a'{'m-^cosßj    oder    (a  -t-  b)y  =  -^cos  u  -f-  -^cosß. 
Die  Quadratur  dieser  Gleichungen  und  die  Addition  der  Besultate  giebt 
(a  +  &)M^^  +  y ')  =  J -«-  X  +  ^a^b^co8(a  +  ß\ 


und  weil  x^ -i-y^  =  AS^  =  r^,  a-h  ß  =  ^,  so  kommt 

r=z---^^-—r'\/a^-i-2a^b^co8&'^bK 
2  (a  4-  6)  ^ 

Folglich  ist  das  Moment  der  Masse  mia-^b)  des  Hebels  um  die  Axe  A 

m{a-{'b)r=:^^^/a^'h2a^b^cos&-hb^. 
Mithin  ist  die  Länge  l  des  äquivalenten  einfachen  Pendels 


^3-1- A3 


^Ya*  +  2a^b'^eo8»  +  b*         Yä* -h2a^b^co8d^  +  b* 

TT 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  ^=2  ^*i  bekommen  wir 

2   a'  +  6» 


F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik.  II.  19 
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Sind  die  beideo  Hebelarme  einander  gleich,  dann  wird 

TZ 

und  wenn  hier  *  =  o  is^i  erhalten  wir 

Nun  ist  aber  a^fi  der  Durchmesser  desjenigen  Kreises,  welcher  durch  die 
drei  Punkte  A,  B,  C  geht,  so  dass  wir  den  Satz  aufstellen  können :  Macht 
ein  gleicharmiger,  winkelrechter  Hebel  mit  homogenen  Armen  gleicher 
Dicke  Schwingungen  um  seinen  Winkelpunkt  in  seiner  Ebene,  so  ist  die 

2 

Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels  gleich  ^  vom  Durchmesser  desje- 
nigen Kreises,  welchem  die  Arme  als  Sehnen  angehören. 

5.  Zu  bestimmen,  in  welchem  Punkte  seiner  Länge  ein  gleichför- 
miger gerader  Stab  von  geringer  Dicke  aufgehangen  werden  muss,  dandt 
er  isochron  mit  einem  gegebenen  einfachen  Pendel  schwingen  kann. 

Es  sei  2  a  =  der  Länge  des  Stabes ,  Z  =  der  Länge  des  g^ebenen 

Pendels ,  h  =  dem  Abstände  des   verlangten  Aufbängepunktes  von   dem 

Schwerpunkte  des  Stabes,  k  =  seinem  Trägheitsradius  für  eine  zur  Auf- 

hängeaxe  parallele  Axe  durch  den  Schwerpunkt. 

k^-^h^  1  1 

Die  Gleichung  l  =  — r —  giebt  mit  A;^  =  -5  a*,  A-  —  AZ  =  —  -5 a*, 

oder  h^^i±yh2_^aK 

Daraus  geht  hervor,  dass  -  -  der  kleinste  zulässige  Wert  von  Z  ist. 

6.  Ein  Quadrat  schwingt  um  eine  horizontale,  zu  seiner  Ebene 
senkrechte  Axe.  Wo  muss  die  Aufhängeaxe  die  Fläche  des  Quadrates 
schneiden,  damit  die  Schwingungszeit  ein  Minimum  sein  kann? 

Es  sei  a  die  Länge  einer  Quadratseite,  k^  der  Trägheitsradius  der 

Fläche  f&r  eine  Axe  parallel  zur  Aufhängeaxe  durch  ihren  Schwerpunkt, 

h  der  Abstand  des  Aufhängepunktes  von  dem  Schwerpunkte,  Z  die  Länge 

des  entsprechenden  einfachen  Pendels. 

,      k^-^h^ 
Zunächst  ist  Z  —   -^ 

Nun  haben  wir  im  vorliegenden  Falle  ä:^  =  ~  a^  folglich 

Z=  ^— r d.  i.     h^  —  lh  =  -4ö^  (1) 

h  0 
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womit  f^  =  -^±V-T  —  -^<^^' 

Damit  die  Schwingungszeit  ein  Minimum  werde,  muss  Z  ein  Minimum  sein, 
wof&r  aus  (1)  die  Bedingung  folgt,  da 

2ArfA-ZdA-AdZ  =  0  ist,  ^[  =  i*^^  =  0, 

an  h 

mithin  muss  A  =  -^  Z  sein,  was  giebt 


h  =  h±fh^-U^,         A  =  r^ 


6"  '  V6 

Der  Ort  des  verlangten  Punktes  ist  demnach  ein  Ereis  vom  Halbmesser 


a 


ye 


*  dessen  Centrum  mit  dem  Mittelpunkte  des  Quadrates  zusammenfällt 


7.  Welches  ist  die  Oestalt  einer  gleichschenkeligen  Dreiecksfläche, 
venu  ihre  Schwingungen  dieselbe  Amplitude  und  Periode  um  eine  zu  ihrer 
Ebene  senkrechte  durch  die  Spitze  des  Dreieckes  gehende  Axe  und  um  eine 
parallele  Axe  durch  den  Mittelpunkt  seiner  Basis  haben? 

Es  sei  a  die  Länge  eines  Schenkels  des  Dreieckes,  A  seine  Höhe, 
2  a  der  Winkel  in  seiner  Spitze,  k  der  Trägheitsradius  für  eine  zu  den 
Aufhängeaxen  parallele  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt,  Zi  die  Länge  des 
äquivalenten  einfachen  Pendels  für  die  Spitze,  Z2  diejenige  für  den  Mittel- 
punkt der  Basis  als  Aufhängepunkt. 

Im  vorli^enden  Falle  haben  wir 


•1  —  n ^ ö"t '        ^2  '^^ 


9ifc«  +  Ä« 


2,  6ä  "  1,  3A 

Zufolge  der  gegebenen  Bedingung  muss  aber  sein  Zi  =  Z2,  daher 

^^^^^^^^^''[-^^^    oder    9fc2-H4A2  =  18ik24-2A«,  mithin 
o  A  o  A 

9A;2  =  2A2. 

a*  a^ 

Nun  ist  aber  ifc^  =  — (1  -f-  2  »in^a)  —  —(3  —  2  coe^a),  h  =  a cosa^  folglich 

a^ 

-Vr  (3—2  C08^  a)  =  2a^  C08^  a,     oder     8  =  6  cos^  a, 

womit  cosa  =  ^Y2,      «  =  450,      2a  =  900. 

Mithin  muss  im  vorliegenden  Falle  der  Winkel  in  der  Spitze  des  gleich- 
schenkeligen  Dreieckes  ein  rechter  Winkel  sein. 
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Die  Längea  der  entsprechenden  äquivalenten  ein&chen  Pendel  sind 

für  einen  Winkel  a 

1-4-2  C08^  a  j        1     a 

h  =  — A ^»  ^  =  O 


Acosa  2co8a 

SO  dass  das  Verhältnis  der  Schwingnngszeiten 


_  4-2  C08^  a 


Mit  tx  =  h  bekommen  wir  wie  vorhin  cosa^^-^  ^2,  «  =  7,  2  a  =  ^. 

8.  Ein  Kreissektor  schwingt  um  eine  horizontale,  zu  seiner  Ebene 
senkrechte  und  durch  den  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Kreises  gehende 
Axe.  Welches  ist  der  Winkel  des  Sektors,  wenn  die  Länge  des  isochronen 
einfachen  Pendels  gleich  der  halben  Länge  des  Bogens  ist? 

Es  bezeichne  M  die  der  Fläche  proportionale  Masse  des  Sektors, 
h  seinen  Trägheitsradius  für  die  Suspensionsaxe ,  r  den  Halbmesser  des 
Sektorkreises,  h  die  Länge  des  Bogens,  ^  den  Winkel  des  Sektors,  A  den 
Abstand  seines  Schwerpunktes  von  der  Suspensionsaxe,  l  die  Länge  des 
äquivalenten  mathematischen  Pendels,  dann  ist 

_  Mk^  _  k^ 
Mh  "  h 

Nun  haben  wir  Z  =  -5  =  r^,  3/^^  =  ^.-^^'*  =  ^-r» Jf=  ^<pr*,  also 


2n   2 


jfc2=ir2,  Ä  =  |r =.  folgUch 

2  .  y        ,   g> 

3  Kp 

mithin         «n  |  =  ^,     t/F-  co^jp  _  3       1  _  ^^^  ^  ==  |, 

24r  2""  4  ^8 

so  dass  (?ö«  9  =  —  -Q,     if  =  ^V  10'  52-67", 

o 

womit  der  verlangte  Winkel  bestimmt  ist. 

9.  Ein  gleichförmiger  Draht  von  gegebener  Länge  besitzt  die  Gestalt 
einer  Gycloide  und  schwingt  um  eine  gerade,  seine  beiden  Endpunkte  ver- 
bindenden Linie.   Welches  ist  die  Länge  des  isochronen  ein&chen  Pendels? 

Es  sei  a  die  gegebene  Länge  des  Drahtes,  r  der  Halbmesser  des 
Erzengungskreises  der  Gycloide,  9)  sein  Wälzungswinkel,  Jtfdie  Masse  des 
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Drahtes,  welche  seiner  Länge  proportional  ist,  Ic  sein  Trägheitsradius  für 
die  Schwingongsaxe,  h  seine  Schwerpunktsordinate,  l  die  gesuchte  Länge 
des  entsprechenden  mathematischen  Pendels. 

Die  Gleichungen  der  Gycloide  sind  mit  der  Drehaxe  als  Abscissen- 
axe,  einem  Endpunkte  der  Curve  als  Coordinatenanfang 

a:  =  r  (y  —  sin  y),         y  =  r  (1  —  cos  y). 
Damit  ist  das  Moment  des  Drahtes  um  die  Drehaxe 

Mh  =  jyds  =^  j     r*  (1  —  cos  y)  y^2  (1  —  cos  g>)d(p 

'^^  .  .  o)   -  ©       32 


=  8ry'    .m»|rf|-  = 


folglich  die  Schwerpunktsdistanz,  da  M=8r  ist, 

_32   r«  _32  r^      ± 
8  '  M~  3  '8r~  3  **' 


Ferner  haben  wir  für  das  Trägheitsmoment  des  Drahtes  um  die  Drehaxe 
Mh*—fy^de  =  f    r« (1  —  co« y) Vy 2 (1  —  co« y) dy 

Mk^  =  16r»  [-  ^c.*5  f  -)-  ^00*3^-  |-co*-?-T''=itV 


2        8        2  J         15 


0 


Mithin  ist  das  Quadrat  des  TrSgheitshalbmessers 

-g_l(}«r8_168   r»_82   ^ 

15  M~  15  ■8r""15''  " 
Durch  diese  Werte  erhalten  wir  für  die  Länge  des  verlangten  Pendels 

,      fc«      15  8 


—  «• 
3 


oder,  weil  r  =  -5-  a  ist, 


,       8     1  1 


5     8  5 

Demnach  ist  die  Länge  des  äquivalenten  mathematischen  Pendels  gleich 

-^  Ton  der  Länge  des  ganzen  Gycloidenbogens. 

10.    Eine  quadratische  Platte  schwingt  flachwegs  nm  eine  horizontale  Axe, 
welehe  durch  einen  ihrer  Winkelpunkte  geht.    Welches  ist  die  Länge  des  isochronen 

einfachen  Pendels? 

7 
Die  Yerlangte  Länge  ist  =  t^  X  Diagonale. 
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11.  Ein  schwerer  Kreisbogen  vom  Halbmesser  a  und  dem  Centriwinkel  2  a 
schwingt  in  einer  vertikalen  Ebene  zwischen  zwei  geneigten  Ebenen.  Zn  finden  die 
Länge  des  isochronen,  einfachen  Pendels. 

Die  zu  suchende  Länge  ist  gleich  ~ — • 

sin  a 

12.  Ein  Pendel  besteht  aus  einem  unangebbar  dünnen  Stabe  OÄ  und  einer 
Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  A,  Zu  bestimmen  den  Punkt  A'  in  der  Linie  OX,  in 
welchem  der  Mittelpunkt  einer  zweiten  Kugel  befestigt  sein  muss,  damit  die  Schwin- 
gungen des  ganzen  Systemes  in  der  kieinstmOglichen  Zeit  ausgeführt  werden  können. 

Eb  aei  OA  =  a,  0 A*  =  a\  femer  seien  r ,  /  die  Radien ,  m,  m'  die  Massen 
der  Kugeln  A^  A\  dann  wird  gefunden  werden: 

a'  =  iyl  w (m  -h  m')  a^-\-^m'  imr^  -h  m'  r'«)  ll  — ?!^. 
w  (  '  5       ^  \         m 

Euler,  Theoria  Motus  Corporum  Solidorum,  p.  215. 
10—12.  Walton,  p.  434--435. 


Vierter  Abschnitt. 

Zusammengesetzte  materielle  Pendel. 

Der  Hauptfeind  der  konstanten  Schwingungszeit  des  als  Regulator 
einer  ühr  gebrauchten  einfachen  Kreispendels  ist  der  Einfluss  der  Tem* 
peratur  auf  seine  Länge.  Durch  die  Veränderung  der  Pendellänge  wird 
die  Lage  des  Schwerpunktes  der  Pendels  verrückt,  wodurch  eine  andere 
Schwingungszeit  entsteht.  Bei  den  gewöhnlichen  Uhren  wird  diesem  um- 
stände dadurch  Bechnung  getragen,  dass  die  Linse  mittelst  einer  Stell- 
schraube verschoben  werden  kann,  wodurch  man  es  in  der  Hand  hat,  die 
Pendellänge  nach  Bedürfnis  zu  vergrössern  imd  zu  verkleinern.  Für  bessere 
Pendeluhren  verfertigt  man  indessen  die  Pendelstange  aus  gut  getrock- 
netem und  ausgelaugtem  Tannenholze,  dessen  Länge  sich  nur  wenig  unter 
den  verschiedenen  Witterungseinflüssen  ändert.  Bei  Chronometeruhren  ist 
es  aber  nötig,  besondere  Kompensationen  anzubringen;  man  konstruiert  für 
dieselben  Bostpendel  und  Quecksilberkompensationen.  Der  Leser,  welcher 
die  verschiedenen  Methoden  kennen  lernen  will,  welche  zum  Zwecke  der 
Begulieiiing  einer  Pendeluhr  angewendet  werden,  muss  auf  Abhandlungen 
über  Uhren  verwiesen  werden. 

Das  Bostpendel.  Zur  Konstruktion  des  Rostpendels  wird  Eisen 
und  Zink  verwendet.  A  (Fig.  l'lO,  S.  295)  sei  die  Projektion  der  Schwin- 
gungsaxe  des  Pendels.  Seine  mittlere  Stange  a  besteht  aus  Eisen,  welche 
an  ihrem  unteren  Ende  einen  Quersteg  R8  trägt.  An  diesem  Stege  sind 
zwei  rückwärts  reichende,  in  einen  Steg  0 P  übergehende  Zinkstangen  h 
befestigt,  die  sich  relativ  gegen  die  Stange  a  verschieben  können.    Der 


M 


i\ 
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Steg  0  P  trägt  noch  zwei  eiserne,  den  Steg  R  S  durchbohrende,  ihn  nicht 
berührende  und  unter  B  Ä  in  dem  Stege  M  N  sich  vereinigende  Stangen  c, 
tA  Der  Steg  MN  trägt  in  seiner  Mitte  die  Linsenstauge  und 
kann  die  Linse  selbst  auf  ihrer  Stange  durch  eine  Stellschraube 
verschoben  werden. 
y^iills  Ss  mögen  die  Stangen  a  und  c  aus  demselben  Materiale 

\-^\       bestehen,  der  Wärmeausdehnungscoefficient  dieser  Stangen  sei 
C-T^  f      a,  derjenige  der  Stangen  b  sei  ß.    Die  Entfernung  des  unter- 
Fj^r  110.    ^^^^  Punktes  der  Linse  von  dem  unteren  Stege  sei  d^  der 
WärmeausdehnungscofifScient  der  Linsenstange  S^  r  der  Halbmesser  der 
Linse  und  q  ihr  AusdehnungscoefBcient. 

Da  in  einem  solchen  Falle  die  Masse  der  Linse  bei  weitem  den 
grössten  Teil  der  Gesammtmasse  des  Pendels  ausmacht,  so  ist  die  rech- 
nungsmässige  Länge  des  Pendels  gleich  dem  Abstände  des  Linsenmittel- 
punktes von  dem  Aufhängepunkte  A,  von  welcher  Länge  die  Schwingungs- 
dauer des  Pendels  abhängt.  Dieser  Abstand  muss  unter  allen  umständen 
konstant  bleiben,  wenn  die  Schwingungszeit  des  Pendels  eine  unveränder- 
liche sein  soll.  Es  kommt  nun  hier  darauf  an,  die  Längen  der  Stangen 
so  zu  bestimmen,  dass  dieser  Abstand  /  immer  konstant  bleibt,  welche 
Ermittelung  eine  näherungsweise  sein  kann,  weil  die  genaue  Adjustierung 
durch  Probieren  geschehen  muss. 

Für  irgend  einen  Augenblick  ist  der  Abstand  des  Linsencentrums 
von  der  Aüfhängeaxe  A 

1  =  a  —  6-h(7H-d  —  r. 
Ändert  sich  nun  die  Temperatur  von  dieser  Zeit  an  um  t^,  so  haben  wir 
als  Längenänderung  des  Pendels 

a.at  —  b  ,  ß  t  -h  c.at-h  d.dt  —  r.gt 
Diese  Längenänderung  muss  aber  für  eine  konstante  Schwingungszeit  des 
Pendels  gleich  Null  sein,  so  dass  wir  die  Bedingung  erhalten 

(a-4-c)a  —  bß  -h  dS  —  r^  =  0. 
In  dieser  Gleichung  haben  d  d  und  r  g  eine  ganz  untergeordnete  Bedeutung. 
Bezeichnet  e  die  Entfernung  des  Pendelschwerpunktes  von  dem  unteren 
Stege,  so  möge  näherungsweise  gesetzt  Verden  dS  —  rg  =  ea,  dann  er- 
halten wir 

(a  4-  <?  4-  ^)  a  —  ft  /5  =  0, 

oder,  wenn  wir  das  Produkt  ba  gleichzeitig  addieren  und  subtrahieren, 

(a  —  b  -+■  c  -b  ^)  a  —  fc  (/?  —  a)  =  0, 
und  weil  a  —  b-hc-he^l  ist, 

ia  — 6  (/?  —  «)  =  0, 

woraus  folgt  &  =      ^  -L 

ß  —  u 
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Jedenfalls  muss  h<l  sein ,  denn  sonst  Hesse  sich  ein  Rostpendel  gar 
nicht  konstruieren ,  es  muss  also  auch  /?  —  «;>«,  oder  ß>2a  sein. 
Diese  letztere  Bedingung  sagt  uns,  wie  das  Material  beschaffen  sein  muss. 
Der  Ausdehnungscoefficient  für  Zink  ist  etwas  mehr  als  doppelt  so  gross 
wie  derjenige  des  Eisens,  denn  wir  haben  «  =  0-000012,  /?  =  0-000030. 
Mithin  ist  die  erforderliche  Länge  der  Zinkstangen 

12  2 


30-12  3 

Mit  diesen  Daten  kann  vorläufig  das  Rostpendel  konstruiert  werden.  Die 
genaue  Adjustierung  ist  mittelst  der  anzubringenden  Regulierungsschrauben 
vorzunehmen. 

Das  Quecksilberpendel.  Gewöhnlich  hat  ein  Quecksilberpendel 
-(^-. .,  folgende  Einrichtung.  Mit  der  Schwingungsaxe  A  (Fig.  111) 
des  Pendels  ist  eine  Eisen-  oder  Stahlstange  verbunden,  welche 
an  ihrem  unteren  Ende  einen  kleinen  verschiebbaren  Steg  BB 
trägt.  Nach  unten  hin  nimmt  der  Steg  BB  zwei  andere,  von 
demselben  Material  verfertigte  Stangen  BC,  BD  auf,  welche 
einen  Teller  CD  tragen.  Diese  tellerförmige  Platte  ist  durch 
^  ^  Schrauben  B  etwas  verschiebbar,  die  unteren  Schrauben  C,  D 
Figur  111.    ^ißußjj  jjijj.  2JX  ihrer  Befestigung.    Auf  der  Platte  steht  ein 

cylindrisches  Olasgeföss,  welches  beinahe  bis  oben  an  mit  Quecksilber  ge- 
füllt und  durch  einen  Deckel  verschlossen  ist.  Zwischen  dem  Deckel  und 
dem  Steg  BB  muss  so  viel  Raum  sein,  dass  man  bequem  zu  der  Re- 
gulierungsschraube M  gelangen  kann.  Vor  dem  Herabfallen  wird  das 
Oefäss  auf  irgend  eine  Weise  geschätzt. 

Die  Entfernung  des  Tellers  CD  von  der  Axe  des  Pendels  sei  a, 
der  AusdehnungscoSfScient  der  Stangen  a,  die  Hohe  der  Quecksilbersäule 
2  07,  welche  so  zu  berechnen  ist,  dass  eine  richtige  Gompensation  zum  Vor- 
schein kommt.  Die  Quecksilbermasse  macht  den  grössten  Teil  der  Masse 
des  Pendels  aus,  so  dass  die  Länge  l  des  Pendels  gleich  dem  Abstände 
des  Schwerpunktes  der  QuecksilberfüUung  von  dem  Drehpunkte  A  gesetzt 
werden  kann,  das  ist  l  =  a  —  x.  Die  Addenten  a  und  x  sind  nun  so  zu 
wählen ,  dass  die  resultierende  Änderung  von  a  —  ä?  gleich  Null  wird. 
Bezeichnen  wir  daher  diese  Änderung  von  x  mit  Jx^  die  Änderung  der 
Temperatur  in  Graden  mit  t,  so  haben  wir  die  Bedingung 

a,ai  —  Ja?  =  0.  (1) 

Die  Vergrösserung  von  a?,  bei  wachsender  Temperatur,  ist  von  der  Aus- 
dehnung des  Quecksilbers  und  des  Glases  abhängig.  Bezeichnet  q^  den 
VolumenausdehnungscoefScienten  des  Quecksilbers,  ß  den  Längenausdeh- 
nungscoeflBcienten  des  Glases,  V  das  Anfangsvolumen  des  Quecksilbers,  so  ist 

T'(l  -h  9  ^)  =  r2  (1  -h  /? 0^ TT .  2  (1  -i-  Jw). 
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Das  ursprüngliche  Volumen  des  Quecksilbers  war  V=7tr^.2a),  wo  r  den 
Halbmesser  des  cylindrischen  Glases  bezeichnet,  sonach  ergiebt  sich 

oder  Jx=^x{^  —  2ß)t 

Da  nun  die  Bedingung  (1)  erfüllt  werden  muss,  so  bekommen  wir 

oder,  wenn  wir  anstatt  der  Länge  a  die  Pendellänge  Z  =  a  —  a?  einführen, 
0?  =  — ^^Äl-^x\        womit        ,\x=^ ^ 1 

Wenn  man,  wie  dieses  gewöhnlich  geschieht,  die  Stangen  aus  Eisen  oder 
Stahl  anfertigt,  dann  ist  im  Mittel  a  =  0*000012,  femer  ist  für  Glas 
iJ  =  0-000009,  und  für  Quecksilber  y  =  0-00018,  pro  Grad  Celsius,  mit 
welchen  Werten  sich  ergiebt 

_       12         _^ 
^-180-18 ''"27''' 
12  2 

0^«'  ^=180^-30^  =  25^- 

Die  endgültige  Bestimmung  der  Länge  a  und  der  Höhe  2x  hat  durch 
Begulierung  zu  geschehen.  Hier  lässt  sich  die  Abstimmung  noch  genauer 
ak  beim  Bostpendel  machen,  weshalb  man  die  Quecksilberpendel  aus- 
schliesslich zu  astronomischen  Uhren  verwendet,  während  die  Bostpendel 
an  feineren  Hausuhren  sich  vorfinden. 

Das  Quecksilberpendel  erfand  um  das  Jahr  1715  George  Graham, 
er  konstruierte  dasselbe  aus  einer  eisernen  Stange  und  einem  gusseisemen 
cylindrischen  Gefässe,  in  dessen  Deckel  die  Pendelstange  eingeschraubt 
und  welche  in  der  gewöhnlichen  Weise  aufgehangen  war. 

Die  Bedingung,  dass  die  Lage  des  Schwingungsmittelpunktes  nicht 
alteriert  wird,  lässt  sich  in  rein  analytischer  Weise  wie  folgt  ableiten. 

Es  sei  MTc^  das  Trägheitsmoment  des  eisernen  Cylinders  und  der 
Stange  um  die  Aufhängeaxe,  c  der  Abstand  ihres  gemeinsamen  Schwer- 
punktes von  dieser  Axe,  l  die  Länge  des  Pendels  von  dem  Auf  hängepunkte 
bis  zu  dem  Boden  des  Cylinders,  a  der  innere  Halbmesser  des  Cylinders, 
njf  die  Masse  des  Quecksilbers,  A  die  Höhe,  welche  diese  Masse  in  dem 
Cylinder  einnimmt. 

Das  Trägheitsmoment  des  Quecksilbercylinders  um  eine  gerade,  zu 
seiner  Axe  senkrechte,  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende  Linie  ist 

]>2  2 

nM(j^  +  ^-\  Folglich  ist  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers 
um  die  Aufhängeaxe 
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J'»  i  r2 -^  T  -  0  -  t)  V  ^'"- 

und  das  Moment  der  ganzen,  in  ihrem  Schwerpunkt  vereinigt  gedachten 
Masse  um  diese  Axe  ist 

Die  Länge  L  des  äquivalenten  einfachen  Pendels  ist  das  Verhältnis  aus 
diesen  beiden  Momenten  und  ergiebt  sich  nach  einiger  Reduktion: 

L=    ^'  /^ (1) 

Die  linearen  Wärmeausdehnungsco^fficienten  seien  pro  Celsiusgrad  fOr  Eisen  a, 
für  Quecksilber  ß.  Die  Werte  dieser  Coefficienten  sind  so  klein ,  dass  ihre 
Quadrate  vernachlässigt  werden  können.  Bei  der  Berechnung  der  Höhe 
der  Quecksilbersäule  müssen  wir  beachten,  dass  der  Gylinder  sich  auch 
seitlich  ausdehnt,  die  relative  vertikale  Ausdehnung  des  Quecksilbers  ist 
3/9  —  2  a,  welche  wir  durch  y  darstellen  wollen.  Wenn  die  Temperatur 
eines  jeden  Teiles  des  Pendels  um  t^  wächst,  so  nehmen  die  Grössen  a,  l^k.c 
in  dem  Verhältnisse  (l-+-a^):l  zu,  während  h  in  dem  Verhältnisse  (l+y^'l 
abninmit.  Weil  nun  die  Pendellänge  L  dadurch  nicht  alteriert  werden 
darf,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  werden 

z^dL         dL^      dL   \         dL, 

Vda  dl         de   y  dk    ' 

Aber  L  ist  eine  homogene  Funktion  von  einer  Dimension,  so  dass 

dL         dL,      dL         dL, 
da  al  de  dh 

Daher  wird  die  Bedingung  durch  Substitution  dieses  Wertes 

a     _  h  dL 
et  —  y      L  dh 
Bezeichnen  A  und  B  den  Zähler  und  den  Nenner  des  für  L  durch  die 
Gleichung  (1)  gegebenen  Ausdruckes  und  nehmen  wir  das  logarithmische 
Differential,  so  kommt 

1   dL  _^    V3  J       2    _  w  /-3  In 

L  dh  "■  A  ^'B'^B  kl"  '^  2)' 

Folglich  ist  die  verlangte  Bedingung 

h    /-l^' 


3(/J— «)      ,      h 
'~2 


U-\y 


n 
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Diese  Bechnung  ist  mehr  von  theoretischer  als  von  praktischer  Wichtigkeit, 
denn  die  numerischen  Werte  von  a  und  ^  hängen  ein  gut  Teil  von  der 
Beinheit  der  Metalle  und  von  der  Art,  in  welcher  das  Eisen  bearbeitet  ist, 
ab,  auch  sind  diese  Werte  nicht  absolut  konstant.  Die  hier  gegebene 
Lösung  findet  sich  vor  in  Routh,  Dynamics  etc.,  p.  72. 

Handelt  es  sich  darum,  diejenige  Quecksilbermenge  zu  berechnen, 
welche  dem  Quecksilber  im  Gefässe  hinzuzufügen  ist,  damit  das  Pendel  im 
stände  ist,  genau  Sekunden  zu  schwingen,  so  kann  dieses  in  folgender 
Weise  geschehen. 

Es  seien  l,li  die  Abstände  des  Schwingungsmittelpunktes  und  des 
Schwerpunktes  des  aus  der  Masse  m  bestehenden  Quecksilberpendels  von  der  ' 
Auf  hängeaxe,  H  sei  der  Axenabstand  des  Schwerpunktes  der  kleinen  Quan- 
tität Quecksilber  von  der  Masse  a,  durch  deren  Hinzufugung  das  Pendel 
exact  Sekunden  schwingt;  L  bezeichne  die  Länge  des  Sekundenpendels 
und  r  den  Halbmesser  des  Quecksilbercylinders. 

Das  Trägheitsmoment  der  Quecksilbermasse  /i,  welche  als  eine  kreis- 
förmige Flüssigkeitsplatte  angesehen  werden  kann,  um  einen  beliebigen 
Durchmesser,  daher  auch  um  einen  Durchmesser  parallel  zu  der  Axe,  an 

welcher  das  Pendel  aufgehangen  ist,  ist  gleich  -T/itr^,  mithin  sein  Träg- 
heitsmoment um  die  Aufhängeaxe  gleich  iu  (ä'^ -H -j  r*).    Ferner  ist,  wenn 

der  Trägheitshalbmesser  der  Quecksilbermasse  m  um  eine  durch  ihren 
Schwerpunkt  gehende,  zur  Aufhängeaxe  parallele  Linie  mit  k  bezeichnet 
wird,  ihr  Trägheitsmoment  um  diese  Axe  m  (A*  -h  k\  Mitbin  haben  wir 
durch  die  Formel  für  den  Schwingungsmittelpunkt  annähernd 

Aber  es  soll  auch  sein 

AZ  =  Ä2-j-ifc2, 
folglich  erhalten  wir 

OuA'H-mA)i  =  iu(Ä'2+-^r2)-hmAZ,oder^|Ä'(i  — /O  — 1»-^  = 

womit  sich  ergiebt 

11^       4h{l  —  L) 

so  dass  das  Verhältnis  der  hinzuzufügenden  Quecksilbermasse  zu  der  vor- 
handenen Quecksilbermenge  annähernd  bestimmt  ist. 

Eine  andere  Ursache  der  Störung  des  gleichförmigen  Ganges  einer 
Pendeluhr  ist  der  Widerstand  der  Luft.  Dieser  erzeugt  eine  aufwärts  ge- 
richtete Kraft,  welche  in  dem  Schwerpunkte  des  Volumens  des  Pendels 
angreift  und  gleich  der  durch  das  Pendel  verdrängten  Luftmenge  ist. 
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Bezeichnet  V  das  Yolumen  des  Pendels,  q  die  Dichtigkeit  der  Luft, 
hl  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Masse,  7^^  denjenigen  des  Schwer- 
punktes des  Volumens  von  der  Aufhängeaxe,  Mk'^  das  Trägheitsmoment 
der  Masse  um  dieselbe  Axe;  nehmen  wir  an,  dass  das  Pendel  für  eine 
Ebene  durch  die  Axe  und  einen  der  beiden  Schwerpunkte  symmetrisch  ist, 
dann  ist  die  Bewegungsgleichung 

Mk^  -v-g-  =  —  Mg hisin &  '\-  Vgg  1h  sin &.  (1) 

Wählen  wir  nun  den  Schwingungswinkel  klein,  wie  dieses  gewöhnlich  der 
Fall  ist,  dann  kOnnen  wir  ein  &■=  &  setzen  und  bekommen 

Mithin  ergiebt  sich  für  die  Länge  l  des  äquivalenten  mathematischen 
Pendels  die  Relation 

*y  =  /.-A.g.  (2) 

Die  Dichtigkeit  der  Luft  ändert  sich  fortwährend,  diese  Änderung  wird 

durch  die  Höhe  des  Barometerstandes  angezeigt  und  es  sei  A  der  Wert 

Vq 
von  Äi  —  ^2  -jj^  für  eine  gewisse  bestimmte  Dichtigkeit  q.    Nehmen  wir  an, 

dass  die  wirkliche  Dichtigkeit  q-^  i^  und  die  entsprechende  Länge  des 
Sekundenpendels  l-\-il  sei,   dann  ist,  indem  wir  die  (2)  differentiieren 

folgt  -jr-^f^^ji^Q^ 

Sl 7^2    Vq  Sq 

Bezeichnet  noch  T  die  Schwingungszeit,  so  haben  wir 

^      o    tA  a         st      1  dl 

r=27rf-,     und     -••^  =  27' 

Wenn  der  Schwerpunkt  der  Masse  und  derjenige  des  Volumens  sehr  nahe 

zusammenfallen  würden  und  das  Gewicht  der  verdrängten  Luft  ^^  von 

dem  Gewichte  des  Pendels  wäre,  dann  würde  beim  Steigen  des  Barometers 
um  einen  englischen  Zoll  ein  Fehler  an  dem  Sekundenpendel  von  nahezu 
zwei  Sekunden  pro  Tag  verursacht  werden.  Wird  an  der  Pendelstange  ein 
Körper  von  demselben  Yolumen  als  demjenigen  der  Linse,  aber  von  sehr 
kleinem  Gewichte  so  angebracht,  dass  der  Schwerpunkt  des  Volumens  mit 
der  Aufhängeaxe  zusammenfällt,  dann  verschwindet  die  Korrektion  für  den 
Auftrieb  der  Luft.  Diese  Methode  zur  Beseitigung  des  Luftwiderstandes 
wurde  in  dem  Jahre  1871  von  dem  Astronomen  Boyal  vorgeschlagen,  aber 
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er  bemerkt,  dass  eine  solche  Konstruktion  wahrscheinlich  unbequem  für 
die  praktische  Ausführung  sein  würde. 

Wenn  ein  Barometer  an  dem  Pendel  befestigt  wird ,  dann  steigt  oder 
fällt  das  Quecksilber  mit  wechselnder  Dichtigkeit  der  Luft  und  kann  dieses 
Steigen  oder  Fallen  so  arrangiert  werden,  dass  dadurch  die  Schwingungs- 
zeit unalteriert  bleibt.  Diese  Methode  zur  Korrektion  des  Oanges  einer 
ühr  wurde  zuerst  durch  Dr.  Bobinson  of  Armagh  im  Jahre  1831  vorge- 
schlagen in  den  Memoiren  der  Astronomical  Society  und  später  von  Mr. 
Denison  in  ,The  Astronomical  Notices^  for  Jan.  1878.  In  „The  Armagh 
Places  of  Stars*^,  veröffentlicht  in  dem  Jahr  1859,  beschreibt  Dr.  Bobinson 
die  Schwierigkeiten,  welche  er  zu  überwinden  hatte,  ehe  er  von  dem  Gange 
der  Uhr  befriedigt  war. 

Oehen  wir  zu  der  Theorie  dieser  Konstruktion  über,  dann  haben  wir 
Oleichung  (2)  zu  differentiieren,  indem  wir  A;^  und  hi  als  veränderlich, 

1  als  konstant  annehmen.    Dieses  giebt 

^-^^  =  3 (Mh)  -d{h  Vq). 

Bezeichnet  r  das  Steigen  des  Barometers  in  der  Glasröhre,  r  das  Fallen 
in  der  Cysteme,  dann  ist  r  =  mr^  wo  m  ein  bekannter,  von  den  Dimen- 
sionen des  Barometers  abhängiger  Bruch  ist.  Es  seien  a  und  b  die  Tiefen 
der  Quecksilberspiegel  in  der  Bohre  und  Cysterne  unter  der  Auf  hängeaxe, 

2  c  bezeichne  den  Durchmesser  der  Bohre  und  q'  die  Dichtigkeit  des 
Quecksilbers.  Weil  nc^g'r  die  Quantität  des  Quecksilbers  ist,  welche 
dem  Gipfel  des  Quecksilbers  in  der  Bohre  hinzuzufügen  und  aus  der  Cysterne 
hinwegzunehmen  ist,  haben  wir 

d  {Mk^)  =  no^ q't {(« -- J)  -  (6  +  9')' 

Diese  Grössen  sind  genau,  wenn  das  Barometer  eine  blose  gebogene  Bohre 
ist,  in  welchem  Falle  die  übertragenden  Cylinder  congruent  sind  und  daher 
m  =  1  ist.  Wenn  der  Normalschnitt  der  Cysterne  grösser  als  derjenige 
der  Bohre  ist,  so  haben  wir  hier  die  Differenz  der  Momente  der  zwei 
Cylinder  um  Axen  durch  ihre  Schwerpunkte  vernachlässigt.  Weil  r  selten 
grösser  als  ein  englischer  Zoll  ist,  so  können  wir  schreiben 

8  (Mk^)  =  nc^  gr  (a«  —  b^),         d  (Mhi)  =  nc^  qr  (a  —  b). 
Weil  ^  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  so  können  wir  die  mit  q  multiplizierten 
Variationen  von  FA«  vernachlässigen.    Also  haben  wir 

iq nc^Hq    a-^-b  —  l 

q  Vq?i2  l 

WO  -ff=  6  —  a  =  der  Höhe  des  Barometers  ist.    Wenn  die  Lufttemperatur 
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sich  nicht  ändert,  so  ist  -    =  —=-  und  r  (1  4-  m)  =  6I£.    Daher  erhalten 

Q  H 

wir  als  die  verlangte  Bedingung 

~vr'h, — 2 — =1+^- 

Es  ist  offenbar  nötig ,  dass  a-h  b>l  ist.  Das  Quecksilbergefäss  Ton 
Oraham's  Quecksilberpendel  könnte,  wie  Mr.  Denison  bemerkt,  als  Oysteme 
gebraucht  werden.  Die  Höhe  des  Barometers  beläuft  sich  auf  SO  englische 
Zoll,  so  dass  es  nur  angewendet  werden  kann,  wenn  das  Pendel  eine 
grössere  Länge  als  das  Sekundenpendel,  dessen  Länge  etwa  89  engl.  Zoll 
beträgt,  besitzt.  Professor  Bankine  las  der  britischen  Assiciation  im  JahrelSSS 
eine  kleine  Schrift  vor,  wodurch  er  darthat,  dass  man  eine  Uhr  mit  einem 
CentrifugaN  oder  Botationspendel  verwenden,  von  welchem  ein  Teil  aus 
einem  Siphonbarometer  bestehen  solle.  Das  Steigen  und  Fallen  des  Baro- 
meters würde  auf  den  Oang  der  Uhr  einwirken  und  sodann  würde  die 
mittlere  Höhe  der  Quecksilbersäule  sich  während  einer  beliebig  langen 
Periode  von  selbst  registrieren.  Wenn  wir  annehmen,  dass  das  Pendel  eine 
Quantität  Luft  mit  sich  fortreisst,  welche  in  einem  konstanten  Verhältnisse  zu 
der  Dichtigkeit  q  der  umgebenden  Luft  steht  und  fügen  yg  dem  Träg- 
heitsmomente des  Pendels  hinzu,  ohne  die  bewegende  Kraft  zu  vermehren, 
so  können  wir  zeigen,  dass  die  Änderung,  welche  an  dem  einfachen  äqui- 
valenten Pendel  durch  die  Dichtigkeitsänderung  d(f  hervorgebracht  wird, 

gegeben  ist  durch  81  =  -jßr-  •    Auch  lässt  sich  dieses  darthun  mit  Kück- 

sieht  auf  die  Weise,  wie  Dr.  Bobinson  den  Auftrieb  korrigiert. 

Bouth,  Dynamics,  p.  73  &c. 

Bei  manchen  experimentellen  Untersuchungen  macht  es  sich  nötig, 
das  Trägheitsmoment  des  Körpers,  mit  welchem  experimentiert  wird,  um 
irgend  eine  Axe  zu  finden.  Wenn  der  Körper  von  regulärer  Gestalt  und 
so  weit  homogen  ist,  dass  die  dadurch  hervorgerufenen  Fehler  vernach- 
lässigt werden  können,  so  lässt  sich  das  Trägheitsmoment  durch  Cal- 
culation  bestimmen.  Aber  manchmal  kann  dieses  nicht  geschehen.  Sind 
wir  in  der  Lage,  den  Körper  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  um 
irgend  eine  zu  der  gegebenen  Axe  parallele  und  horizontale  Axe  schwingen 
zu  lassen,  dann  können  wir  den  Schwingungsradius  f&r  eine  parallele  Axe 
durch  seinen  Schwerpunkt  mit  Hilfe  der  Formel 

h 
berechnen,  aus  welcher  sich  ergiebt 
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Dieses  verlangt  indessen,  dass  die  Abstände  des  Schwerpunktes  von 
den  Axen  sehr  genau  gefunden  werden  sollten.  Manchmal  ist  es  bequemer, 
den  Körper  an  einem  Pendel  von  bekannter  Masse  zu  befestigen,  dessen 
Schwingungsradins  um  eine  feste  horizontale  Axe  vorher  durch  Beobachtung 
der  Schwingungszeit  gefunden  worden  ist.  Indem  dann  eine  neue  Be- 
stimmung der  Schwingungszeit  vorgenonmien  wird,  ergiebt  sich  das  Träg- 
heitsmoment des  zusammengesetzten  Körpers,  sodann  dasjenige  des  gege- 
benen Körpers,  da  die  Massen  des  Pendels  und  dieses  Körpers  bekannt  sind. 

Wenn  der  Körper  die  Gestalt  einer  Platte  besitzt,  so  genügen  im 
allgemeinen  drei  Beobachtungen,  um  die  Trägheitshalbmesser  für  drei 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axen  und  sodann  die  Trägheitsellipeen 
für  den  Schwerpunkt  zu  finden.  Zur  Bestimmung  der  Trägheitsellipsoide 
eines  soliden  Körpers  für  seinen  Schwerpunkt  sind  im  allgemeinen  sechs 
Beobachtungen  nötig. 


Fünfter  Abschnitt. 

Von  der  Länge  des  Sekundenpendels. 

Die  Schwingungen  eines  festen  Körpers  können  zur  Bestimmung  des 
numerischen  Wertes  der  Beschleunigung  g  der  Schwere  verwendet  werden, 
wodurch  sich  auf  einfacherem  Wege  ein  sichereres  Resultat  als  mit  der 
Atwood'scfaen  Pallmaschine  ergiebt. 

Bezeichnet  t  die  halbe  Zeit  einer  kleinen  Schwingung,  welche  ein 
Körper  um  eine  horizontale  Axe  im  Yacuum  macht,  h  den  Abstand  seines 
Schwerpunktes  von  der  festen  Drehaxe,  k  den  Trägheitsradius  für  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  parallele  Axe,  dann  haben  wir 

ifc«4-Ä2^AAr2,  (1) 

wo  A  =  -^>  so  dass  k  die  Länge  des  mathematischen  Pendels  ist,  dessen 


n 


vollständige  Schwingungszeit  zwei  Sekunden  beti*ägt. 

Diese  Formel  können  wir  auf  jeden  beliebigen  regelmässigen  Körper, 
f&r  welchen  die  Grössen  k^  und  h  durch  Rechnung  sich  bestimmen  lassen, 
anwenden.  Experimente  wurden  mit  einem  Stabe  von  konstantem,  rek- 
tangulärem  Querschnitte  ausgeführt,  welchen  man  um  das  eine  seiner 
Enden  schwingen  Hess,    in  welchem  Falle  die  Länge  des  äquivalenten, 

j[j2  ^  ^2  2 

mathematischen  Pendels  — - —  gleich  -^  von  der  Länge  des  Stabes  ist. 

Die  obige  Formel  giebt  alsbald  X  oder  g,  wenn  die  Zeit  einer  Schwingung 
beobachtet  worden  ist.     Dadurch,  dass  man  den  Stab  umkehrt  und  auch 
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um  sein  anderes  Ende  schwingen  lässt  und  das  Mittel  der  Besultate  der 
Schwingungszeiten  für  eine  jede  Lage  nimmt,  kann  irgend  einem  Fehler 
vorgebeugt  werden,  welcher  seinen  Grund  in  einem  Mangel  der  Olmch- 
mässigkeit  seiner  Dichtigkeit  oder  Oestalt  hat.  Es  ist  indessen  gefunden 
worden,  dass  die  Oleichmässigkeit  der  einzelnen  Stäbe,  wenn  deren  meh- 
rere verwendet  werden,  selbst  wenn  man  sie  aus  einzelnen  Lamellen  zu- 
sammensetzt, nicht  so  hergestellt  werden  kann,  um  mit  jedem  Stabe  ein 
Resultat  zu  erhalten,  welches  mit  demjenigen,  durch  einen  der  anderen 
Stäbe  erhaltenen,  übereinstinmit. 

Lassen  wir  einen  Stab  um  zwei  parallele  Axen,  die  verschiedene 
Abstände  von  seinem  Schwerpunkte  besitzen,  kleine  Schwingungen  machen, 
so  bestehen  für  dieselben  mit  Beachtung  der  Gleichung  (1)  die  Belationen 

h^  +  A2  =  XhT\        h^  +  A'2  =  XKt\  (2) 

durch  welche  wir,  indem  wir  fc^  aus  ihnen  eliminieren,  zu  der  Gleichung 
gelangen 

—^^-  =  h%'^-K%'\  (3) 

womit  X  bestimmt  ist.  Weil  A;^  in  dieser  Gleichung  nicht  enthalten  ist, 
so  ist  nun  die  Gestalt  und  die  materielle  Beschaffenheit  des  Stabes  keine 
Sache  von  Wichtigkeit  mehr.  Werden  in  einem  Körper  zwei  Öffnungen 
angebracht ,  in  denselben  zwei  Schneiden  befestigt  und  -  stützt  sich  der 
Körper  mittelst  dieser  Schneiden  entweder  auf  eine  horizontale  Ebene  oder 
in  zwei  dreieckigen  Öffnungen,  um  das  Gleiten  zu  verhindern,  so  kann 
der  Körper  durch  kleine  Bögen  schwingend  gemacht  werden.  Die  senk- 
rechten Entfernungen  ä,  K  des  Schwerpunktes  von  der  Drehaxe  müssen 
mit  grosser  Sorgfalt  gemessen  werden,  und  giebt  sodann  die  Formel  die 
Grösse  A. 

Bei  Kapitän  Kater^s  Methode  ist  an  dem  Körper  ein  gleitendes  Ge- 
wicht von  der  Gestalt  eines  Ringes  angebracht,  welches  an  dem  Stabe  auf 
und  ab  bewegt  und  mittelst  einer  Schraube  festgestellt  werden  kann.  An 
dem  stabförmigen  Körper  sind  die  Schneiden  so  angeordnet,  dass  sein 
Schwerpunkt  zwischen  ihnen  liegt.  Das  Binggewicht  wird  so  lange  ver- 
schoben, bis  die  zwei  Schwingungszeiten  genau  gleich  sind.  In  diesem 
Falle  geht  die  Gleichung  (3)  über  in 

-ir  = " '  ^*^ 

wodm'ch  sich  jl  bestimmen  lässt.  Der  Vorteil  dieser  Konstruktion  ist  der, 
dass  die  Lage  des  Schwerpunktes,  welche  sehr  schwer  durch  Experimente 
zu  finden  ist,  nicht  verlangt  wird.  Alles  was  wir  brauchen  ist  A  +  A\ 
die  genaue  Distanz  zwischen  den  Schneiden.    Der  Nachteil  ist  der,  dass 
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das  Binggdwicht  so  lange  verschoben  werden  muss,  bis  zwei  Schwingungs- 
zeiten gleichgemacht  sind,  was  schwer  zu  beobachten  ist. 
Der  Oleichung  (8)  kann  die  Form  gegeben  werden 

~1~~  2  "^2  A-A'^^  ""  ^• 
Daraus  lässt  sich  Folgendes  erkennen:  Wird  der  Körper  so  konstruiert, 
dass  die  Schwingungszeit  um  die  zwei  Aufhftngeaxen  nahezu  gleich  ist, 
so  ist  (r^  — r')  eine  kleine  GrOsse,  und  wird  es  deshalb  genügen  fQr  h 
und  K  ihre  Näherungswerte  zu  substituieren.  Die  Lage  des  Schwerpunktes 
ist  natürlich  so  genau  wie  möglich  zu  bestimmen,  aber  irgend  ein  kleiner 
Fehler  in  seiner  Lage  ist  von  keiner  sehr  grossen  Folge,  denn  dieser  Fehler 
wird  mit  der  kleinen  Grösse  (r*  —  v^)  multipliziert.  Der  Vorteil  dieser 
Methode,  gegenüber  derjenigen  von  Eater,  ist  der,  dass  das  Binggewicht 
weggelassen  werden  kann,  demnach  das  einzige  Element,  welches  mit  der 
grössten  Genauigkeit  gemessen  werden  muss,  h  +  h\  die  Distanz  zwischen 
den  Schneiden  ist. 

um  die  Distanz  zwischen  den  Schneiden  zu  messen,  verglich  Kapitän 
Kater  zuerst  die  verschiedenen  Massstäbe,  welche  damals  im  Gebrauch 
waren,  und  drückte  sodann  die  Länge  seines  Pendels  in  jedem  dieser 
Masse  aus.  Seit  damals  ist  eine  viel  vollständigere  Vergleichung  dieser 
und  anderer  Masse  unter  der  Leitung  der  für  diesen  Zweck  im  Jahre  1843 
gewählten  Kommission  gemacht  worden.  Phil.  Trans.  1857.  Nachdem  Eater 
seine  Längeneinheit  festgesetzt  hatte,  ging  er  zur  Messung  des  Abstandes 
zwischen  den  Schneiden  mittelst  eines  Mikroskopes  über.  Es  wurden  zwei 
verschiedene  Methoden  angewendet,  welche  indessen  hier  nicht  beschrieben 
werden  können.  Um  die  ausserordentliche  Sorgfalt,  welche  bei  diesen 
Messungen  nötig  war,  zu  kennzeichnen,  mag  die  folgende  Thatsache  er- 
wähnt werden.  Obgleich  die  Bilder  der  Schneiden  stets  vollkommen  schaif 
und  gut  begrenzt  erschienen,  so  war  dennoch  ihr  Abstand,  wenn  sie  auf 
einem  schwarzen  Grunde  gesehen  wurden,  um  0*000572  engl.  Zoll  kleiner, 
als  wenn  sie  auf  einem  weissen  Grunde  gesehen  wurden.  Dieser  unter- 
schied blieb  derselbe,  wie  auch  die  relative  Beleuchtung  des  Objektes  und 
des  Grundes  sein  mochte,  so  lange  als  der  Gharakterunterschied  gewahrt 
war.  Drei  Serien  von  Messungen  wurden  gemacht,  zwei  beim  Beginn  der 
Experimente  und  die  dritte  nach  einiger  Zeit  Der  Zweck  der  letzteren 
Messungen  war  der,  sich  zu  vergewissem,  ob  die  Schneiden  sich  durch 
den  Gebrauch  etwa  geändert  hätten.  Die  mittleren  Resultate  dieser  drei 
Versuchsreihen  unterschieden  sich  durch  einen  kleineren  Bebag  als  den 
zehntausendsten  Teil  eines  Zolles  von  einander,  der  gemessene  Abstand 
betrug  39*44085  engl.  Zoll. 

7.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    IL  20 
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Die  Zeit  einer  einzelnen  Schwingung  kann  nicht  direkt  beobachtet 
werden,  weil  dieses  den  Bruchteil  einer  Zeitsekunde,  wie  sie  die  Uhr  zeigt, 
entweder  durch  das  Auge  oder  das  Ohr  geschätzt,  verlangen  würde.  Diese 
Schwierigkeit  kann  durch  Beobachtung  während  eines  grösseren  Zeitab- 
schnittes hindurch,  etwa  während  1000  Schwingungen,  überwunden  werden, 
so  dass  der  Fehler  für  die  Zeit  einer  einzigen  Schwingung  der  tausendste 
Teil  des  ganzen  Fehlers  ist.  Die  Arbeit  einer  so  grossen  Zählung  kann 
durch  die  Anwendung  der  Gonicidenzmethode  vermieden  werden.  Das 
Pendel  wird  vor  die  Fronte  eines  Uhrpendels  gestellt,  dessen  Schwingungs- 
zeit etwas  verschieden  ist.  Das  Gesichtsfeld  wird  durch  ein  Diaphragma 
quer  zu  einer  engen  Öffnung  begrenzt,  welches  die  Marken  sind,  die  man 
passieren  sieht.  Nach  jeder  folgenden  Schwingung  des  einen  Pendels  nähert 
sich  das  andere  demselben  mehr  und  mehr  und  zuletzt  ist  seine  Marke 
vollständig  bedeckt  durch  die  andere  während  ihres  Durchganges  vor  dem 
Gesichtsfelde  des  Teleskopes;  nach  wenigen  Schwingungen  erscheint  sie 
wieder,  um  der  anderen  voranzugehen.  Während  des  Zeitabschnittes  von 
einem  Verschwinden  bis  zu  dem  nächsten  hat  das  eine  Pendel,  so  genau 
wie  möglich,  eine  volle  Schwingung  mehr  als  das  andere  gemacht  Auf 
diese  Weise  wurde  gefunden,  dass  530  halben  Schwingungen  eines  Uhr- 
pendels, von  denen  jede  gleich  einer  Sekunde,  532  Halbschwingungen  von 
Kapitän  Kater's  Pendel  entsprechen.  Der  Vorteil  dieser  Beobachtungs- 
methode ist  der,  dass  ein  Fehler  von  einer  Sekunde  beim  Notieren  des 
Zeitabschnittes  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Deckimgen  von  ntu* 
0*63  in  der  Zahl  der  Schwingungen  während  24  Stunden  hervorrufen 
würde.  Das  Verhältnis  der  Schwingungszeiten  des  Pendels  und  des  Uhr- 
pendels kann  also  mit  ausserordentlicher  Genauigkeit  berechnet  werden. 
Die  Gangart  der  Uhr  ist  sodann  durch  astronomische  Mittel  zu  bestimmen. 

Die  so  erhaltene  Schwingungszeit  verlangt  einige  Korrektionen,  welche 
, Reduktionen*  genannt  werden.  Wenn  z.  B.  die  Schwingung  nicht  so 
klein  ist ,  dass  wir  sind-  =  x^  setzen  können ,  dann  müssen  wir  eine  Be- 
duktion  auf  unendlich  kleine  Bögen  machen.  Eine  andere  Reduktion  ist 
nötig,  wenn  wir  das  Resultat  zurückzuführen  wünschen  auf  dasjenige,  was 
es  am  Meeresspiegel  gewesen  sein  würde.  Die  Attraktion  des  dazwischen 
liegenden  Landes  kann  dabei  nach  Dr.  Young's  Regel  (Phil.  Trans.  1819) 
behandelt  werden.  Wir  können  die  Schwerkraft  am  Meeresspiegel  da- 
durch erhalten,  dass  wir  annehmen,  alles  Land,  welches  sich  über  densel- 
ben erhebt,  wäre  weggeschnitten  und  das  Meer  genötigt,  sein  gegenwär- 
tiges Niveau  innezuhalten.  Da  das  Meeresniveau  Veränderungen  durch 
die  Attraktion  des  Landes  erßihrt,  so  sind  noch  weitere  Korrektionen 
nötig,  wenn  wir  das  Resultat  auf  die  Fläche  des  Sphäroides  zurückzuführen 
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wünschen,  welches  der  Gestalt  der  Erde  am  nächsten  kommt.  (Siehe 
Camb.  Phil.  Trans.  Vol.  X.). 

M.  Baily  giebt  als  die  Länge  des  Pendels,  welches  halbe  mittlere 
Sonnensekunden  in  der  offenen  Luft  schwingt,  für  die  Breite  von  London 
zu  39*133  engl.  Zoll  an  und  hat  die  Länge  eines  ähnlichen,  Stemsekunden 
schwingenden  Pendels  gleich  38*919  Zoll  gefunden. 

Die  Beobachtungen  müssen  in  der  Luft  gemacht  werden.  Um  dieses 
zu  korrigieren,  haben  wir  eine  Reduktion  für  den  leeren  Baum  zu  machen. 
Diese  Korrektion  besteht  aus  drei  Teilen:  1)  in  der  Korrektion  für  den 
Auftrieb,  2).  in  Du  Buat^s  Verbesserung  für  die  durch  das  Pendel  mit- 
gerissene Luft,  3)  in  der  Korrektion  für  den  Luftwiderstand. 

Es  sei  V  das  Volumen  des  Pendels,  welches  durch  die  Messung 
seiner  Dimensionen  gefunden  werden  kann.  Weil  die  fieduktion  für  ein 
Vacuum  nur  eine  Verbesserung  ist,  so  werden  irgend  welche  kleine  Fehler 
in  der  Bestimmung  der  Dimensionen  nur  eine  Wirkung  zweiten  Grades 
auf  den  Wert  von  X  hervorbringen.  Ferner  sei  q  die  Dichtigkeit  der  Luft, 
wenn  der  Körper  um  die  eine  Schneide  schwingt,  q'  diejenige,  wenn  er 
tun  die  andere  schwingt.  Wenn  die  Beobachtung  innerhalb  einer  oder 
zweier  aufeinander  folgender  Stunden  gemacht  wird,  so  können  wir  q  =  q' 
setzen.  Die  Wirkung  des  Auftriebes  kann  als  eine  Kraft  VQg  angesehen 
werden,  welche  in  dem  Schwerpunkte  des  Volumens  des  physischen  Pendels 
angreift  und  vertikal  aufwärts  thätig  ist.  Wenn  der  Körper  möglichst 
symmetrisch  um  die  zwei  Schneiden  gestaltet  ist,  so  liegt  dieser  Schwer- 
punkt halbwegs  zwischen  diesen  zwei  Schneiden. 

Du  Buat  entdeckte  durch  Experiment,  dass  ein  Pendel  eine  gewisse 
Luftmenge  mit  sich  auf-  und  abzieht,  welche  die  Trägheit  des  Körpers 
vermehrt,  ohne  die  bewegende  Schwerkraft  zu  vergrössern,  welches  Eesultat 
durch  die  Theorie  bestätigt  worden  ist.  Die  mitgerissene  Luftmenge  steht 
zu  der  von  dem  Körper  verdrängten  Luftmenge  in  einem  Verhältnis,  wel- 
ches von  der  äusseren  Gestalt  dieses  Körpers  abhängt,  sie  werde  durch 
fi  Vq  dargestellt.  Wenn  der  Körper  symmetrisch  bezüglich  der  Schneiden 
ist,  so  dass  seine  äussere  Form  dieselbe  bleibt,  welches  immer  die  zur 
Aufhängeaie  gemachte  Schneide  sein  mag,  dann  wird  /i  füir  jede  Osclllation 
gleich  sein.    Weil  diese  Masse  in  dem  Schwerpunkte  des  Volumens  ver- 

...       j    , .  .  .  -  •    •     j     m  •  1.        ^*^  Mphsind- 

einigt  gedacht  ist,  so  müssen  wir  in  der  Gleichung  -j-^  =  —  -ttttz — )^ 

zu  ifc*  noch  den  Ausdruck  —  Vq( — ^r — ^  hinzufügen,  womit  die  Glei- 
chung  (1)  übergeht  in 
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WO  m  die  Masse  des  Pendels  bezeichnet.  Gleicherweise  erhalten  wir  für 
die  Schwingung  um  die  andere  Schneide 

fc2  +  A.  + /iZe  VA+Ä;y  ^ ,  ^,,  .^  _  TV  A+^. 

mv2y  V  m       z     J 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  ist  A:^  zu  eliminieren.  Wenn  die  Beobach- 
tungen der  Schwingungen  um  die  zwei  Schneiden  in  den  kürzesten  Zeit- 
abschnitten aufeinander  folgen ,  so  können  wir  (^  ==  ^'  setzen  und  es  ver- 
schwindet alsdann  Du  Buat's  Korrektion.  Dieses  ist  natürlich  ein  sehr 
grosser  Vorteil  und  erhalten  wir  dadurch 

in  welcher  Gleichung  das  letzte  Glied  auf  der  rechten  Seite  sehr  klein 
ist,  weil  T  und  t  fast  gleich  sind.  Diese  Formel  wurde  Bouth  durch 
Kapitän  Heaviside  mitgeteilt,  welcher  sie  bei  seinen  letzten  Experimenten 
zur  Bestimmung  der  Länge  des  Sekundenpendels   benützte.    Der  Wider- 

stand   der  Luft  ist   eine   Funktion  der  Winkelgeschwindigkeit    -p   des 

Pendels.     Weil  -^r-  sehr  klein  ist,  so  können  wir  diese  Funktion  in  eine 

dt 

Beihe  entwickeln  und  blos  die  erste  Potenz  wählen.    Indem  wir  annehmen, 

dass  Maclaurin's  Theorem  nicht  fehlt,  dass  ferner  kein  CoSfGicient  einer 

höheren  Potenz  als  der  ersten  sehr  gross  ist,  giebt  dieses  einen  Wider- 

stand,  welcher  — -  proportional  ist.     Die  Bewegungsgleichung  wird  daher 

dt 

die  Form  annehmen 

wo  —  die  Zeit  einer  kompleten  Schwingung  in  einem  Vacuum  und  der 
n 

Ausdruck  rechts  dem  Luftwiderstande  zu  verdanken  ist. 

Für  die  Konstruktion  eines  umkehrbaren  physischen  Pendels  sind 
folgende  Punkte  von  Wichtigkeit:  1)  Die  Aufhängeaxen  oder  Schneiden 
dürfen  sich  nicht  in  demselben  Abstände  von  dem  Schwerpunkte  der 
Masse  befinden  und  sollen  parallel  zu  einander  sein.  2)  Die  Schwingungs- 
zeiten um  die  zwei  Schneiden  sollen  annähernd  gleich  sein.  3)  Die  äussere 
Form  des  Körpers  muss  symmetrisch  und  die  nämliche  um  die  zwei  Auf- 
hängeaxen sein.  4)  Das  Pendel  muss  von  einer  solchen  regulären  Ge- 
stalt sein,  dass  die  Abmessungen  aller  seiner  Teile  leicht  vorgenommen 
werden  kann.  Diese  Bedingungen  sind  genügend,  wenn  das  Pendel  aus 
einem  Teile  von  rektangulärem  Querschnitte  und  zwei  Cylindem,  von 
denen  sich  an  jedem  Ende  des  Stabes  ein  solcher  Körper  befindet,  besteht. 
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Die  äusseren  Formen  dieser  Cylinder  sollen  congruent  sein,  aber  so,  dass 
der  eine  dieser  Cylinder  solid  und  der  andere  hohl  ist,  wobei  die  Träg- 
heitsmomente so  beschaffen  sein  sollen,  dass  der  Abstand  zwischen  den 
Schneiden  so  nahe  als  möglich  gleich  der  Länge  des  einfachen  äquivalenten 
Pendels  wird.  5)  Das  Pendel  soll,  insoweit  dieses  möglich,  von  demselben 
Materiale  hergestellt  werden,  so  dass  es  bei  wechselnder  Temperatur  sich 
selbst  ähnlich  bleibt.  In  diesem  Falle  ist  leicht,  weil  die  Schwingungs- 
zeiten ähnlicher  Körper  wie  die  Quadratwurzeln  ihrer  linearen  Dimensionen 
variieren,  die  beobachtete  Schwingungszeit  auf  eine  stehende  Temperatur 
zu  reduzieren.  Die  Schneiden  müssen  natürlich  aus  einer  harten  Substanz, 
die  niclit  leicht  beschädigt  werden  kann,  angefertigt  werden. 

Die  Länge  des  Sekundenpendels  ist  von  den  Engländern  als  nationales  Urmass 
der  Länge  angenommen  worden  Durch  die  Parlainent«akte  vom  17.  Juni  1824  wurde 
der  von  dem  Mechaniker  Bird  angefertigte  und  mit  „Standard  Yard  ITöO**  bezeichnete 
Massstab  für  das  englische  Normallängenmass  erklärt,  wodurch  bestimmt  wurde ,  dass 
der  Abstand  zwischen  den  Mittelpunkten  der  zwei  Marken  auf  den  goldenen  KnOpfen 
an  dem  geraden  Eupferstabe,  welchen  der  Clerk  des  Unterhauses  aufbewahrte,  und 
in  den  die  Worte  mit  der  Zahl  „Standard  yard,  1760«  eingegraben  waren,  das  originale 
und  echte  Längenmass,  genannt  ein  Yard,  sein  sollte,  wenn  der  Kupferstab  eine  Tem- 
peratur von  620  Fahrenheit  besitze.  Das  1760fache  dieser  Länge  ist  diejenige  einer 
englischen  Meile,  woraus  sich  die  Zahl  1760  neben  der  Bezeichnung  „Standard  yard" 
erklärt.  Da  es  zweckmässig  war,  dass  der  genannte  «Standard  Yard**  im  Falle  der 
Beschädigung  wieder  auf  die  ursprüngliche  Länge  gebracht  werden  könne,  mit  Bezug 
auf  ein  unveränderliches,  natürliches  Urmass^  wurde  beschlossen,  dass  der  neue  Standard 
Yard  von  einer  solchen  Länge  sein  solle,  dass  das  Pendel,  welches  Sekunden  mittlerer 
Zeit  in  der  Breite  von  London,  in  Vacuum  und  am  Meere8<«piegel  schwingt,  89*1.393 
englische  Zoll  lang  sein  solle.  Am  16.  Oktober  1834  fand  Feuer  in  dem  Parlaments- 
gebäude statt,  durch  welches  die  Urniasse  zerstört  wurden.  Der  Stab  1760  wurde 
wieder  entdeckt,  aber  einer  seiner  goldenen,  eine  Marke  tragenden  Nadeln  war  aus- 
geschmolzen, der  Stab  auch  in  anderer  Weise  beschädigt.  Im  Jahre  1838  wurde 
eine  Kommission  ernannt,  welche  der  Regierung  über  den  einzuschlagenden  Weg  be- 
richten sollte,  um  unter  den  besonderen  Umständen  des  Falles  am  besten  wieder  zu 
dem  Urmasse  zu  gelangen.  Im  Jahre  1841  war  die  Kommission  schlüssig  geworden.' 
Dieselbe  war  der  Meinung,  dass  die  Definition,  durch  welche  der  Standard  Yard  er- 
klärt worden  ist,  aus  einem  gewissen  Kupferstabe  zu  bestehen,  die  bestmögliche  und 
die  zu  adoptierende  sei.  Mit  Bezugnahme  auf  die  Vorkehrung  in  Betreff  der  Wieder- 
herstellung empfahl  sie  nicht  eine  Verweisung  auf  die  Länge  des  Sekundenpendels. 
Seit  der  Parlamentsakte  von  1824  ist  nämlich  ermittelt  worden,  dass  mehrere  Reduk- 
tionselemente der  Pendelexperimente,  welche  darin  angedeutet,  zweifelhaft  oder  fehler- 
haft sind.  Es  wurde  gezeigt  durch  Young  (Phil.  Trans.  1819),  dass  die  Reduktion 
auf  den  Meeresspiegel  zweifelhaft  war,  durch  Bessel  (Astron.  Nachrichten  Nr.  128) 
und  durch  Sabine  (Phil.  Trans.  1829),  dass  die  Reduktion  für  das  Luftgewicht  irr- 
tümlich war,  durch  Baily  (Phil.  Trans.  1832),  dass  die  spezifische  Schwere  des  Pen- 
dels irrtümlich  geschätzt  war  und  dass  die  Mängel  der  Agatebenen  einige  zweifelhafte 
Elemente  einführen,  durch  Kater  (Phil.  Trans.  1830)  und  durch  Baily  (Astron.  Soc. 
Mömoires,  Vol.  DC),  dass  sehr  merkbare  Irrtümer  in  die  Operation  eingeführt  worden 
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waren  bei  der  Vergleichung  der  Länge  des  Pendels  mit  Sbuckburgh's  Soala,  gebraucht 
als  ein  Repräsentativ  des  legalen  Urmasses.  Es  ist  dadurch  offenbar,  dass  der  durch 
die  Parlamentpakte  vorgeschriebene  Weg  die  Länge  des  Originalmasses  nicht  reproduzirt. 
Die  Kommission  that  dar,  dass  mehrere  Masse  vorhanden  seien,  welche  früher  mit  dem 
originalen  Standard  Tard  verglichen  worden  wären  und  es  k<)nnte  durch  deren  Ge- 
brauch die  Länge  des  ursprünglichen  Urmasses  ohne  merklichen  Fehler  bestimmt 
werden.  Im  Jahre  1843  wurde  eine  andere  Kommission  berufen,  welche  alle  vorhan- 
denen  Masse  vergleichen  und  aus  denselben  die  Länge  eines  neuen  Parlamentsstandard 
ableiten  sollte.  Unvorhergesehene,  hier  nicht  näher  zu  beschreibende  Schwierigkeiten 
stellten  sich  dieser  Vergleichung  entgegen.  Eine  vollständige  Auseinandersetzung  des 
Verfahrens  der  Kommission  kann  in  einer  Arbeit  gefunden  werden,  welche  durch 
Sir  6.  Airy  der  Royal  Society  im  Jahre  1857  mitgeteilt  wurde. 

Der  Tard  soll  bereits  im  Jahre  1101  durch  KOnig  Heinrich  L,  welcher  die  Länge 
seines  Armes  dafür  gelten  Hess,  als  Längeneinheit  eingeführt  worden  sein.  Bis  zum 
Jahre  1824  erschienen  seit  jener  Zeit  gegen  200  Gesetze  und  wurde  schliesslich  die 
Länge  des  Sekundenpendels,  welche  auf  dem  Meeresspiegel  in  der  Breite  von  London 
405'3425  pariser  Linien  beträgt,  als  unveränderliche  Grundlage  des  englischen  Längen- 
masssystemes  angenommen. 

Dieser  Abschnitt  wurde  entlehnt  dem  Werke  von  Routh,  Dynamics  etc.  p.  70—82. 


Sechster  Abschnitt. 

Schwingungsgesetz  einer  Unruhe. 

Bei  feineren  Uhren  vertritt  die  Stelle  des  Pendels  eine  sogenannte 
Unruhe,  welche  aus  einem  schwingenden,  mit  einer  Spiralfeder  verbun- 
denen Bädchen  besteht  Während  der  Schwingungen  des  Bädchens  wird 
die  Spiralfeder  bald  zusammengezogen,  bald  ausgedehnt  und  zwar  so,  dass 
ihre  Anspannung  stets  unter  der  Elastizitätsgrenze  bleibt.  Die  Spirale 
kann  eine  cylindrische  oder  eine  ebene  sein;  wir  fassen  hier  nur  den 
letzteren  Fall  in's  Auge  und  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der 
Bewegung  der  Unruhe.  Zwei  einfachere  Lösungen  mögen  zu  dem  Ende 
hier  Platz  finden. 

Der  Einfachheit  halber  bestehe  die  Unruhe  aus  einem  Stabe  und 
einer  ebenen  Spiralfeder.  Der  Stab  B'S  B  kann  sich  frei  um  seinen  Schwer- 
punkt Sy  welcher  fest  ist,  drehen,  der  Punkt-  B  ist  mit  einer  sehr  feinen 
Spiralfeder  S PB  verbunden.  Das  Ende  S  der  Spiralfeder  ist  in  einer 
solchen  Weise  befestigt,  dass  die  Tangente  in  S  ebenfalls  fest  ist;  die 
Tangente  bei  B  macht  einen  konstanten  Winkel  mit  dem  Stabe.  Der 
Stab  werde  durch  irgend  einen  Winkel  gedreht  und  es  soll  die  Schwingungs- 
zeit bestimmt  werden.  Dieses  ist  die  einfachste  Konstruktion,  welche  in 
Uhren  gerade  so  wie  das  Pendel  gebraucht  wird,  um  die  Bewegung  zu 
regulieren. 

Es  sei  SX  (Fig.  112,  S.  311)  die  Gleichgewichtslage  des  Stabes, 
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&  der  Winkel,  welchen  SJC  mit  dem  Stabe  zu  einer 
beliebigen  Zeit  t  einschliesst,  Mk^  das  Trägheitsmoment 
des  Stabes  um  S^,  ^  der  Krümmungsradius  der  Spirale 
für  einen  beliebigen  Punkt  P,  qq  derjenige  Wert  von  ß, 
wenn  das  System  im  Gleichgewichte  ist.  a?,y  seien  die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punktes  P,  bezogen  auf  S 
als  Ursprung  und  S  X  als  Abscissenaxe. 

Zunächst  haben  wir  die  Kräfte  zu  ermitteln,  welche  an  dem  Stabe 
und  dem  Teile  B  P  der  Feder  wirken.  Die  an  dem  Stabe  thätigen  Kräfte 
sind  die  Reaktion  bei  S^  deren  Componenten  parallel  zu  den  Coordinaten- 
axen  ^,  Y  sein  mögen,  und  die  umgekehrten  Effektivkräfte,  welche  einem 

Paare  Mh^  -j-^  äquivalent  sind.    Die  an  der  Feder  wirkenden  Kräfte  sind 

die  umgekehrten  Effektivkräfke ,  welche* so  klein  sind^  dass  sie  vernach- 
lässigt werden  können,  und  die  resultierende  Wirkung  quer  zu  dem  Schnitte 
der  Feder  bei  P.  Diese  resultierende  Wirkung  wird  durch  die  Spannungen 
der  unzählbaren  Fasern  hervorgebracht,  welche  die  Feder  ausmachen,  und 
sind  diese  äquivalent  einer  Kraft  bei  P  und  einem  Kräftepaare.  Wenn 
eine  elastische  Feder  so  gebogen  wird,  dass  sich  ihre  Krünmiung  verändert, 
80  ist  durch  Expepjnent  und  Theorie  bewiesen,  dass  dieses  Paar  propor- 
tional dem  Wechsel  der  Krümmung  bei  P  ist.    Wir  können  daher  dasselbe 

darstellen  durch  e( ^,  wo  E  von  dem  Materiale,  aus  welchem  die 

Feder  gemacht  ist  und  der  Gestalt  ihres  Querschnittes  abhängt.  Indem 
wir  nun  Momente  um  P  ^ur  Vermeidung  der  unbekannten  Kraft  daselbst 
nehmen,  erhalten  wir  die  Kelation 

Diese  Oleichung  ist  richtig,  wie  auch  die  Lage  des  Punktes  P  gewählt 
sein  mag.  Sehen  wir  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  einem  beliebigen 
Zeitmomente  als  konstant,  die  Coordinaten  x^y  als  variabel  an,  so  giebt 
dieselbe  die  wesentliche  Gestalt  der  Feder.  Bezeichnen  wir  BP  mit  «, 
multiplizieren  beide  Seiten  mit  de  und  integrieren  entlang  der  ganzen 
Länge  2  der  Spiralfeder,  so  bekommen  wir 

da 

Nun  ist  —   der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Normalen, 

Q 

—  der  Winkel  zwischen  zwei  extremen  Normalen.    Die  Nor- 
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male  zu  Sist  während  der  ganzen  Bewegung  fest,  daher  ist  j( ^ 

der  Winkel  zwischen  den  Normalen  für  B  in  den  zwei  Lagen,  für  welche 
&  =  &  und  1^  =  0  ist.  Aber  weil .  die  Normale  bei  B  einen  konstanten 
Winkel  mit  dem  Stabe  einschliesst,  so  ist  dieser  Winkel  der  Winkel  &, 
welchen  der  Stab  mit  seiner  Gleichgewichtslage  macht.  Ferner  haben  wir, 
wenn  x^y  die  C!oordinaten  des  Schwerpunktes  der  Feder  zur  Zeit  t  sind, 

Ixäs^xl,  jyd8=yL    Folglich  wird  die  Bewegungsgleichung 

M1c^^  =  —j&  +  Yx  -  Xy. 

Nehmen  wir  an,  dass  hier  in  der  Gleichgewichtslage  kein  Druck  auf  die 
Axe  S  stattfindet,  dann  werden  X  und  Y  während  der  ganzen  Bewegung 
kleine  Grössen  der  Ordnung  &  sein.  Wir  wollen  daher  voraussetzen,  dass 
die  Stütze  S  sich  über  dem  Schwerpunkte  der  Feder  befindet,  wenn  die- 
selbe in  Buhe  ist.  Wenn  dann  die  Zahl  der  Spiralwindungen  der  Feder 
gross  ist  und  wenn  jede  Windung  annähernd  als  Kreis  angesehen  werden 
kann,  so  wird  der  Schwerpunkt  niemals  weit  von  8  abweichen.  Alsdann 
sind  die  Ausdrücke  Yx  und  Xy  die  Produkte  zweier  kleiner  Grossen  und 
daher  wenigstens  von  der  zweiten  Ordnung.  Indem  wir  diese  Grössen  ver- 
nachlässigen, gelangen  wir  zu  der  einfachen  Gleichung- 

Folglich  ist  die  Schwingungszeit  T  durch  die  Relation  gegeben 

^  E 
Dai*aus  geht  hervor,  dass  f&r  die  erste  Annäherung  die  Schwingungszeit 
von  der  Gestalt  der  Feder  im  Gleichgewichtszustande  unabhängig  ist,  dass 
sie  nur  von  der  Länge  und  der  Querschnittsform  der  Feder  abhängt.  Diese 
kurze  Diskussion  der  Bewegung  einer  Unruhe  ist  aus  einem  Memoir  ge- 
nommen worden,  welches  der  Academy  of  Sciences  vorgelegt  wurde.  Der 
Leser  vmrd  auf  einen  Artikel  in  Liouville's  Journal,  1860,  verwiesen,  wo- 
selbst sich  weitere  Untersuchungen  betreffs  der  erforderlichen  Bedingungen 
für  den  Isochronismus  und  eine  Bestimmung  der  besten  Gestalt  der  Feder 
vorfinden. 

Boath,  Dynamics,  p.  88. 

Eine  zweite,  einfache,  angenäherte  Lösung  dieses  Problemes  ist  die 
folgende.  Wir  wollen  voraussetzen,  dass  die  Schwingungsbögen  sich  zu 
einander  verhalten  wie  die  betreffenden,  durch  die  Elastizität  der  Feder 
hervorgerufenen  Kräfte,  wodurch  die  Unruhe  in  eine  hin-  und  hergehende 
Bewegung  versetzt  wird.    Wenn  daher,  sobald  die  Unruhe  die  Gleich- 
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gewichtslage  überschritten  hat,  durch  die  Spannung  der  Feder  eine  Kraft  p 
gleich  einer  Gewichtseinheit  henrorgerufen  wird,  welche  rückwärts  zu  drehen 
sucht,  so  ist  die  einem  beliebigen  Drehungswinkel  ^  entsprechende  Eraft 

J>=zp-f  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  sowohl  P  wie  p  am  Umfange  der 

Unruhe  Yom  Halbmesser  r  in  tangentialer  Sichtung  angreifen  und  der 
Winkel  ß  den  Drehungswinkel  fOr  die  Kraft  p  entspricht.  Bezeichnet  <o 
die  Winkelgeschwindigkeit,  q  die  Dichtigkeit  des  Materiales,  Mk^  das 
Trägheitsmoment  der  Unruhe,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

d(a 2ff     Pr  2gpr 

""  d7  ~"  y  ST2  ""  ^lÖT^"^ 
Hier  ist  -j-  negativ  zu  nehmen,  weil  mit  wachsendem  &  die  Winkel- 

dd- 
geschwindigkeit  w  abnimmt.    Weil  nun  o)  =  —i  so  bekommen  wir 

dt^  ^       qMh^ß 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

l.d^x^_l  2gpr  ^^ 

2\dt)  "2'"   "       qMk^ß  2  "^"^ 

Bezeichnen  wir  nun  den  ganzen  Schwingungswinkel  der  Unruhe  mit  rv, 

dann  ist  mit  d  =  ^.  «  =  0,  also  C  =  -7    {f,o^«^  folglich 

l  ^qMk^ß 

1  2  =  ^1^    (£!_^A     oder     ^  ^yJ^^Y^I^X 

2  qMk^ß^4  ^  ^    qMk^ß  ^     4 

dS- 
Es  ist  aber  3-  =  w,  mithin  ergiebt  sich  für  die  Schwingungszeit 

at 


at  =  y^^.-4L 


2ffpr  ya^_^^ 


woraus  durch  Integration  folgt 


^      -l/qMh^ß       r  ,       2&\      ^ 
t=y  \ —a/rc\8in=       )  -+-  C. 

Um  die  Schwingungszeit  ti  zu  bestimmen,  welche  die  Unruhe  zum  Durch- 
laufen des  halben  Schwingungsbogens  -^  nötig  hat,  haben  wir  zwischen  den 

Orenzen  ^  =  0  ^°^  *  =  0  zu  integrieren,  was  giebt 


'.=1/ 


qMk^ß 
2gpr 
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Die  Schwiügungszeit  ti  ist  mithin  hier  ganz  unabhängig  von  der  Grosse 
des  Schwingungswinkels  a,  so  dass  sich  durch  diese  Eigenschaft  die  Unruhe 
als  Regulator  für  Uhren  ganz  besonders  eignet.  Ist  z.  B.  für  ein  Chrono- 
meter das  Gewicht  Q  des  Kranzes  der  Unruhe  =  42  Gran,  ihr  Durch- 
messer 2r  =  2'25  Zoll  engl.,  wird  die  Unruhe  durch  ein  Gewicht  von 
24  Gran  um  einen  rechten  Winkel  gedreht,  so  dass  p  =  1  Gran  die  Un- 

1 

2^  O 

ruhe   um  den  Bogen  ß=  -^r-p  =  0*0654  dreht,  Mk^  =  ^r^  annähernd, 

J4  g 

dann  haben  wir  für  die  ganze  Schwingungszeit,  weil  g  =  32-2  Fuss,  gleich 
386  Zoll  engl,  ist, 


_    7/42. 1-1253. 0-0654 


^^  =  -/^    2.386.i;i-125    -  0-2  Sekunden. 
Sonach  macht  diese  Unruhe  in  einer  Sekunde  fünf  Schwingungen. 

Tellkampf^  Grundzüge  der  höheren  Mathematik,  {).  126. 

In  der  theoretischen  Maschinenlehre  von  Grashof  wird  dieser  Gegenstand  aos- 
ftthrlicher  hehandelt  und  davon  ausgegangen,  dass  die  Feder  die  Gestalt  einer  archi- 
medischen  Spirale  besitzt. 


Sechstes  Kapitel. 

Bewegung  unveränderlicher!  materieller  Systeme  parallel  einer  Ebene. 

Erste  Abteilung. 

Bewe^ng  ohne  Berficksichtigniig  der  Beibangswiderstände.  Die  sich 
berührenden  Flächen  sind  als  Tollkonimen  glatt  angenommen. 

Erster  Abschnitt. 

Bewegung  eines  einzelnen  Körpers. 

1.  Ein  Stab  PQ  (Fig.  113,  S.  315)  von  gleichförmiger  Dicke  und 
Dichtigkeit  ist  in  eine  gegebene  Lage  gebracht  worden,  das  eine  seiner  Enden 
berührt  eine  glatte  horizontale  Ebene  O  J.,  das  andere  eine  solche  vertikale 
Ebene  O  £,  die  vertikale  Ebene  durch  den  Stab  steht  senkrecht  auf  diesen 
zwei  Ebenen,  und  er  fällt  in  ihr  infolge  der  Wirkung  der  Schwerkraft. 
Wo  löst  sich  der  Stab  während  seiner  Bewegung  von  der  vertikalen  Ebene? 
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Es  sei  (Fig.  1 13)  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  PQ, 
PS=a=QS,SHJ^OP,  OH=x,  SH=y,  2^QP0 
K^  =y  zur  Zeit  t  der  Bewegung,  dieselbe  vom  Beginn  der 
Bewegung  an  gerechnet,  h  =  dem  Trägheitsradius  des 
J^  Stabes  um  S,  Ri  =  der  Reaktion  der  vertikalen  Ebene, 
welche  horizontal  sein  wird,  R2  =  derjenigen  der  hori- 
zontalen Ebene,  welche  vertikal  sein  wird,  M  =  der  Masse  des  Stabes  P  Q, 
Indem  wir  die  an  dem  Stabe  wirkenden  Kräfte  jSf^,  J2i,i22,  den- 
selben als  ein  freies  System  ansehend,  in  horizontaler  und  vertikaler  Rich- 
tung zerlegen,  gelangen  wir  zu  den  Gleichungen  der  translatorischen  Be- 
wegung 


M 


dt^ 


2^1  =  0,       (1)  ]\r^^f^R2^Mp  =  0, 


m 


und  wenn  wir  Momente   um  den  Schwei'punkt  S  nehmen,  so  wird   die 

öleichimg  fQr  die  rotatorische  Bewegung 

d^a 
Mk^  -^~  =  Riaein  tp  —  R^a  cos  if.  (3) 

Die  Elimination  der  Reaktionen  aus  diesen  drei  Bedingungsgleichungen  giebt 

d^  Q)  d^  X  d^  V 

Nun  ist  hier  stets 

j?  =  a  cos  y ,  y  =  a  ^in  gi, 

dx  .       dq>      d^x  /^äa>\^  ,       d^  w 

2,  rf2 

acosq) 


fc« 


(4) 


womit  -T-  =  —  «  *zw  ^  T . 

dt  ^  dt 


(5) 


dv  da      d^y  /'dai\' 

dt  ^  dt      dt^  ^\dtJ 

Ans  (5)  und  (6)  folgt 


V 


dt- 


(6) 


2 


d^x  d^y 

0'9in(p--r-^  —  acoe (p  -tt|  =  -—  a 

so  dass  die  Qleichung  (4)  übergeht  in 

(a«  -i'k^)j^  =  —affCos  (p. 


dt^ 


(7) 


Diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit  2  -^  multipliziert  und  sodann  in- 
tegriert, giebt 

(a« -h  fc2)  ('^')  =0— 2a^«ny. 

Bezeichnet  a  den  Anfangswert  von  9,  dann  ist  für  die  Integrationskonstante, 

weil  zur  Zeit  <  =  0,  -7^  =  0,  0  =  (?  —  2 agsina^  demnach 

dt 


(a«^-Ä;2)^^"^  =2ag{8ina—8in<f),  oder  (-^ 


tJ        1  a 


{since — sing>),{^) 


816  Bewegung  eines  Körpers  parallel  einer  Ebene.  V.Th.  Kap.  YI. 

womit  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  für  eine  beliebige  seiner 
Lagen  bestimmt  ist. 

In  dem  Augenblicke,  wo  der  Stab  sich  von  der  vertikalen  Ebene 

löst,  ist  2iJi=0,  folglich  ist  durch  (1)  und  den  Wert  von -jr^  mit  (5)  für 
diesen  Zeitabschnitt 

daher  mit  (7)  und  (8) 

2a  ff  {sin  a  —  sin  (p)  cos  g>  ="  äff  sin  (p  cos  y. 

Damit  ergiebt  sich,  weil  (p  nicht  gleich  ^  sein  kann, 

2  (sin  a  —  sin  y )  =  sin  y,  sin  y  =  q  sin  a. 

Diese  Relation  giebt  die  Lage  des  Stabes  in  dem  Augenblicke  seiner 
Trennung  von  der  vertikalen  Ebene. 

Die  soeben  gelöste  Aufgabe  wurde  von  Weston,  einem  Schüler  Landende  in  The 
Ladys  and  Gentlemans  Diarj  fOr  das  Jahr  1757  vorgeschlagen  und  von  Peter  VITalton, 
einem  Mitarbeiter  des  Diary,  gelost.     Siehe  Diarian  Bepository,  p.  467. 

2.  Ein  gleichförmiger  Stab  von  gegebener  Länge  hängt  horizontal 
mittelst  zweier  gleicher,  vertikaler,  an  seinen  Enden  befestigter  Fäden. 
Der  Stab  wird  in  horizontaler  Richtung  so  durch  einen  kleinen  Winkel 
gedreht,  dass  sein  Schwerpunkt  in  derselben  vertikalen  Linie  bleibt.  Welches 
ist  die  Zeit  einer  Schwingung,  wenn  die  Trägheit  der  Fäden  vernach- 
lässigt wird? 

P,Q^ (Fig.  114)  seien  die  Punkte,  in  denen  die 

Fäden  PA,  QB  befestigt  sind,  A B  stelle  die  Ruhelage 

des  Stabes,  a  h  seine  Lage  in  einem  beliebigen  Zeitmomente 

0^/" — ^B    nach  der  Störung  des  Gleichgewichtszustandes,  S  seinen 

^  Schwerpunkt,  welcher  stets  an  derselben  Steile  bleibt, 

^^'^^**        dar.     Ferner    sei   AS  —  a  =  BS,    AP=b  =  BQ, 

2(.Ä8a  =  d',  Jf  =  der  Masse,  h  =  dem  Trägheitsradius  des  Stabes  um  & 

Für  kleine  Schwingungen  können  wir  annehmen,  dass  die  Spannung  eines 

jeden  Fadens  =  ^  Mff  und  Strecke  J.  a  =  Strecke  Bb^^ad-  sei.    Auch 

wird  die  Componente  der  Spannung  von  aP  entiang  aA  nahezu  gleich 

^  M^g—r  =  ~ö~h     ™^  ^^^  Moment  um  G  annähernd  gleich  — ~-  sein. 

Ganz  das  Gleiche  gilt  für  den  Faden  bQ.  Folglich  haben  wir  für  die 
Winkelbewegung  von  ab  nm  S,  die  Spannungen  beider  Fäden  in  Rechnung 
ziehend, 
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^'^  It^-  b       ■ 

Aber  im  vorliegenden  Falle  ist  k^  =  -5  a',  mithin 

dt*  ~        b  ^' 
80  daas  wir  für  die  Zeit  t  einer  Schwingung  erhalten 

Dieses  ist  die  Schwingungszeit  eines  mathematischen  Pendels  von  der  Länge 

gleich  ^  i,  sie  ist  unabhängig  von  der  Länge  des  Stabes. 
o 

Ladys  and  Gentlemans  Diarj»  1842,  p.  51. 

3.  Eine  heterogene  Engel  befindet  sich  auf  einer  vollkommen  glatten 
horizontalen  Ebene,  ihr  Schwerpunkt  ist  von  der  Vertikalen  durch  ihren 
geometrischen  Mittelpunkt  etwas  entfernt.  Welches  ist  die  Zeit  einer 
kleinen  Schwingung  des  Schwerpunktes  um  den  genannten  Mittelpunkt? 

Es  sei  ABC  (Fig.  115)  ein  Vertikalschnitt  der 
Kugel,  welcher  ihren  Mittelpunkt  C  und  ihren  Schwer- 
punkt S  enthält.  Ziehe  GL,  iS Jf  vertikal ,  so  dass  L 
der  Berührungspunkt  der  Kugel  und  der  horizontalen 
Ebene  ist,  SQ  horizontal,  den  Kugelhalbmesser  CSÄ. 
Setze  2i.ÄSM=i2(.ÄCL=^y),  CS  =  c,  SM  =  y, 
M  ==  der  Kugelmasse,  k  =  dem  Trägheitshalbmesser  der 
Kugel  um  iS',  jß  =  der  Beaktion  der  Ebene  bei  L  auf  die  Kugel,  welche 
vertikal  sein  wird. 

Indem  wh:  die  Kräfte  Mg  und  R  in  horizontaler  und  vertikaler 
Richtung  zerlegen,  erhalten  wir  fQr  die  translatorische  Bewegung  des 
Schwerpunktes  in  vertikaler  Sichtung 

Jf  0  =  R-Mff,  (1) 

und  wenn  wir  Momente  um  S  nehmen,  für  ihre  Drehbewegung 

Mh^~^  =  —  Rc  sin  g>.  (2) 

Aber  es  ist  t/  =  a  —  ocosip^  daher  mit  (l) 

R=  M  (g  —  c  j^cos  (p\ 

wodurch  die  (2)  übergeht  in 

MTi^-T-^  =  —  Mc(g8intf  —  C8in(p-TT^co8(f)^ 
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dieses  ist 

{k^  -^  c^  sin^  y)  — ^  H-  c^  sin  y  cos  ip  f-r-)  =  —  cg  sin  <p. 

Die  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  2  -^  und  die  Integration  der  resul- 
tierenden Gleichung  giebt 

{k^ -^  c^ sin^ ^)  f  ,j^  =  2ff€cos<p  +  C\ 

Zur  Zeit  ^  =  0  sei  a  =  a,  ^  =  0,  so  dass 

at 

0  =  2cgcosa-^  C, 
mithin  wird  dann 

(fc2  -h  ö^  atn^  (p)  ( -;7^  =  2  c^  (<?o«  y  —  <?ö^ a),  (3) 

wodurch,     -  ist  negativ  zu  nehmen,  weil  mit  wachsendem  t  dtp  negativ 

vom  Beginn  bis  zum  Ende  einer  jeden  kompleten  Schwingung  ist, 

dt  _^  1      j/^^  "+*  ^^ *2n^ <P 

Nun  sehen  wir  durch  (3),  dass  cos  qt  =  cos  a,  wenn  — ^  =  0  ist,  folglich 

dt 

ist  (]p  =  ±  a,  wenn  -^  =  0,  der  positive  Wert  von  <jd  entspricht  dem  Be- 

ginne,  der  negative  Wert  dem  Ende  einer  kompleten  Schwingung.    Be- 
zeichnet daher  jetzt  T  die  Zeit  einer  vollständigen  Schwingung,  so  haben  wir 

Y2cgJ+a    ^    cos  q^  — cos  a  y  2cgJ-  «         ^os(fi — cosa 

Um  dieses  Integral  zu  lösen ,  wollen  wir  setzen  sin  ?  ==  «i  *«w  ^  =  *,  dann 

ist       -^cos-^d(p  =  ds^  d g?  =    ^ >     co« g)  —  öö* a  =  2 (Z>^  —  «^ , 


yn- 


« 


2 


sin^  (p  =  4  «2  (1  —  «2),  folglich 

1       r^\/k^-^U^s^{\^s^) 

yfTgJ-^     ^      (1_,2)(J2_,2)    ^*> 

oder,  wenn  wir  die  Ueinen  Grössen  von  «  Aber  die  zweite  Potenz  hinaus 
vernachlässigen, 

T=—==    I       ^1^=^- — dB 


V^«^«" 


_  _k_  r+»i i_       i£!jt*!__£l__l(j. 


V.  Th.  Kap.  VI.  Keine  Reibung.  31 9 

Zeit  einer  vollständigen  Schwingung 

Euler,  NoTa  Acta  Acad.  Petrop.  1788,  p.  119. 


4.  Ein  Ende  Ä  eines  gleichförmigen  Stabes  ^  JB  (Fig.  116)  befindet 
sich  auf  einer  glatten  geneigten  Ebene  JSF.  Welches  ist  die  Bewegung 
des  Stabes  und  der  Druck  auf  die  Ebene  zu  einer  beliebigen  Zeit  t? 

.3  Es  sei  S  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Stabes 

zu  einer  beliebigen  Zeit  t,  gerechnet  von  dem  Beginn 
der  Bewegung  an ,  12  =  der  Reaktion  der  Ebene  auf 
1^    den  Endpunkt  Ä,  2i.BÄF=qij  ^  die  Anfangsl^e 
Fi     116  ^^°  -^'  i^  der  Anfangswert  von  (p,   Jf=der  Masse 

des  Stabes,  fc= seinem  Trägheitsradius  um  5,  SHi.EF^ 
EA  =  z^  EH^^x,  SH  =  y,  a  =  der  Horizontalneigung  der  Ebene. 

Indem  wir  die  Kräfte  Mff  und  R  parallel  und  senkrecht  zu  der 
Linie  E  F  zerlegen,  erhalten  wir  fQr  die  Translationsbewegung  des  Schwer- 
punktes des  Stabes  die  Oleichungen 

M^^  =  Mgetna,       (1)  M^^=z  R  —  Mgcoaa  (2) 

und,  indem  wir  Momente  um  S  nehmen,  für  die  rotatorische  Bewegung 
des  Stabes 

MJc^^  =  —Raco8q).  (3) 

Die  Integration  von  (1)  giebt 

dx        ^  .  ^ 

dt 

aber  es  ist  ~-  =  0,  wenn  t  =  0,  folglich  C  =  0,  mithin 
dt 

dx         ^   . 
-=—  =  (7  <  Sin  a, 
dt       •^ 

Durch  die  Integration  dieser  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  wir  beachten, 
dass  zur  Zeit  ^  =  0,  07  =  acosß^ 

x  =  -^gt^sina  ■+■  acoaß,  (4) 

womit  die  Lage  des  Punktes  H  nach  dem  Verlaufe  einer  beliebigen  Zeit  t 
bestimmt  ist. 

Femer  geben  die  Oleichungen  (2)  und  (3),  wenn  wir  R  eliminieren, 
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a  cos  gp  -r—  =  —  Ä*  -r^  —  äff  cos  a  cos  g;, 
weil  aber  die  Geometrie  zeigt,  dass  y  =  a  sin  (p,  mithin 

a*  C09  g>  — ?-£  "  =  —  n?  -p2  —  ^  i^  ^^*  "  ^^*  ^' 

erbalten  wir  durcb  Multiplikation  mit  2-^  und  Integration  der  resultie- 
renden Gleicbung 

"  ("dr)  =^-*^  fo)  -^<^ff''OS«.mv. 
Nun  ist  anfangs -r^  =  0  und  <)p  =  /9,  folglicb  C=^2affCosasmß,  mithin 

^         2 

(a^(?öÄ*qr -f- Ä^)^--r^  j  =  a  ff  cos  a  {afn  ß  —  sin  (p)^  (5) 

womit  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  für  jede  Lage,  welche  er 
während  seines  Niedersinkens  einnehmen  kann,  ermittelt  ist. 
Weiter  zeigt  die  Geometrie,  dass 

z^=^a  —  acosip^^-^fft^eina-^  a{cosß  --cosqi)^  durch  (4),  uai  y^=asinq. 

Wenn  wir  daher  mit  (5)  qp  als  Funktion  von  t  erhalten  könnten,  so  könnten 
wir  die  Werte  von  y  und  z  zu  einer  beliebigen  Zeit  t,  gerechnet  vom 
Beginn  der  Bewegung  an,  bestimmen.  Für  den  Druck  auf  die  Ebene  zur 
Zeit  t  erhalten  wir  durch  (3) 

acosqi  dt^ 
Die  Gleichung  (5)  liefert  uns 

(rf  qpx  ^      rt                 sin  ß  —  sin  a 
-r-)  =  zag  COS  a    ^   ^ f^. 
diJ             ^          a^ cos^  (p -i- l'^ 

so  dass,  wenn  wir  diese  Belation  nach  t  differentiieren  und  das  Besultat 

mit  2-j^cosqi  dividieren, 
dt 

1      d^(f>       2a^ff  cos  a  sin  <p  {sin  ß  —  sin  g))  pa  cos  a 


cosqi    dt^  (a^  cos^  gp  -h  k^Y  ^^  ^^^^  (p  -H  Ar* 

folglich  wird 

P Mk^  ff  cos  a         2  Ma^  k^  ff  cos  a  sin  cp  {sin  ß  —  sin  gp) 

""  a^ cos^  q)  -h  k^  {a^cos^  (p  -I-  k^)^ 

Mk^gcosa      j,-  ^ ,-  .  •  «    .    /.    .      \l 

=  7-0 ^ — -jj-Ak^  -^  a^{\  -^  stn^(p  —  2sinßsinq)Y 

{a^  cos^  (p -^  k^Y  \  » 

womit  der  Druck  des  Stabes  auf  die  Ebene  für  eine  beliebige  Lage  während 

seiner  Bewegung  bestimmt  ist. 

Fuss,  Nova  Acta  Petrop.  1795,  p.  70. 
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5.  Ein  Gylinder  KLM  (Fig.  117)  ist  so  auf  eine  glatte,  geneigte 
Ebene  gelegt,  dass  seine  Axe  senkrecht  zur  Linie  des  schnellsten  Falles 
ist  und  er  die  Ebene  mit  einer  Erzeugungslinie  berührt.  Ein  Faden 
EPMKL^  dessen  eines  Ende  an  einen  festen  Punkte  E  in  einem  Ab- 
stände AE^  gleich  dem  Halbmesser  des  Cylinders,  von  der  Ebene  ge- 
fesselt ist,  ist  um  den  Cylinder  in  einer  durch  seinen  Schwerpunkt  O 
gehenden,  zu  seiner  Axe  senkrechten  Ebene  gewunden  und  mit  seinem  an- 
deren Ende  an  dem  Cylinder  befestigt.  Welches  ist  die  Spannung  des 
Fadens  und  die  Oeschwindigkeit  der  Abnahme  seines  Neigungswinkels  zu 
der  Ebene,  entsprechend  irgend  einer  Lage  des  Cylinders  während  seines 
Herabsinkens,  wenn  beim  Beginne  der  Bewegung  die  Länge  des  freien 
Fadens  gleich  Null  war? 

Es  sei  M  der  Berührungspunkt  des  Schnittes  KLM  ^^  Cylinders, 
^^  ^^Jk^  um  welchen  der  Faden  gewunden  ist,  und  der  ge- 
neigten Ebene.  P  der  Punkt,  in  welchem  das  freie 
Fadenstück  den  Cylinder  berührt.  Ziehe  die  Gerade 
EP^  welche  die  Ebene  in  S  treffen  mag,  die  Cy- 
linderhalbmesser  OjP,  OM.  Zur  Zeit  t  der  Be- 
Figur  117.  weguiig ,    gcrcchuet   von    ihrem   Anfange  an,    sei 

AM=x,  r=  der  Spannung  des  Fadens,  2i.ESÄ  =  »=2iP0Mj 
tf  =  dem  ganzen  Winkel ,  durch  welchen  sich  der  Cylinder  um  seinen 
Schwerpunkt  gedreht  hat.  Femer  sei  M=  der  Masse  des  Cylinders, 
k=  seinem  Schwingungshalbmesser  um  seine  Axe,  c»  =  der  Horizontal- 
neigung der  Ebene,  AE=  a=^MO. 

Zerlegen  wir  die  Kräfte  Mg  und  T  parallel  und  senkrecht  zu  der 
geneigten  Ebene,  so  bekommen  wir  für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
O  parallel  zu  dieser  Ebene 

üf -j-g  =  Mg  sin  a—  Tcoa  ^,  (1) 

und  wenn  wir  Momente  um  O  nehmen 


Mk^^  =  Ta.  (2) 

Durch  Elimination  von  T  zwischen  diesen  zwei  Gleichungen  folgt 

^^^  •  7  2         a^^y  /Q\ 

a-jT^  =  againa  —  k^cos  d'-~>  (6) 

Nehmen  wir  auf  dem  Strahle  EA  Ep  gleich  EP  an,  dann  würde,  wenn 
der  Cylinder  im  stände  wäre,  von  E  nach  p  zu  rollen,  und  sodann  Ep 
im  stände  wäre,  sich  um  E  in  die  Lage  EP  za  drehen,  der  Cylinder 
sich  offenbar  um  seinen  Schwerpunkt  im  Ganzen  durch  den  Winkel  ge- 
dreht haben,  welcher  wirklich  zu  seiner  wahren  Bewegung  gehört,  um  die 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    II.  21 


822  Bewegung  eines  Körpers  parallel  einer  Ebene.  V.  Th.  Kap.  VI. 

Fadenlänge  J^Pfrei  zu  machen.    Nun  würde  der  Cylinder  in  dem  ersten 
Statium  der  hypothetischen  Bewegung  sich  unverkennbar  um  einen  Winkel 

Ep  EP 

gleich  — -  oder  gleich  »  welches  ist  gleich  coig&  drehen,  in  dem 

zweiten  Statium  durch  einen  Winkel  pES  =  ^ —  &  in  einer  entgegen- 

gesetzten  Sichtung.    Mithin  erhalten  wir  für  den  Winkel,  durch  welchen 
sich  der  Cylinder  während  der  Zeit  t  in  Wirklichkeit  gedreht  hat, 

Auch  besteht  die  geometrische  Bedingung 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  giebt 
dy=-4#5H-d*  =  -^d^,    (6)      da,  =  -^'|d*.     (7) 

Durch  die  Multiplikation  der  Gleichung  (8)  mit  2  -j-  wird 

dt 

ß    dx  d^x      ci         .      ^^      c%ist^^       «1^*9 
dt    dt^  ^  dt  dt  dt^ 

Aber  mit  (6)  und  (7)  ist  es  klar,  dass 

dx        dcp  fQ. 

wodurch  wir  folglich  erhalten 

^dx  d^x      o      .      dx      r^.odq)   d^g> 
dt    dt^  ^  dt  dt    dt^ 

Diese  Gleichung  integriert  und  die  willkürliche  Eonstante  C  addiert,  giebt 

weil  aber  anfangs  ^-  =  0,  -^-  =  0  und  x  =  a  ist,  so  haben  wir 

dt  dt 

C=  —  2ga9ina^  und  daher 

Durch  Einffibrung  der  Werte  von  x,  dq>,  dx,  welche  durch  die  Glei- 
chungen (5),  (6),  (7)  gegeben  sind,  bekommen  wir 

und  mithin  /g^^^  2^a^;n«(l -«n^)««»;»  .^. 
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welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Fadens  um  den  festen 
Punkt  E  als  eine  Funktion  seiner  Neigung  zu  der  Ebene,  also  auch  für 
«ine  beliebige  Lage  des  Gylinders  giebt. 

Ferner  erhalten  wir  durch  Differentiation  der  Oleichung  (8) 

also  auch 
d^x  _^     a    d^  q>  dxdd' a    d^(f         a    /^d^\^    j      h  i'7\ 

d^x 
Die  Einfidhrung  dieses  Wertes  von    v-g  in  (3)  giebt 

(a  ^^  ^\ä^(p  .  a  rdd-^^ 
H cosd')  -r-|-  =g  8in  a  H-  -r-r-  (-77)» 
C08&       a          J  dt^      ^               ßind-KdtJ 

4ind  sonach  wird  mit  Hilfe  von  (9) 

a^ -h  h^  C08^  &  d^(p  ^  2pa^sina8in^&{l — sinS) 

_      .      ag(l  -{- ein^  ^ -- 2  sin^  d) -h  k^  cos^  & 

Folglich  ergiebt  sich  mit  (2),  wenn  wir  den  Wert  von  -r-^  aus  der 

letzten  Oleichung  bestimmen  und  in  die  (2)  einsetzen, 

^      Mk^d^g,       ,^,.      .      a^(l+sin^^-2  8in^d-)'hk^cos^& 

T  = ;-^  =  Mk^  q  8in  a  — ^^ t-^-s 7-5 sttt^ » 

a     dt^  '  €08  d' {a^ -{- k^  €08^  »)^ 

womit  die  Spannung  des  Fadens  f&r  eine  beliebige  Lage  des  Gylinders 

bestimmt  ist. 

Enler,  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1795,  p.  64. 

6.  Ein  gleichförmiger  Stab  OA^  welcher  die  Freiheit  besitzt,  in 
•einer  vertikalen  Ebene  um  eine  horizontale  Axe  durch  den  Punkt  O  zu 
schwingen,  fällt  aus  einer  horizontalen  Lage.  Welches  ist  der  zwischen 
der  Bichtung  des  Stabes  und  der  Richtung  des  Druckes  auf  die  feste  Axe 
eingeschlossene  Winkel  für  eine  beliebige  Lage  des  Stabes  während  seiner 
Bewegung? 

Von  O  (Fig.  118)  ziehe   Om  rechtwinkelig  zu  0^  und  zu  der 

festen  Axe  und  denke  AO  nach  n  hin  beliebig  ver- 
längert.    Die  Componenten  der  Reaktion  der  festen 
Axe  entlang  Om,  On  seien  Bi ,  222  für  eine  beliebige 
Lage   des  Stabes.    Ziehe  OX  horizontal  und  recht- 
^^^^  winkelig  zu  der  Axe.    Lasse  sein  OA  =  a,  Jf  =  der 
Fignr  118.         Massc  dcs  Stabes,   2i.A0X=d'  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t^  gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung  an. 
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Damit  erhalten  wir  für  die  Bewegung  des  Stabes  um  seinen  Schwer- 
punkt S,  weil  das  Trägheitsmoment  desselben  um  S  gleich  z^^Ma^  ist, 

j2Jlfa«-^  =  yaÄi,      oder      Ma-j^  =  6Bi.  (1> 

Auch  haben  wir  für  die  Bewegung  um  die  Axe  durch  O,  da  das  Träg- 
heitsmoment für  diese  Axe  gleich  -^Ma^  ist, 

-^Ma^-T-^  =  Mff-^acos&,      oder      2a-j-^  =  Sgco8d^,     (2> 

Femer  ist,  indem  wir  die  Componente  B^  der  Componente  des  Gewichtes 
entlang  OA  und  der  Gentrifiigalkraft  gleich  setzen, 

Die  Elimination  von  -=-y  zwischen  (1)  und  (2)  giebt 


dt 


Ri  =  -^Mgco8&.  (4) 


Die  Multiplikation  von  (2)  mit  -j-  und  ihre  Integration  giebt 

dt 


^(~di^   =C+3^/wn;^, 


d& 
weil  aber  --  =  0,  wenn  *  =  0,  ist  (7=0,  so  dass 
dt 

Folglich  erhalten  wir  mit  (3) 

3  5 

-B2  =^  Mff  sin  &  -h  -^  M  g  sin  &  =  '-^Mgstn&.  (5) 

Nun  sei  r/  der  Winkel,  welchen  die  ganze  Reaktion  der  festen  Axe  mit 
der  Linie  On  einschliesst,  dann  ist 

El 

und  demnach  infolge  der  Gleichungen  (4)  und  (5) 

tgd^.tg<p  =  z^y         tgq)  :^^^ cotg^, 

womit  der  verlangte  "Winkel    für  eine  beliebige   Lage  des  Stabes  be- 
stimmt ist. 

Dieselbe  Aufgabe  wurde  durch  direkte  Anwendung  des  Prinzipes  von 
D'Alembert  gelöst,  Kap.  3,  Aufgabe  5,  Abschnitt  2. 
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7.  Ein  gleichf&rmiger  Stab  schwingt  unter  der  Wirkung  der  Schwer- 
Inraft  um  einen  seiner  Endpunkte  in  einer,  vertikalen  Ebene.  Zu  finden 
die  Grösse  der  Kraft  der  Trägheit,  welche  den  Stab  in  einer  beliebigen 
Lage  in  irgend  einem  seiner  Punkte  zu  biegen  sucht,  und  die  Lage  des- 
jenigen Punktes,  fQr  welchen  diese  biegende  Eraft  ein  Maximum  ist. 

Es  sei  O^  (Fig.  119)  die  Lage  des  Stabes  zu  einer  beliebigen  Zeit  ^ 

O  X  ein  horizontaler  Strahl  durch  den  festen  Punkt  O 

des  Stabes  in  der  Ebene  der  Bewegung,  Ö  Y  senkrecht 

ta  OX.    0  sei  ein  beliebiger  Punlkt  in  OÄ  und  P  ein 

solcher  in  ÄC.    Lasse  sein  0-4=2  a,  OC=e^  OP=^rj 

Figur  119.         2^  AOX  =  d',  k=  dem  Trägbeitsradius  des  Stabes 

tun  O,  Jf=  seiner  Masse.     Damit  ist  die  infolge  der  Bewegung  des 

Stabes  durch  ein  Element  dr  ia  dem  Punkte  P  des  Stabes  gewonnene 

Eraft  rechtwinkelig  zu  O  P  gleich 

^dr  ^  d^»  ^x 

«nd  das  Moment  dieser  Eraft  um  (7  ist  gleich 

folglich  wird  das  ganze  Eraftmoment,  welches  bei  C  Biegimg  hervor- 
-zubringen  sucht,  gleich  sein 

Aber  wir  haben  für  die  Bewegung  des  Stabes 

dt^ 

4 
und  daher,  weil  h^  =  —a^  ist, 

d^&       S     g        ^ 
dt^        4     a 

Dadurch  geht  der  Ausdruck  (1)  über  in 

=  ^^j;yir-c)-i4a-Zc)](r-c)dr 

=  ^|^(2«-.).J2«-c-l(4a-S.)(  =  ^^c(2a-.)«. 
womit  das  biegende  Moment  bestimmt  ist. 
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Für  das  Maximum  dieses  Ausdruckes  haben  wir  die  Bedingung 

(2  a  -  o)2  —  2  c(2  a  — c)  =  0, 

2 
also  2  a  —  3  c  =  0,        d.  i.         c  =  -q-  »i 

oder  OC=-g-0^. 

Wir  geben  noch  eine  andere  Lösung  dieses  Problemes. 

— ^    '       Es  seien  JT,  T  (Fig.  119)  die  transversalen  und 


^c  longitudonalen  Wirkungen  und  Gegenwirkungen  zweier 

^'l^'^^      beliebiger  Teile  OC^  CA  des  Stabes  AO  aufeinander 
und  es  sei  ju  das  Moment  der  Kraft,  welche  den  Stab 
Fignr  119 •.         AO  boi  C  ZU  biogcu  sucht. 
Dann  ist  für  die  Bewegung  von  OC,  Momente  um  O  nehmend^ 

für  diejenige  von  A  C,  Momente  um  seinen  Schwerpunkt  nehmend^ 

2a  — c    1  jr2a  —  e^^d^d^  ^^^a—c 


M 


-2—)  ^  =  ^-^ 


2a       3 

und  für  die  Bewegung  des  ganzen  Stabes 

d^&      Zg       ^ 

at^       4  a 
Folglich  werden  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  der  zwei  Stabteüe 

/i  +  c^=      ^g^, (2a-(?) 

und  2ii^{2a  —  o)X^-  ^'    ^^J . 

Indem  wir  nun  noch  X  zwischen  diesen  zwei  Gleichungen  eliminieren^ 
finden  wir 

welches  derselbe  Ausdruck  für  das  biegende  Moment  ist,  wie  ihn  die  erste 
Lösungsmethode  ergab. 

8.  Ein  gleichförmiger  Stab  ist  symmetrisch  auf  zwei  Stützen  gd^ 
Wie  müssen  die  Stützpunkte  angeordnet  sein ,  damit  bei  der  Wegnahme 
einer  der  Stützen  der  Druck  auf  die  bleibende  Stütze  derselbe  sein  kann, 
wie  der  vorhergehende  statische  Druck? 

Es  sei  A  (Fig.  120,  S.  327)  die  Lage  der  Stütze,  welche  nicht  weg- 
gerückt wird,  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes,  A8=^h,  %«=  dem  Trftg- 
heitsradius  des  Stabes  um  jS,  Jf  =  der  Stabmasse,  i2  =  der  Beaktion 
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der  Stütze  A  vor  und  unmittelbar  nach  dem  Hinwegrücken  der  anderen 
Stütze,  /=  der  augenblicklichen  Winkelbeschleunigung. 

f^  Damit  erhalten  wir,  Momente  um  A  nehmend, 

s     I  M{h^  +  *«)/=  Mg  A,  (1> 


^        femer,  Momente  um  S  nehmend, 

M^  Mk^/=BK  (2> 

Figur  120.       auch  ist  für  das  Gleichgewicht  des  Stabes,  während  er 
TOD  den  beiden  Stützen  getragen  wird, 

R  =  l  Mg.  (3) 

Durch  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 

Jf  (A2  ^  fc2)  ^^  =  Mg  A,         (A«  +  ^2)  i?  =  Mg  k\ 

und  wenn  wir  den  Wert  von  R  aus  (3)  substituieren,  so  wird 

h  =  k. 
Mithin  ist  der  verlangte  Wert  des  wechselseitigen  Abstandes  der  zwei 
Stützen  gleich  2k,  d.  i.  gleich  dem  doppelten  Trägheitshalbmesser  des 
Stabes  für  seinen  Schwerpunkt. 

9.  Eine  Halbkugel  dreht  sich  um  eine  feste  Axe,  welche  mit  einem 
Durchmesser  ihrer  Basis  zusammenfällt  und  unter  einem  gegebenen  Winkel 
zu  der  Vertikalen  geneigt  ist,  aus  einer  augenblicklichen  Buhelage,  in 
welcher  die  den  Schwerpunkt  des  Körpers  und  die  feste  Axe  enthaltende 
Ebene  zu  der  vertikalen  Ebene  durch  diese  Axe  senkrecht  war.  Wie 
gross  ist  der  ganze  Druck  auf  die  Axe,  wenn  diese  zwei  Ebenen  zusam- 
menfallen? 

Es  sei  AGB  die  ümdrehungsaxe,  AJT  eine  vertikale  Linie,  S  der 
Schwerpunkt  der  Halbkugel  in  einer  beliebigen  Lage  während  der  Be- 
wegung, Si  die  tiefste  Lage  von  S  (Fig.  121),  2|l  BAJ[=a^ 
/B  a=  dem  Halbmesser  der  Kugel,  CS  =  Oj  2(,SCSi=&^ 
M=  der  Masse  der  Halbkugel.  Der  ganze  Druck  auf  die 
Axe  wird,  wenn  S  in  Si  ist,  gleich  sein  der  Summe  des 
'^'  Druckes  durch  die  Schwerkraft  und  die  Centrifugalkraft. 
FigTiT  121.  ^^  Gewicht  der  Halbkugel  kann  zerlegt  werden  in  Mg  cos  a^ 
par^el  zu  J.£,  welche  Componente  keine  Wirkung  auf  die  Bewegung 
hervorbringt,  und  Mgsina  parallel  zu  CSi.  Das  Moment  der  letzteren 
Componente  um  AB  ist  gleich  Mgsina.csind-y  folglich  ist  für  die  Be- 
wegung, wenn  Mk^  das  Trägheitsmoment  der  Halbkugel  um  AB  be- 
deutet, 

^^^~3~r  =  —  Mgcsinaein&j 


828  Bewegung  eines  Körpers  parallel  einer  Ebene.  V.  Th«  Kap.  VI. 

äaher,  weil    -  =  0,  wenn  ^  =  -tt  ist 

dt  16 

3  2 

oder,  weil  c=^  -^a  und  fc^  =  -=-  a*  ist, 

o  o 

^d^y,^      15  g    . 

( —— I    =: -r- -^- 8zn  a  cos  o-, 

\dtJ         8    a 

Mithin  ist  der  von  der  Centrifdgalkraft  auf  die  Axe  ausgeübte  Druck 
gleich 

Femer  ist  der  aus  der  Schwerkraft  hervorgehende  Druck  rechtwinkelig  zu 
AB  gleich  Mg  sin  a  und  parallel  za  AB  gleich  Mgcosa.  Folglich 
ist  die  ganze  auf  die  feste  Axe  rechtwinkelig  zu  ihr  ausgeübte  Pressung 
gleich 

Mff Sinai  1  -^wt)  =  "fiT"  Mgsina. 
Die  resultierende  Pressung  auf  die  feste  Axe  ist  daher  gleich 

Mg y  cos^ a  •+-  f-^x J  sin^a* 

10.  Eine  zehn  Yard  lange  aus  unendlich  kleinen,  gleichen  Gliedern  bestehende 
Kette  ist  auf  einer  vollkommen  glatten,  horizontalen  Ebene  so  gerade  gelegt,  dass  ein 
Tard  ihrer  Länge  durch  ein  Loch  in  der  Ebene  in  einer  vertikalen  Bohre  herabhSngt 
In  welcher  Zeit  wird  die  Kette  die  Ebene  vollständig  verlassen? 

Die  verlangte  Zeit  ist  nahezu  gleich  2*890663  Sekunden. 

Ladj*s  and  Gentleman's  Diaiy,  1758;  Diarian  Repositoiy,  p.  683. 

11.  Ein  CjUnder  f&Ut  auf  einer  Ebene  mit  der  Horizontalneigung  a  herab, 
einen  feinen,  in  dem  höchsten  Punkte  der  Ebene  befestigten  Faden  abwickehid.  Zu 
finden  den  Winkel,  durch  welchen  die  Ebene  niedergedrückt  werden  muss,  damit  eine 
unter  den  gleichen  Umständen  herabrollende  Kugel  dieselbe  Acceleration  erf&hrt 

Der  verlangte  Depressionswinkel  ist  gleich 

/    .        14   .      ( 
a  —  arc  j  «w  =  =-r  stn  a  > . 

12.  Das  tiefere  Ende  eines  gleichförmigen,  unter  einem  gegebenen  Winkel  zu 
dem  Horizonte  geneigten  Stabes  befindet  sich  auf  einer  glatten,  horizontalen  Ebene. 
Angenommen  eine  horizontale  Kraft  wirke  auf  sein  tieferes  Ende  so,  dass  sie  den  Stab 
veranlasst,  in  einer  vertikalen  Ebene  mit  einer  gegebenen  gleichförmigen  Winkel- 
geschwindigkeit herabzusinken.  Welches  ist  die  Geschwindigkeit  des  tieferen  Stab- 
endes für  eine  beliebige  seiner  Lagen? 

Wenn  o»  =  der  Winkelgeschwindigkeit,  ^  =  der  Horizontalneigung  des  Stabes 
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zu  einer  beliebigen  Zeit  und  a  =  dem  Anfangswerte  von  ^  ist,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit des  tieferen  Endes  gleich  sein 

g  .wna 
o    sin-d'' 
Mit  e»  =  0  wird  das   tiefere   Ende  einen   Weg   am  Ende  der  Zeit  t  gleich 

-^gt^cotga  durchwandert  haben. 

18.  Ein  gleichförmiger  Stab  hängt,  mit  dem  einen  seiner  Enden  befestigt,  von 
einem  festen  Punkte  herab;  das  andere  Ende  ist  nach  dem  Boden  gerichtet.  Dem 
Stabe  wird  eine  gewisse  Winkelgeschwindigkeit  erteilt  und  wenn  er  sich  durch  einen 
Winkel  von  900  gedreht  hat,  so  wird  das  Ende,  mit  welchem  er  befestigt,  gelost. 
Welches  muss  die  kleinste  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  sein,  damit  er  im  Fallen 
auf  den  Boden  eine  aufrechte  Lage  besitzt? 

Bezeichnet  a  die  Länge  des  Stabes  und  oo  die  verlangte  Winkelgeschwindigkeit, 
so  ist 


4a  V       ÄH-2y 


14.  Ein  gleichfSrmiger  Stab  wird  mittelst  zweier  dünner  Fäden  von  gleicher 
Länge  getragen,  ihre  tieferen  Enden  sind  an  den  Endpunkten  des  Stabes  und  ihre 
oberen  Enden  an  festen  Punkten  in  derselben  horizontalen  Linie  befestigt.  Zu  finden 
die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung,  wenn  das  System  etwas  in  der  vertikalen  Ebene, 
in  welcher  es  li^t,  verschoben  wird,  ohne  dass  dadurch  die  Fäden  schlaff  werden. 

Wenn  2a  die  Länge  des  Stabes,  h  diejenige   eines  jeden  Fadens  und  a  die 

Horizontalneigung  der  Fäden  in  einer  augenblicklichen  Buhelage  bezeichnet,  so  ist  die 

Scbwingungszeit  gleich  t 

iahsina   1  +  2 gtn« g  > g 

\      Sg     '  a-hh  cos^a  f 

15.  Einem  dfinnen,  gleichförmigen  Stabe,  dessen  eines  Ende  an  einem  glatten 
Chamiere  befestigt  ist,  ist  es  erlaubt,  aus  einer  horizontalen  Lage  zu  fallen.  Zu  finden 
den  vertikalen  Zug  an  dem  Charnier,  wenn  der  horizontale  Zug  an  ihm  ein  Maximum  ist* 

Bezeichnet  O  das  Gewicht   des  Stabes,   so  ist  der   verlangte  vertikale   Zug 

gleich  -g-a 

16.  Eine  gleichförmige,  kreisrunde  Platte  wird  dnrch  drei  gleiche  und  gleich 
weit  abstehende  in  ihrem  Umfange  angebrachte  Pfosten  unterstützt.  Wenn  einer  der 
Pfosten  plötzlich  weggerückt  wird,  zu  finden  die  Alteration  in  den  Pressungen  auf 
jede  der  anderen  Stützen  in  dem  ersten  Augenblicke. 

Die  Pressung  auf  jede  der  bleibenden  Stützen  wird  augenblicklich  um  ein 
Zwölftel  des  Gewichtes  der  Platte  vermindert. 

17.  Eine  elliptische  Platte  mit  vertikaler  Ebene  und  horizontaler  Queraxe  ist 
durch  zwei  gewichtslos  Nadeln  in  ihren  Brennpunkten  unterstützt.  Wenn  eine  der 
Nadeln  entfernt  wird,  ist  der  anfängliche  Druck  auf  die  andere  Nadel  unverändert 
Welches  ist  die  Excentricität  der  Ellipse? 


Die  verlangte  Excentricität  ist  gleich  j/ -=-* 
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18.  Eine  quadratische  Platte,  von  welcher  zwei  Kanten  horizontal  sind,  wird 
Yon  zwei  vertikalen  an  ihrer  höchsten  Ejinte  in  gegebenen  Punkten  befestigten  Fftden 
getragen.  Einer  der  F&den  wird  zerschnitten,  welches  ist  dann  die  anföngliche  Span- 
nung des  anderen  Fadens? 

Bezeichnet  G  das  (Gewicht  der  Platte,  a  die  Länge  einer  Kante,  5  den  Abstand 

des  Aufhängepunktes  des  nicht  zerschnittenen  Fadens  von  dem  Mittelpunkte  der  höheren 

a2 
Kante,  so  ist  die  verlangte  Spannung  gleich    ^      ^^  . 6?. 

19.  Ein  gleichseitiges  Dreieck  ist  an  einem  festen  Punkte  durch  drei  mit 
seinen  Eckpunkten  verbundene  Fäden,  von  denen  jeder  die  Länge  einer  Dreiecksseite 
zur  Länge  hat,  aufgehangen.  Einer  der  Fäden  wird  durchschnitten.  Welches  ist  der 
augenblickliche  Wechsel  in  den  Spannungen  der  anderen  zwei  Fäden? 

Es  seien  T,  T'  die  Spannungen  eines  der  zwei  Fäden  in  dem  Augenblicke  vor 
und  in  demjenigen  nach  dem  Zerschneiden  des  dritten  Fadens,  dann  ist 

T' :  r  =  86  :  43. 

20.  Ein  gleichförmiger  Stab  ist  durch  zwei  Fäden  egaler  Länge,  befestigt  an 
seinen  Endpunkten  und  an  zwei  festen  Punkten  in  der  nämlichen  horizontalen  Ebene, 
deren  wechselseitiger  Abstand  gleich  der  Länge  des  Stabes  ist,  aufgehangen.  Dem 
Stabe  ist  eine  solche  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  vertikale  Linie  durch  seinen 
Mittelpunkt  mitgeteilt  worden,  dass  er  eben  zu  der  Höhe  der  festen  Punkte  au&teigt 
Zu  finden  die  Spannung  eines  jeden  Fadens  in  dem  Augenblicke  nach  der  Mitteilung 
der  Winkelgeschwindigkeit. 

Die  augenblickliche  Spannung  eines  jeden  Fadens  ist  siebenmal  so  gross,  als 
sie  war,  ehe  die  Bewegung  mitgeteilt  wurde. 

21.  Ein  schwerer  Stab  ist  an  einem  festen  Punkte  durch  zwei  unausdehnbare, 
gewichtslose  Fäden  aufgehangen.  Der  Stab  und  die  Fäden  bilden  ein  gleichseitiges 
Dreieck.  Annehmend  einer  der  Fäden  werde  durchschnitten,  zu  bestimmen  die  an- 
fängliche Spannung  des  anderen. 

Wenn  G  das  Gewicht  des  Stabes  bezeichnet,  so  ist  die  verlangte  Spannung 

gleich  y^ .  G, 
*  13 

22.  Eine  gleichförmige,  um  einen  festen  Punkt  in  ihrer  Oberfläche  beweg^cbe 
Kugel  stützt  sich  gegen  eine  geneigte  Ebene  und  ist  der  durch  den  festen  Punkt 
gehende  Durchmesser  horizontal.  Um  wie  viel  wird  der  Druck  auf  den  festen  Punkt 
wachsen  oder  abnehmen,  wenn  die  Ebene  plötzlich  weggerückt  wird? 

Der  Druck  wird  wachsen  oder  abnehmen,  gemäss  dem  wie  die  Neigung  der 

Ebene  kleiner  oder  grösser  als  arc  (tg=,  •<=- j  ist. 

23.  Eine  Halbkngel  schwingt  um  eine  horizontale,  mit  einem  Durchmesser  ihrer 

Basis  zusammenfallende  Axe.    Zu  vergleichen  die  Maximalpressung  auf  die  Axe  mit 

dem  Gewichte  der  Halbkugel,  wenn  die  Basis  des  Körpers  beim  Beginne  der  Bew^ng 

unter  einem  Winkel  von  600  gegen  den  Horizont  geneigt  ist 

173 
Der  grösste  Druck  ist  gleich  tk^X  Gewicht  der  Halbkugel 
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24.  Ein  nm  einen  horizontalen  Diameter  seiner  Basis,  welcher  fest  ist,  beweglicher 
K^el  wird  dnrch  eine  Tertikaie  in  seinem  Scheitel  befestigte  Schnur  so  nnterstützt, 
dass  seine  Axe  horizontal  ist.  Die  Schnnr  wird  plötzlich  zerschnitten.  Zn  vergleichen 
den  Anfimgsdrack  auf  den  festen  Diameter  mit  dem  Drucke  auf  denselben  in  der 
Buhelage. 

Wenn  a  den  Winkel  in  der  Spitze  des  Kegels,  P  den  Druck  auf  den  horizon- 
talen Diameter,  ehe  der  Faden  durchschnitten  wird,  und  P'  denjenigen  in  dem  Momente^ 
nachdem  er  zerschnitten  worden  ist,  bezeichnet,  dann  ist 

5  —  8  CO«  a 


P*  ^P- 


6  —  C03  a 


25.  Einer  heterogenen  Kugel  ist  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  durch 
ihren  Schwerpunkt  8  gehende,  zu  der  ihren  Schwerpunkt  8  und  ibren  geometrischen 
Mittelpunkt  C  enthaltenden  vertikalen  Ebene  senkrechte  Axe  mitgeteilt  und  die  Kugel 
sodann  auf  eine  glatte,  horizontale  Ebene  gestellt  worden  (Flg.  115»  S.  817).  Die 
GrOese  dieser  Winkelgeschwindigkeit  soll  so  bestimmt  werden,  dass  8  sich  zu  einem 
gewissen  Punkte  in  der  vertikalen  Linie  LC K  erheben  und  daselbst  ruhen  kann, 
wenn  die  anftngfiche  Grosse  des  Winkels  zwischen  der  Geraden  C8  und  dem  verti- 
kalen Halbmesser  GL  gegeben  ist. 

Es  sei  C8  =  Ct  k  =  dem  Tr&gheitshalbmesser  der  Kugel  um  5,  a  =  dem  An- 
fangswerte des  Winkels  8 OL,  a»  =  der  verlangten  Winkelgeschwindigkeit,  dann  ist 
die  Grosse  von  o  durch  die  Gleichung  bestimmt 

(Är8  H- (^  «n«  a)  CO»  =  2cg{l'i-C08a). 

Euler,  Nova  Acta  Acad.  Fetrop.  1788,  p.  119. 

26.  Ein  gleichförmiger  Stab,  auf  welchen  keine  Kraft  wirkt,  ist  in  Bewegung; 
seine  Endpunkte  sind  genötigt,  auf  zwei  in  einer  Ebene  aufeinander  senkrecht  stehen- 
den festen  St&ben  zu  gleiten.  Welches  ist  die  ihn  verdrehende  Kraft  in  einem  be- 
liebigen seiner  Punkte? 

Ea  Bei  AB  der  Stab,  C  ein  beliebiger  Punkt  in  ihm,  0  der  Schnittpunkt  der 
zwei  festen  St&be,  GH,  CK  seien  die  Perpendikel  von  G  auf  OAy  OB  resp.  und  M 
sei  gleich  der  Masse  von  A  B.  Die  Winkelgeschwindigkeit  a>  von  A  B  wird  konstant 
sein,  und  fftr  die  verdrehende  Kraft  bei  0  ist  der  Ausdruck  gefunden  worden 

Mackenzie  and  Walton ,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems  for  1854. 
1-26.  Walton  p.  438—458. 


Zweiter  Abschnitt. 

Bewegung  mehrerer  Körper. 

1.  Axk  dem  Bade  und  der  Welle  eines  Wellrades  sind  durch  un- 
ausdehnbare  Seile  Gewichte  P  und  Q  befestigt,  welche  nicht  im  Oleich- 
gewichte sind.  Wie  ist  die  Bewegung  beschaffen  und  wie  gross  sind  die 
Spannungen  der  Seile,  wenn  von  ihren  Gewichten  abgesehen  wird? 
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Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  C  (Fig.  T22)  der  Projektion  von 
Bad  und  Welle  auf  eine  zur  Axe  des  Wellrades  senkrechte 
Ebene  eine  horizontale  Linie  ACB^  dann  trifft  dieselbe 
die  Projektionen  der  Seile  in  den  Berührungspunkten  A^  B 
mit  den  Projektionen  des  Bades  und  der  Welle.    Es  sei 
^^  -4C=a,  BC=a\  m=  der  Masse  von  P,  m'=   der- 
jenigen von  Q,   /u=  derjenigen  von  Bad  und  Welle  zu- 
Figu  122.      sammen,  &==  dem  Trägheitsbalbmesser  des  Wellrades  f&r 
seine  Axe,  AP  =  x^  BQ=x\  T=  der  Spannung  von  AP^  T  =  der- 
jenigen von  J?Q,  ^=  dem  Winkel,  durch  welchen  sich  Bad  uud  Welle 
um  ihre  gemeinschaftliche  Axe  am  Ende  der  Zeit  t  gedreht  haben. 

Mit  diesen  Bezeichnungen  erhalten  wir  für  die  Bewegung  des  Ge- 
wichtes P 

m  -j^  =  mg  —  T,  (1) 

für  diejenige  des  Gewichtes  Q 

m'^  =  m'ff-r,  (2) 


und  für  die  Botation  des  Wellrades 

fik^^  =  Ta-T'a\  (3) 

Femer  bestehen  die  beiden  geometrischen  Belationen 

da)        d^         dx  ,d-9^ 

Tt^^Tt'      'dt''~^Tt' 

womit  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  übergehen  in 

ma-TT^=mff  —  T,     (4)         —ma-r-^^^mg—T.  (o) 

Die  Einführung  der  aus  (4)  und  (5)  bestimmten  Werte  von  T  und  T' 
in  die  Gleichung  (3)  giebt 

(ja  a*  +  m  a^  -h  ju  k^)  -r-^  =^  g{ma  —  m  a'),  (6) 

80  dass  mit  (wa* -+- m'a* -h/ufc*)  =  a,    g{ma  —  ma)=iß, 

dt^        a  dt        a  2    a 

d& 
[st  zur  Zeit  ^  =  0,    ^  =  0,    — -  =  0,    dann  erhalten  wir 

dt 


d» 


=  A,      ^=iA,.. 


dt        a    '  2a 

Die  Winkelbewegung  des  Wellrades  ist  somit  eine  gleichförmig  beschleunigte« 


J 
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Ist  ferner  b  der  Anfangswert  von  x^  h'  derjenige  von  x\  so  bekommen 
wir  fflr  die  Bewegung  der  Gewichte  P  und  Q 

dx'        ,ß 


dt  a 


x  =  b-h 


1  ß 


a 


t\ 


dt  a 


woraus  hervorgeht,   dass  die  Bewegungen  der  Gewichte  ebenfalls  gleich- 
förmig beschleunigt  sind. 

Nun  erhalten  wir  für  die  Spannungen  T,   T'  der  Seile  durch  di» 
Gleichungen  (4)  und  (6),  sowie  die  Gleichungen  (5)  und  (6) 


r  =  mv(i  + 


a'  {ma  —  m  a) 


.2 


2 


fik^ 


) 


Damit  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelöst. 

Walton,  p.  473. 

2.  Zwei  gleiche,  gleichförmige  Stäbe  AG,  BC  (Fig.  123)  sind  bei 
C  zu  einem  Firste  verbunden  und  in  einer  geraden  Linie  auf  eine  hori- 
zontale Ebene  gelegt.  Ein  Faden  C  D  P,  an  dessen  einem  Ende  ein  Ge- 
wicht P,  welches  grösser  als  dasjenige  eines  jeden  der  zwei  Stäbe,  be- 
festigt ist,  läuft  über  einen  glatten  Bolzen  D  senkrecht  über  dem  Ver- 
bindungspunkte G  der  zwei  Stäbe  und  ist  mit  seinem  anderen  Ende  an 
diesen  Punkt  geknüpft.  Welches  ist  die  Bewegung  des  Gewichtes  P? 
Es  sei-4CJBeine  beliebige  Lage  der  beiden  Stäbe,  J.C=2a=-BC» 

2iGAB  =  d^=2i.GBA,  R=  der  Reak- 

tion  der  Ebene  auf  jeden  der  Punkte  A  und 

JB.     T—  der  Spannung  des  Fadens,  H  = 

den  gegenseitigen  Wirkungen  der  Stäbe  an 

der  Verbindungsstelle,    welche    offenbar  in 

^        l       ^     einer  horizontalen  zu  AB  parallelen  Linifr 

Fignr  128.  Stattfinden,  m  =  der  Masse  eines  jeden  der 

Stäbe,  jtA=  der  Masse  des  Gewichtes  P,  S  der  Schwerpunkt  des  Stabe» 

AG,  SL,  GE±.AB,  JEL  =  x,  SL=y,k=  dem  Trägheitshalbmesser 

von  AG  um  S. 

Durch  Zerlegung  der  an  dem  Stabe  A  G  wirkenden  Kräfte  in  hori- 
zontaler und  vertikaler  Richtung  erhalten  wir  für  die  Translationsbewegung 
seines  Schwerpunktes 


m^  =  5,     (1) 


m-^  =  R  + 


1 


T—mff, 


(2> 


weil  -TT-  T  der  auf  jeden  Stab  ausgeübte  Vertikalschub  ist. 
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Ferner  besteht  für  die  Rotation  des  Stabes  AC  um  seinen  Schwer- 
punkt S  die  Qleichung 

mJc^-T^  =  Ha8ind^  +  ':^Tacos&  —  Raco8^.  (3) 

Auch  ist  für  die  Bewegung  des  Gewichtes  P,  indem  F  um  den  doppelten 
Weg  des  Schwerpunktes  S  in  vertikaler  Richtung  sinkt, 

2,i^  =  tig-T.  (4) 

Die  Multiplikation  der  Gleichung  (2)  mit  acosd'  giebt 

maco8& (~t\  "^ ^^  ~  C'^ "^  Y T^aco8&, 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  zu  der  Gleichung  (3)  addieren,  so  be- 
kommen wir 

folglich  mittelst  (1)  und  (4) 


'hfiaco8^(j-'2'j^y 


Weil  nun  cc^acosd-^  y  =  a8in&  ist,  so  geht  mit  diesen  Werten  die 
letzte  Gleichung  über  in 

m  k^  -T-g-  -4-  m  a^  fco8  &  -r—g  8in  &  —  8in  &  -r-^  eo8  ^  j 

d^ 
-h  2 jtt a* €08^—^ Bind-  =  ag(ji  —  m) co8 &^ 

d^d^  d^ 

{md^  +  mlc^)  -T7^  -f-  2 II a^ C08 d- -^-^Bind-  ■=  ag(ß  —  m)co8&. 

Die  Multiplikation  beider  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  -^  und  ihre  In- 

dS" 
iegration  giebt,  weil  — -  =  0,  wenn  ^  =  0  ist, 

dt 

(dd'\^ 
—  j   =2aff(ji  —  m)8inx^, 

womit  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  für  eine  beliebige  seiner 
Lagen  bestimmt  ist. 

Da  nun  der  Wert  von  -r-  und  daher  auch  derjenige  von  -j-x   als 

dt  dt 

Funktion  von  ^  bekannt  ist,  so  können  wir  leicht  die  Werte  von  i2,  fl 
und  T  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (4)  als  Funktionen  desselben  Win- 
kels erhalten. 

Walton,  p.  475. 
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8.  Eiü  gleichförmiger  Stab  OÄ  (Fig.  124)  kann  sich  in  einer  ver- 
tikalen Ebene  um  ein  Charnier  bei  O  drehen  und  stützt  sich  bei  Ä  auf 
einen  glatten  Keil,  welcher  entlang  einer  glatten  horizontalen  Ebene  durch 
O  gleiten  kann.     Wie  ist  die  Bewegung  beschaffen? 

Es  sei  a=  der  Horizontalneigung 
des  Keiles,  Jf  =  seiner  Masse,  OC  =  ä?, 
l=z  der  Länge  des  Stabes,  m=  seiner 
Masse,  2^A0C=&n  i2=  der  Reaktion 
in  Ä.      Damit    sind   die  Bewegungsglei- 

Figur  124.  ChungOU 

-Äf-jTg- =  U«ma,     (1)     mJc^-^-^  =  Blco8{a^'d)  —  mff-^co8^^    (2) 
wozu  noch  die  geometrische  Bedingung  kommt 

a?  =  -7^«m(a  — ^).  (3) 

8tna 

Die  Differentiation  der  letzten  Oleichung  giebt 

dt  eina       ^  ^  dt        dt^  eina       ^  dt^      ^    ' 

Daher  bekommen  wir  mit  (1) 

d^d^ 
—  Mein  (a  —  ^)-3-^  =  ^^in^ a.  (4) 

d  sc 

Die  Multiplikation  der  Gleichung  (1)  mit  2—  und   diejenige   der  Glei- 

OL  V 
dd" 

chung  (2)  mit  2-z-  giebt  die  Gleichungen 

dt 

^     ,^d&  d^&      ^„,      ,       ^.d&  ,       ^d&  ,ß, 

2mifc*— -.--ö=2BZöM(a — »)-j-  —  mglco8&-j-f  (6) 

dt    dt^  dt  dt 

ond  wenn  wir  die  (5)  und  (6)  addieren,  so  kommt 

dt    dt^  dt    dt^  ^  dt 


H-  ZBisina  J^-^lcos  {a  —  *)-T7|- 


dx  d& 

Da  nun   mit  (3')   sina-j-^ — lco8{a  —  *)-7T'   so   verschwindet    der 

dt  dt 

CoSfficient  von  R  und  unsere  Gleichung  geht  über  in 

dt    dt^  dt    dt^  ^  dt 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 
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M 


d«N«  ../-d^^N« 


(.dt)   ■^'"^'(d«)   =<^-^9l'in», 


und  wenn  wir  hier  ans  (3')  den  Wert  von  -=-  substituieren,  so  wird 

{ M^^co8^  {a  —  &)-hm  kA  (^y  =  C  —  mfflnn». 

Wenn  zur  Zeit  ^=0,  —  =  0,  &  =  ß,  also  der  Stab  in  Ruhe  war ,  ist 
C  =  mgl8inß^  daher 

womit  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  f&r  jede  seiner  Lagen  be- 
stimmt ist.  Diese  Gleichung  kann  nicht  weiter  integriert  werden,  so  dasd 
wir  ^  nicht  als  Funktion  der  Zeit  finden  können. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (3')  und  (7)  ergiebt  sich  für  die  Ge« 
schwindigkeit  des  Keiles 

dx ,        .  a\l/  mgl  (ein  ß  —  sind) 

welche  eine  Funktion  des  Winkels  &  ist.  Dieselbe  Aufgabe  wurde  auch 
mit  Hilfe  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  gelöst. 

Boath,  Dynamics,  p.  113. 

4.  Zwei  gleichförmige  Stäbe  ^B,  BG  (Fig.  125)  sind  bei  B  durch 
ein  glattes  Ghamier  verbunden  und  können  auf  einer  glatten,  horizontalen 
Ebene  frei  gleiten.  Das  Ende  Ä  des  Stabes  AB  ist  durch  ein  weiteres 
glattes  Charnier  an  einen  festen  Punkt  dieser  Ebene  gefesselt.  Eine 
elastische  Schnur  A  O,  deren  natürliche  Länge  gleich  AB=^  BC  ist, 
verbindet  den  Punkt  A  mit  dem  Endpunkte  C  des  Stabes  BC.  An- 
fangs bilden  die  zwei  Stäbe  und  die  Schnur  ein  gleichseitiges  Dreieck 
und  das  System  beginnt  sich  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  Q  um  den 
Punkt  A  zu  bewegen.  Welches  ist  die  grösste  Länge  der  elastischen 
Schnur  während  der  Bewegung?  Welches  sind  die  Winkelgeschwindig- 
keiten der  Stäbe,  wenn  sie  einen  rechten  Winkel  einschliessen ,  und  wel- 
ches ist  der  kleinste  Wert  von  Q,  damit  dieses  möglich  sein  kann? 

fc  Es  sei  die  Länge  eines  jeden  Stabes  =  2 a ,  mir 

das  Trägheitsmoment    eines  jeden  um    seinen  Schwer- 
punkt, so  dass  k^  =  —  a^.    D  und  E  seien  die  Mittel- 

ö 

punkte  der  Stäbe,  (r,  d)  die  Polarcoordinaten  von  E, 
bezogen  auf  den  Ursprung  A. 

Figur  125. 
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Die  einzigen  Kräfte,  welche  an  dem  Systeme  wirken,  sind  die  Beak- 
tion  des  Charnieres  A  und  die  Spannung  der  elastischen  Schnur  AG. 
Wenn  wir  irgend  eine  Bichtung  suchen,  für  welche  die  Summe  der  Com- 
ponenten  dieser  Kräfte  verschwindet,  so  können  wir  keine  finden,  weil  die 
Bichtung  der  Beaktion  jetzt  unbekannt  ist.  Weil  aber  die  Sichtungen 
der  Wirkungen  dieser  beiden  Kräfte  durch  A  gehen,  so  verschwinden  ihre 
Momente  um  J.,  daher  ist  das  die  Winkelbewegung  um  A  erzeugende 
Moment  während  der  ganzen  Bewegung  konstant  und  seinem  Anfangs- 
werte  gleich.  Es  seien  w,  w'  die  Winkelgeschwindigkeiten  von  AB,  BC 
zu  einer  beliebigen  Zeit  t    Das  drehende  Moment  von  BO  vasi  A  ist 

m  Tr*  — -h  Ä^ «' Y  das  drehende  Moment  von  AB  ist   m (ifc*  4- a*)  w, 

weil  AB  sich  um  den  festen  Punkt  A  dreht.  Die  Anfangswerte  dieser 
Momente  sind  m (3 a^ i2  4- ifc^ Ä)  und  m(a^  -h'k'^)Q  resp.,  weil  w,  «', 

-j-  anfänglich  gleich  Q  und  r  anfangs  gleich  dem  Perpendikel  von  A 

auf  die  g^enüberliegende  Seite  des  von  dem  Systeme  gebildeten  gleich- 
schenkeligen  Dreieckes  ist.     Folglich  haben  wir  die  Gleichung 

dt 
Eine  weitere  Gleichung  können  wir  durch  den  Gebrauch  des  Prinzipes 
der  lebendigen  Kraft  erhalten.    Die  lebendige  Kraft  des  Stabes  B  C  ist 

m  j (^y  +  r«  (^y  +  k^  «'2 i,  diejenige  des  Stabes  AB  mik^-i-  w«), 

weil  dieser  sich  um  den  festen  Punkt  A  dreht.  Die  Anfangswerte  dieser 
lebendigen  Kräfte  sind  resp.  m  (3  a«  +  k^)  Ä»  und  m  {k^  4-  a^)  n^.  Wenn 
T  die  Spannung  der  Schnur,  q  ihre  Länge  zur  Zeit  t  bezeichnet,  so  ist 

die  Kräftefunktion  der  Spannung  /    {—T)d  q.    Gemäss  der  für  die  He- 
ys a 

rechnung  der  virtuellen  Momente  gegebenen  Begel  ist  das  Minuszeichen 
för  die  Spannung  zu  wählen,  weil  sie  auf  die  Verminderung  von  q  hin- 
wirkt, und  die  Grenzen  sind  2  o,  ^,  da  die  Schnur  sich  gestreckt  hat  von 
ihrer  Anfangslänge  2  a  kis  zu  der  Länge  q.    Nach  Hooke's  Gesetz  ist 

T  ==  X  ^-^r — »   SO    dass    durch    Litegration    die    Kräftefanktion    gleich 
2  a 

_^(g-2a)g  igt.    Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  ist  daher 

.(*«-.  av« +-{ (^y + ^«  (gy +*«  «'*} 

=  m(2Jfc2  +  4a«)ß*-;i^^-^-  (2) 

F.  Kraft,  PxobL  d.  analyt  Mechanik.    IL  22 
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Es  sind  nur  zwei  mögliche  unabhängige  Bewegungen  der  Stäbe  vorhanden. 
Wir  können  AB  um  A  und  BGum  S  drehen,  alle  anderen  Bewegungen, 
welche  nicht  aus  diesen  zusammengesetzt  werden  können,  sind  mit  den 
geometrischen  Bedingungen  der  Frage  unvereinbar.  Zwei  dynamische 
Gleichungen  genügen  dazu,  um  dieses  zu  bestimmen,  dieselben  haben  wir 
eben  erhalten.  Alle  anderen  Gleichungen,  welche  gewünscht  werden  mögen, 
müssen  von  den  geometrischen  Bedingungen  abgeleitet  werden.  Um  die 
geometrischen  Bedingungen  der  Frage  auszudrücken,  wollen  wir  mit  q> 
das  Supplement  des  Winkels  AB G  bezeichnen,  dann  ist 

r*  =  5  a^  +  4  a*  cos  y .  (3) 

Weil  -^  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  der  Stäbe  AB^  BC  ist,  er- 

halten  wir  weiter 

-^  =  co'  —  CO,       (4)  r  —  =  —  2a^  sin  g>  (o)'  —  co).  (5) 

Femer  ist,  wenn  xp^  2^EAB^ 

d 
sin  tp  =  sin  q>  — ,  (6) 

j       ,^   dtp      d&  V  V 

und  weil  -~  ==  -tt  —  «,  so  haben  wir 
dt       dt 

^^^^\di  ^  ®j  =  (y^ö«?  -*-  "TT^^  9) («  -  «)•  (7) 

Auch  folgt  aus  dem  Dreiecke  ABC 

^2-f-2a«  =  2r8.  (8) 

Aus  diesen  acht  Gleichungen  können  wir  w,  cd',  r,  -^i  q^  tp  und  -j- 

dt  u  t 

eliminieren.    Wir  bekommen  dadurch  eine  Differentialgleichung  der  ersten 

Ordnung,  welche  -^  und  w  enthält. 

dt 

Zuerst  ?nirde  verlangt,  die  grösste  Länge  der  Schnur  während  der 
Bewegung  zu  finden. 

In  dem  Momente,  wo  q  ein  Maximum  ist,*muss  ^^  =  0  sein,  und 

dt 

das  ganze  System  bewegt  sich  dann  so,  als  wäre  es  ein  starrer  Körper. 

Wir  haben  daher  für  einen  einzigen  Augenblick  »,  cd',  -v-  alle  einandw 

dt 

dT 
gleich  und  -  —  =  0.    Die  zwei  ersten  Gleichungen  gehen,  wenn  wir  für 

i*  seinen  Wert  -^  a*  substituieren,  durch  diese  Bedingung  über  in 
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(5a«  +  8r«)<»  =  14a«J2 

(5a«+3r«)««  =  Ua8i28-jj^(ö  -2a)« 

I 

Indem  wir  nun  hier  co  eliminieren  und  für  r  aus  (8)  seinen  Wert  ein- 
führen, gelangen  wir  zu  der  kubischen  Gleichung 

(3(>2  4-  16  a«)  ((>  —  2  a)  = -r ((>  +  2  a). 

welche  eine  positive  Wurzel,  grösser  als  2a,  besitzt,  die  den  verlangten 
Wert  von  q  giebt. 

Weiter  wurde  der  Bewegungszustand  für  den  Augenblick  verlangt, 
in  welchem  die  zwei  Stäbe  rechtwinkelig  zu  einander  sind.    In  diesem 

Zeitpunkte  ist  9=^»  folglich  durch  (3)  r  =  a'\A5,  durch  (5) 

StT  2  //  9"        1 

—  = ^  a  (io  —  cö),  durch  (7)  -r-  =  "e-  («'  +  4  «).   Damit  gehen  die 


Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in 

l 


4  cö  -f-  cö'  =  -^  Ä 


^     2^    '2        7   ^,        ;i   3(V2-1)2 

Aus  diesen  zwei  Oleichungen  können  wir  leicht  cd  und  a/  finden  und  es 
wird  sich  dann  zeigen,  dass  die  Werte  von  cd  und  a/  nicht  reell  sind,  es 

sei  denn  ß«  >  10  J^^y^  -  l)«. 

7  ma 

Wir  können  uns  oft  die  Mühe  einer  solchen  Elimination  sparen, 
wenn  wir  die  Gleichungen,  welche  mit  dem  Frinzipe  der  Winkelbewegung 
und  dem  Frinzipe  der  lebendigen  Kraft  abgeleitet  worden  sind,  in  einer 
«twas  anderen  Weise  ableiten. 

Der  Stab  BO  dreht  sich  um  B  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit 
^\  während  zu  der  nämlichen  Zeit  B  sich  senkrecht  zu  AB  mit  einer 
Geschwindigkeit  2a(o  bewegt.  Die  Geschwindigkeit  von  E  ist  daher  die 
Besultante  von  aw^  senkrecht  zu  BC,  und  2act),  senkrecht  zu  J.JB,  beide 
-Geschwindigkeiten  natürlicher  Weise  auf  den  Funkt  E  angewendet.  Wenn 
urir  wünschen,  dass  sich  unsere  Resultate  in  Ausdrücken  von  o»,  cd'  er- 
geben, so  müssen  wir  diese  Geschwindigkeiten  zur  Darstellung  der  Be- 
wegung von  -E,  anstatt  der  Folarcoordinaten  (r,  d)  benutzen. 

Also  haben  wir  bei  der  Anwendung  des  Frinzipes  des  Winkelbe- 
wegungsmomentes das  Moment  der  Geschwindigkeit  von  £  um  ^  zu 
nehmen.  Weil  die  Geschwindigkeit  2a cd  senkrecht  m  AB  ist,  so  ist 
^e  Länge  des  Ferpendikels  von  A  auf  ihre  Sichtung  gleich  AB  plus 
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die  Projektion  von  B  G  blmS  AB,  d.  i,  2a-{-  acos(p.  Weil  die  Geschwin- 
digkeit a  (o  senkrecht  zu  BC  ist,  so  ist  die  Länge  des  Perpendikels  von 
A  auf  die  Linie  ihrer  Wirkung  gleich  BE  plus  die  Projektion  von  AB 
2i\x(  BE^  d.  i.  a-h2aco8q).  Folglich  ist  das  drehende  Moment  für 
den  Stab  BG  um  A 

mk^(o'  -h  2  m  a  w  (2  a  -h  a  cos  y)  +  m  a  «o'  (a  -f-  2  a  co*  (p). 

Daher  giebt  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Bewegungsmomente  für  die 
zwei  Stabe 

m  (Ä:*  +  5  a*  4-  2  a^  co8  y)  co  4-  m  (ä;^  4-  o*  H-  2  a*  co8  (p)  «' 
=  m(2it8-»-4a8)«. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Anfangswert  des  drehenden 
Momentes,  sie  ist  von  der  linken  Seite  dadurch  abgeleitet  worden,  dass 

008  (p  =  — ^  und  «  =  0)'  =  12  gesetzt  wurde.     Indem   wir  das  Prinzip 

der  lebendigen  Kraft  anwenden^  verlangen  wir  die  Geschwindigkeit  von  E. 
Betrachten  wir  dieselbe  als  die  Besultante  aus  2aa>  und  a(ö\  und  be- 
zeichnen sie  mit  r,  dann  sehen  wir,  dass 

v2  —  (2  a  w)*  4-  (a  w')*  4-  2 . 2  a  « .  a  w'  co8  (p. 
Der  Anfangswert  wird  wie  vorher  gefunden,  wir  haben  nur  €08q>  =  — ^^ 

io  =  w  =  Q  zu  setzen.    Das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  giebt 
m  (Ä:*  4-  5  a*)  oa^  -hm  {Je^  4-  a^)  «'*  4-  4  m  a^  o) «'  €08  g> 

=  m (2  i«  4- 4  a«)  128  _  ikizl^. 

Die  Kräftefunktion  wird  in  derselben  Weise  wie  vorher  gefunden.  Wenn 
wir  zu  diesen  Gleichungen  die  oben  gegebene  Gleichung  (4)  ziehen  und 

Q  ^iaco8^  substituieren,  so  erhalten  wir  gerade  drei  Gleichungen,  durch 

welche  o),  m'  und  g>  gefunden  werden  können.  Wenn  diese  Grössen  alle 
sind,  welche  verlangt  werden,  wie  in  den  zwei  oben  betrachteten  Eällea» 
so  hat  diese  Lösungsform  den  Vorzug  der  Kürze.  Für  das  Maximum 
von  Q  setzen  wir  a/  =  o),  sind  die  beiden  Stäbe  rechtwinkelig  zu  einander, 
dann  haben  wir  co8q>  =0  zu  nehmen.  Die  Gleichungen  führen  zu  den 
bereits  gegebenen  Besultaten. 

Boatb,  Dynamics,  p.  114. 

5.  Die  Linse  eines  schweren  Pendels  besitzt  eine  mit  Wasser  ge- 
füllte kugelförmige  Höhlung.    Welches  ist  die  Bewegimg? 

Es  sei  O  der  Aufhängepunkt,  S  der  Schwerpunkt  des  soliden  Teiles 
des  Pendels,  MK^  sein  Trägheitsmoment  um  die  Aufhängeaie  durch  0, 
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OS  =  h,   (7  der  Mittelpunkt  der  Wasserkugel,  a  ihr  Halbmesser  und 

Wenn  wir  das  Wasser  als  eine  vollkommene  Flüssigkeit  voraus- 
setzen, so  muss  die  Wirkung  zwischen  ihm  und  dem  Qehäuse,  infolge  der 
Beschaffenheit  eines  solchen  Fluidums,  senkrecht  zu  der  kugelförmigen 
Umhüllung  sein.  Es  wird  daher  kerne  Kraft  vorhanden  sein,  welche  ge- 
neigt ist,  das  Fluidum  um  seinen  Schwerpunkt  zu  drehen.  Wenn  das 
Pendel  hm-  und  herschwingt,  so  wird  der  Schwerpunkt  der  Kugel  an 
seiner  Bewegung  teilnehmen,  aber  es  wird  hier  keine  Botation  des  Wassers 
stattfinden. 

Die  Effektivkräfte  des  Wassers  sind  äquivalent  der  Effektivkrafb  der 

ganzen  in  ihrem  Schwerpunkte  vereinigten  Masse  und  einem  Paare  mk^-j-r» 

dl 

•wo  0)  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Wassers  und  mh^  sein  Trägheits- 
moment um  einen  Diameter  ist.  Es  ist  aber  oben  angenommen  worden, 
dass  o)  =  0 ,  folglich  kann  dieses  Paar  weggelassen  werden.  Es  folgt 
daraus,  dass  in  allen  Problemen  dieser  Art,  wo  der  Körper  sich  nicht 
dreht,  oder  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  rotiert,  wir  uns  den 
Körper  als  einen  materiellen  mit  seinem  Schwerpunkte  zusammenfallenden 
Punkt  denken  können. 

Das  Pendel  und  die  eingeschlossene  Flüssigkeit  bilden  jetzt  einen 
starren,  sich  um  eine  feste  Axe  drehenden  Körper,  folglich  ist,  wenn  & 
den  Winkel  bezeichnet,  den  eine  feste  Linie  CO  in  dem  Körper  mit  der 
Vertikalen  einschliesst,  die  Bewegungsgleichung 

wo  bei  der  Bestinmiung  des  Momentes  der  Schwerkraft  angenommen  wor- 
den ist,  dass  die  Punkte  O,  S  und  C  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Hiemach  ist  die  Länge  L'  des  einfachen  äquivalenten  Pendels 

Mh  -f-  me 

Es  bezeichnet  mk^  das  Trägheitsmoment  der  WasserkugeL  Nun  würde, 
wenn  das  Wasser  starr  und  fest  mit  dem  Gehäuse  verbunden  wäre,  die 
Länge  L  des  einfachen  äquivalenten  Pendels,  durch  einen  ähnlichen 
Schluss,  sein 

"  Mh-^-mc 

Es  ergiebt  sich  daraus  L'  <.L^  so  dass  die  Schwingungszeit  kleiner  aus- 
fällt, wenn  das  Ganze  solid  ist. 

Boath,  Dynamics,  p.  117. 


g42  Bewegung  mehrerer  EOrper  parallel  einer  Ebene.         V.Th.  Ki4>.yL 

6.  Eine  Bohre,  welche  sich  in  einer  horizontalen  Ebene  um  eine 
Tertikaie  Axe  drehen  kann,  ist  mit  einer  beliebigen  Zahl  von  Engeln  in 
bestimmten  Intervallen  belastet.  Der  Bohre  ist  eine  gegebene  Winkel- 
geschwindigkeit mitgeteilt  worden,  und  fragt  es  sich,  wie  die  Bewegung 
der  Bohre  und  der  Kugeln  beschaffen  ist. 

Es  seien  a^ a\ a'\ a'\ . .  die  Anfangsabstände  der  Kugeln  von  der 
festen  Axe,  r^T\r\r'\..  ihre  Entfernungen  von  derselben  Linie  zu  einer 
beliebigen  Zeit  U  gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung  an,  m, m\ m\ m'\ . . 
die  Massen  der  aufeinander  folgenden  Kugeln,  /2, 22',  S^\  B!", . .  die  Aktionen 
und  Beaktionen  der  aufeinander  folgenden  Kugeln  und  der  Bohre  auf 
einander  zur  Zeit  t.  Ferner  sei  ii  die  Masse  der  Bohre,  &  der  Winkel, 
durch  welchen  sie  sich  innerhalb  der  Zeit  t  dreht,  juX;^  das  Trägheits* 
moment  der  Bohre  um  die  vertikale  Axe. 

Für  die  Bewegung  der  Bohre  besteht  die  Gleichung 

Die  Bewegung  der  einzelnen  Kugeln  bestimmt  sich,  wenn  {x,y)^  {^\y)y 
(ir",y"),  (a?'",y  "),..  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  ihrer  Schwerpunkte  zur 
Zeit  t  sind,  durch  die  Gleichungen 


Multiplizieren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (2)  mit  9,  die  zweite  mit  x 
und  subtrahieren  die  resultierenden  Gleichungen  von  einander,  so  folgt 

Weil  aber  x  =  rco8&^  y  =  r8tn&  ist ,  können  wir ,  die  Axe  der  x  so 
wählend,  dass  sie  mit  der  Anfangslage  der  Bohre  zusammenfällt^  schreiben 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich  durch  die  Gleichungen  (8),  (4) 

■»■^.(-••^=-^''-    »"r-C'"' 57) =-*'-" 

Mit  diesen  Werten  gebt  die  Gleichung  (1)  über  in 
Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 
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dt  dt 

d& 
Nehmen  wir  eo  als  den  Anfangswert  der  Winkelgeschwindigkeit  -j-  an,  so 

dt 

bestimmt  sich  die  Eonstante  O  durch  die  Relation 

fii^a)=  G  —  (m a*  +  ma^  +  m'a"^  -f  •  •  •) a>, 
und  erhalten  wir  damit  fOr  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Söhre 

Weiter  geben  die  Gleichungen  (2)  die  Relation 

d^x        d^y      ^ 

und  wenn  wir  f&r  w  und  y  ihre  Werte  in  r  und  &  substituieren 
Auf  demselben  Wege  erhalten  wir  durch  die  Gleichungen  (3) 

Die  Elimination  von  —  zwischen  diesen  zwei  Gleichungen  giebt 

,  d  V        d  V 

dt*     dt* 

dv  df 

Integrierend  und  beachtend,  dass  beide  -=-  und  -^  anfenglich  gleich  Null 

dt  cift 

sind,  wird 

,dr         dr         ,        dr      dr 

r-j-  =  r-r->    oder    —  =  —7-. 

at         dt  r         r 

Die  nochmalige  Integration  liefert  mit  den  Anfangswerten  a,a  von  r,r 

r       r         .         ,      a 
—  =  ->»    oder    r  ='  —  r. 
a      a  a 

Auf  genau  demselben  Wege  können  wir  zeigen,  dass 

„     a  ,„      a 

r  =---r,         r    =  — r, 

a  a 


Mit  diesen  Werten  geht  die  Gleichung  (5)  über  in 


(7) 


oder  ^^=  iilc*  +  2(ma*) 

dt  .      r* 

a* 
Jetzt  bekommen  wir  mit  Hilfe  von  (6)  und  (7) 
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a* 

df 
Multiplizieren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  -  - 1  integrieren  und 

d  t 

dr 
beachten,  dass  ,    =0.  wenn  r^^a  ist,  dann  finden  wir 

dt 

Ä'=  t,«  =  a,«(r«  -  a^)    ^ ^•' +  f  ("»"')  .  (8) 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  geben  uns  fQr  irgend  einen  bestimmten 
Abstand  der  Kugel  m  von  der  Rotationsaxe  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Bohre  und  die  Geschwindigkeit  der  Eugel  m  in  ihr.  Eliminieren  wir 
zwischen  (7)  und  (8)  das  Zeitelement  (2  ^  so  gelangen  wir  zu  der  Differential- 
gleichung der  Bahn  von  m  in  der  durch  die  Axe  der  Bohre  gehenden 
Horizontalebene  in  Polarcoordinaten,  dieselbe  ist 

fdr\^_.  2_^    ^._ öT 

\d^)  "^"^        ^^   fil'^  +  2(ma^)  ' 
Ähnliche  Besultate  bekommen  wir  offenbar  für  die  übrigen  Eugeb,  mit 
denen  die  Bohre  belastet  ist. 

Wenn  ju  =  0  ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  über  in 
dd^      a^  ^dr^^      ,  «        «.a« 


=  — sft>, 


r^^=ir>-a-)^,a,K 


Die  Elimination  von  dt  giebt  hier 

welche  Gleichung  integriert  giebt,  weil  ^  =  0,  wenn  r  =  a  ist, 

((Xß\  O' 

CO*  =  —  I,  —  =  008  &. 

tJ  r 

Für  die  Belation  zwischen  r  und  t  haben  wir 

1         rdr  ,  1  -/— ^ 5 

dt  = ,-       — >     also     e  =  — Vr*  — aS 

und  daher  T-^  =  1  +  a,«  ^8. 

Entsprechende  Gleichungen  lassen  sich  sofort  für  die  übrigen  Kugeln  an- 
schreiben, so  dass  die  Polargleichungen  der  Bahnen  sämtlicher  Kugeln 

a      a       a  ^ 

-  =  —  =  —/  =  •  •  •  =  <?o«  vf , 
r       r        r 
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womit  gefunden  ist,  dass  alle  Kugeln  sich  in  geraden  Linien,  welche  senk- 
recht auf  der  Anfangslage  der  Bohre  stehen,  bewegen;  ihre  Abstände  von 
der  Rotationsaxe  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  bestimmen  sich  durch  die 
Oleichungen 

—  ^   !l!  —  ü'l*  —  L.-  —  —1,2/2 

Glairaafc,  M^m.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1742,  p.  48. 
Daniel  BemonUi,  Möm.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Berlin,  1745,  p.  45. 
Ealer,  Oposcula  de  motu  corpomm  tabis  mobilibus  inclosorum,  p.  71. 
Walton,  p.  476. 

7.  Zwei  materielle  Funkte  von  den  Massen  m  und  m  sind  durch 
einen  unausdehnbaren,  über  den  Scheitel  einer  doppelt  geneigten  Ebene 
von  der  Masse  M  hinwegliegenden  Faden  verbunden  und  es  kann  sich 
dieser  Körper  frei  auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  bewegen.  Welche 
Kraft  muss  auf  den  Keil  wirken,  damit  das  ganze  System  in  einem  Statium 
relativen  Oleichgewichtes  sein  kann? 

Hier  lässt  sich  bequem  der  Keil  dadurch  in  deu  Buhezustand  ver- 
setzen, dass  wir  an  jedem  seiner  materiellen  Funkte  eine  Beschleunigung  <p 
angebracht  denken,  die  gleich  und  entgegengesetzt  derjenigen  des  Keiles 
ist.  Bezeichnet  P  die  verlangte  Kraft,  so  ist  für  die  Horizontalbewegung 
des  Keiles 

(M  -h  m  H-  m)  <f  =  P. 
Es  seien  a,  a  die  Horizontalneigungen  der  Keilseiten.  Auf  den  materiellen 
Punkt  m  wirkt  die  Kraft  mg^  d.  i.  sein  Gewicht,  vertikal,  die  beschleu- 
nigende Kraft  mif  horizontal,  folglich  ist  die  Spannung  des  Fadenteiles, 
an  welchen  m  geknüpft  ist,  gleich  m  {g  sin  a-h  g)C08a).  In  gleicher  Weise 
ergiebt  sich  für  die  Spannung  des  anderen  Teiles  des  Fadens  m{g8ina 
—  ip  cos  a).  Durch  Oleichsetzung  dieser  beiden  Spannungen  und  Bestim- 
mung von  ^  aus  der  gewonnenen  Oleichung  ergiebt  sich 

m  sin  a  —  m  sin  a 

(p  =  —f 1 ff^ 

m  cos  a -^  m  C08  a 

und  mithin  ist  die  verlangte  Kraft 

„       , , -.  ,  msin  a  —  m  sin  a 

P  =  ( Jf  +  7/H-  m)  —, j g. 

m  cos  Ä  -4-  m  cos  a 

Bonth,  Dynamics,  p.  153. 

8.  Ein  schwerer  Funkt  P^llt  auf  einer  glatten  geneigten  Ebene  AB 
herab  (Fig.  126,  S.  846),  welche  die  obere  Fläche  des  Körpers  BOA  bildet, 
und  es  kann  sich  der  Körper  frei  entlang  einer  glatten  horizontalen  Ebene 
OAJ[  bewegen.  Welches  ist  die  Bewegung  des  Punktes  und  des  Körpers, 
wenn  beide  beim  Beginn  der  zu  betrachtenden  Bewegung  in  Buhe  sind? 
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Es  sei  PM  senkrecht  vi  OX,  B  der 
Punkt  der  geneigten  Ebene,  welchen  der  mate- 
rielle Punkt  anfangs  einnimmt;  A  falle  mit  0 
beim  Beginne  der  Bewegung  zusammen.  Femer 
sei  OM^x,  PM^y,  0A=8,  AB=a,  BF-=e\ 
2iBAG  =  a,  Ä  =  der  Reaktion  der  Ebene  auf 
den  materiellen  Punkt,  ;n  =  der  Masse  des  schweren  Punktes,  IT  =  der- 
jenigen des  Körpers. 

Da  hier  nur  von  translatorischer  Bewegung  die  Bede  sein  kann,  so 
haben  wir  für  die  Bewegung  des  Systemes  die  Oleichungen 

du  d   sß  d  & 

—j=LBcosa—mg,  (1)     m-r-g  =  — jR«na,  (2)    Jf-j-g  =jB*ifia,  (3) 

tv V  et  l  CLZ 

und  die  geometrischen  Bedingungen 

y  z=i{a  —  a)  sin  a,  a?  =  «  -f-  (a  —  /)  cos  a.  (4) 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

d^y  .      d^s'  d^x      d^s  d^s' 

womit  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  übergehen  in 

d^s'  ^  ,-v        d^s  d^s 


m 


d  s  ^  ,.v        a^s  a's  .  .ßx 

7nsma^j-j^=^mg  —  licosa^  (o)     i^~^:^-^  mcosa-yj^=^ — Ksina,      \p) 


Nun  giebt  die  Addition  von  (8)  und  (6) 

d'^s  d^s' 

{M  -'"  »0  372  —  ^  <^os  a  -j-^  =  0.  (7) 

Weiter  multiplizieren  wir  (3)  mit  cosa,  (4)  mit  sina  und  addieren  die 
Resultate,  so  kommt 

Mcos  a  — 2  -h  m  sin^  a  -r-g  =  mg  sin  a.  (8) 

Die  Multiplikation  von  (7)  mit  sin^  a,  von  (8)  mit  cos  a  und  die  Addition 
der  resultierenden  Gleichungen  giebt 

(m  sin^  a  4-  M)  -70  =  mg  sin  a  cos  a.  (9) 

dt^ 

Indem  wir  diese  Gleichung  zweimal  integrieren  und  dabei  beachten,  dass 

zur  Zeit  ^  =  0,  «  =  0,  -^  =  0,  gelangen  wir  zu 

__  1  m sina  cos a       ^ 1      msin2a  ^  .-^. 

2msm^a  -h  M  4msin^a-hM 

Ferner  multiplizieren  wir  (8)  mit  (m-hM),  (7)  mit  M  cos  a  und  subtra- 
hieren die  letztere  der  resultierenden  Gleichungen  von  der  ersteren,  dann  wird 

/      •  e          Tir\^**'              .      /          >#^         ^**       gsina^m-^M) 
m(msin*a-h  M)-j-^  =:mgstnc€{m-h  M)*        -r-x  =     — .-« üT' 


Y.  Th.  Kap.  VI.  Keine  Reibung.  S47 

Die  doppelte  Integration  dieser  Gleichung  liefert,  wenn  wir  dabei  beachten^ 

da 
dass  znr  Zeit  <  =  0,  «'  =  0,  —  =  0  ist, 

dt 

,_  \{m  +  M)8ina  _^^ 

Pie  Gleichung  (10)  giebt  die  Lage  des  beweglichen  Körpers  und  (11)  die 
Lage  des  materiellen  Punktes  auf  der  geneigten  Ebene  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t. 

Der  Druck  R  auf  die  Ebene  geht  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (9) 
hervor,  derselbe  ist 

P        M    d^8  _^   mMgcoaa 
sin  a  dt^       m  «n*  a  -h  Jf 
und  sonach  eine  konstante  Grösse. 

Da  jetzt  s  und  /  bekannt  sind,   so  lässt  sich  nun  auch  mit  den 

Gleichungen  (4)  die  absolute  Bahn  des  Punktes  P  bestimmen.    Setzen  wir 

der  Einfachheit  halber  in  den  Gleichungen  (10)  und  (11) 

1      m8in2a           ,             l(m -\-  M)stna  .  . 

T r-ö Ti-  =0,  TT r-5 iTT  =  <?»     SO  ist 

folglich     y  =  (a  —  egt^) sin a,        o?  =  6^ ^^  4-  (a  —  cfft^) cos a. 

Aus  diesen  Gleichungen  haben  wir  die  Zeit  t  zu  eliminieren,  um  die  Glei- 
chung der  Bahn  des  Punktes  P  zu  erhalten.    Die  zweite  Gleichung  giebt 

j x  —  a  cos  a 

{b  —  0  cos  a)  g 
und  wenn  wir  diesen  Wert  von  i^  in  die  erstere  substituieren,  so  wird 

sina 

y  =  l {ab  — ex). 

b  —  ccosa 

Dieses  ist  aber  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  so  dass  sowohl  die 

Bahn  des  Punktes  auf  der  vorgeschriebenen  Fläche  als  auch  in  Wirklich* 

keit  eine  gerade  Linie  ist. 

Johann  BernoaUi,  Comment.  Acad.  Petrop.,  1730,  p.  11.  Opera,  Tom.  III^ 
p.  365.  Enler,  Opnscnla,  de  rootn  corpomm  tnbis  mobilibns  in- 
clnsornni,  p.  28.    Walton,  p.  480. 

9.  Ein  materieller  Punkt  befindet  sich  in  einer  dünnen  Bohre  APBr 
welche  mit  einer  ebenen,  vertikalen  Platte  ABC  fest  verbunden  ist.  Die 
Basis  B  C  dieser  Platte  ist  eben  und  kann  sich  frei  entlang  einer  Lini& 
OBCE  auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene  bewegen,  Anfangs  sind  der 
materielle  Punkt  und  die  Platte  in  Ruhe.  Welches  sind  die  Bewegungen 
des  schweren  Punktes  imd  der  Platte? 

Es  sei  (Fig.  127,  S.  848)  A  der  Ort  der  Röhre,  in  welchem  der 
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materielle  Punkt  plaziert  ist,  O  die  Anfangslage 
des  Punktes  B  der  Platte,  OB  =^s^  Bogen 
A  P  der  Köhre  =  * ,  wobei  P  die  Lage  des 
Punktes  zur  Zeit  t  ist.  PM±OE,  OM—x, 
c~F  PM=y^  y  =  der  Horizontalneigung  eines 
Elementes  der  Bohre  bei  P,  m  =  der  Masse 
des  materiellen  Punktes,  Jf=  derjenigen  der  Platte,  jB  =  der  Wirkung 
und  Gegenwirkung  zwischen  flöhre  und  materiellem  Punkte. 

Ffir  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  bestehen  die  zwei  Glei- 
chungen 


OB  M 

Figur  137. 


m 


d 


--^  =  —  Rsin(p,     (1) 


vn  ,  g  =  IC  cos  (p  —  wi  ^, 


(2) 


und  fQr  die  Translationsbewegung  der  Platte  haben  wir 

d^s 
Jf -,— 2  =  R  sin  q). 

Die  geometrischen  Nebenbedingungen  sind  hier 

dx=^ds  —  cos(pds\     (4)  dy  =  — sinq>ds\ 

Aus  (1)  und  (8)  ergiebt  sich 

d^  X      Tt^d^s     ^ 


(3) 


(5) 


dt^ 
welche  Oleichung  integriert  liefert 


dt^ 


wo  C  eine  willkürliche  Konstante  ist.    Mit  Hilfe  von  (4)  geht  diese  Glei- 
chung über  in 

(m  •+-  M)  -^  —  m  cos  qp  ^^  =  C. 


dt 


dt 


Aber  zur  Zeit  <  =  0  ist  ^  =  0  und  4^  =  0,  so  dass  auch  ö  =  0,  folglich 

dt  dt 


,         -^r^ds  ds       ^ 

(m  -h  M)  -j-  —  mcos(f-r-  =  v. 
dt  dt 


(6) 


Ferner  erhalten  wir  mit  (2)  und  (8) 


d^s  d^y 

Mcos  qp  -z— 2  —  m  sin  qp  ,  g  =  mg  sin  (^, 

und  daher  durch  (5) 

Mcosq)  ^  -^  -4-  mstnq^ylsinip  —  j  ^^mgsinq^. 

Aber  die  Differentiation  der  Gleichung  (6)  giebt 

d^s  m        d  /'         ds'" 


'8  rn  ur   z'  assy 

T^^ -i;;TM' dtv'"'^  Tt) 


80  dass  folglich 
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M  d  /'  ds\        ,       ä  /^  ,      ds\ 

m-^M      ^dt\      ^  dtJ  ^dt\      ^  dtJ      ^       ^ 

Die  Multiplikation  beider  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  -—  und  die  darauf 

dt 

folgende  Integration  giebt 

—  j  =^2g{m '\- M)! 8in(pd8\ 

Durch  diese  Gleichung  können  wir,  wenn  die  Gestalt  der  Röhre  und  daher 
die  Relation  zwischen  (p  und  8  bekannt  ist,  eine  Gleichung  zwischen  / 
und  t  erhalten. 

Mit  Hilfe  von  (6)  und  (7)  gelangen  wir  noch  zu  einer  Gleichung 
zwischen  8  und  ^,  dieselbe  ist 

d8      n/~2i'  i  f^^<P^^'    ,2 

dt      ^    m-hM  \m8in^q)-h  M) 

Das  Integral  J8in  gp  d  /,  welches  in  diesen  Formeln  vorkommt,  muss  offen- 
bar so  genommen  werden,  dass  es  verschwindet,  wenn  8  =  Q  ist. 

Glaiiant,  M^moires  de  TAcad^mie  des  Sciences  de  Paris,  1742,  p.  41. 
Enler,  Opnscnla,  de  mota  corpornm  tnbis  mobilibus  inclnsonun,  p.  48. 

10.  Eine  glatte  Rinne  ALA'  (Fig.  128)  befindet  sich  in  der  oberen 
Fläche  einer  vertikalen  Platte  ACBA\  welche  sich  auf  eine  glatte  hori- 
zontale Ebene  stützt,  und  kann  die  Platte  auf  dieser  Ebene  frei  gleiten. 
Wie  muss  die  Gestalt  der  Rinne  beschaffen  sein,  damit  ein  materieller 
Punkt  in  ihr  tautochron  schwingen  kann,  wenn  die  Zeit  einer  Oscillation 
gegeben  ist? 

Es  sei  L  der  tiefste  Punkt  der  Rinne,. 
LM  eine  vertikale  Linie  durch  X,  welche 
die  horizontale  Linie  PM  durch  den  Ort  R 
des  materiellen  Punktes  P  zu  einer  beliebigen 
Zeit  U  gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung 
an,  in  M  trifft,  PM=ix\  ML  =  y\  Bogen  LP=8. 

Durch  die  Gleichung  (7)  des  vorhergehenden  Problemes  erhalten  wir, 
wenn  wir  -— d«'  an  Stelle  von  d«'  setzen  und  im  Übrigen  die  dortigen 
Bezeichnungen  beibehalten, 
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j  j  /  —  I »in mds  .2 

^  =  -~V2^(mH-itf)       /,  \\ 

dt  ^    ^^  Mm«n*^-f-Jfl 

Aber  es  ist  — /sinq>ds'=Jc — y\  wo  ä  den  Anfangswert  von  y' bezeichnet, 
folglich  1 


m 


und  daher,  wenn  %  die  Zeit  einer  halben  Schwingung  bezeichnet, 

►0  ds 


\m 


l__   /  -M=yrn(^J\\Mdy'.         (1) 


Diese  Grösse  muss  infolge  der  Bedingung  der  Aufgabe  von  Tc  onabh&ngig 
«ein.    Es  muss  deshalb 

Ton  der  nullten  Dimension  in  y'  und  Tt  sein,  daher  muss 

dl 

von  der  —1*^  Dimension  in  Je  und  y  sein.    Aber  es  ist  klar,  dass 

Jten 

Je  nicht  enthält,  folglich  muss  dieser  Ausdruck  von  der  — ^     Dimension 
in  y  sein  und  mithin,  wenn  a  eine  gewisse  konstante  Grösse  bezeichnet, 


dy 


y-(^o-*=--  « 


(?a?'  _  t/^  "*"  ^  7/2a  —  y^ 
~dy''^^  ~M       '^        y 

wo  2  a  2= gesetzt  wurde.    Durch  Integration  erhalten  wir  jetzt  als 

I»  -h  Jtf 

•Gleichung  der  Curve 


.'=  /^  [  V2^7=7"'  +  a  arc  (co,  =  ^)}.  (3) 

Die  gesuchte  Curve  ist  sonach  eine  verlängerte  Cycloide,  welche  mit  der 
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gemeineD  Cycloide  konstruiert  werden  kann,  da  der  Abstand  eines  jeden 

Curvenpunktes  von  der  Axe  in  dem  Verhältnisse  Vm+Jtf':Vj|f  wächst. 
Weiter  erhalten  wir  durch  (1)  und  (2) 

et  1  dv  ncc 


womit  sich  ergiebt  o  -  _2 


_2gv^ 


«*=^^£f-('«  +  J^). 


ia  =  — Tin-— — T"'         ^  —  — ä" 


und  daher  ist 


Mithin  kann  die  Gleichung  (3)  geschrieben  werden 

x'=Y  -^{V  -~^y-y  '^'-,arc{coe  =  ^^^^)j- 

Euler,  Opuscnla,  de  motn  corporom  tnbis  mobilibiis  inclasomm,  p.  51. 
Walton,  p.  484. 

11.  £in  materieller  Punkt  P  (Fig.  129)  f&llt  auf  einer  glatten,  geneigten 
Ebene  G A  herab,  welche  von  der  oberen  Fläche  einer  dünnen  vertikalen  Platte  GAE 
gebildet  wird.  Die  Platte  berührt  mit  ihrer  ganzen  tieferen  Fläche  eine  geneigte 
Ebene  OAEB  und  kann  anf  derselben  frei  herabgleiten.  Wie  ist  die  Bewegung  des 
materiellen  Pnnktes  nnd  diejenige  der  Platte,  sowie  der  Druck  des  materiellen  Punktes 
■auf  die  Platte  beschaffen,  wenn  beim  Beginne  der  Bewegung  die  Geschwindigkeiten 

^  des  materieUen  Punktes  und  der  Platte  gleich  Null  sind? 

Es  sei  G  die  Anfangslage  des  materiellen  Punktes  auf 

der  Platte,  0  diejenige  des  Punktes  A  der  Lamina,  2iBAC  =  a, 

BJ*  horizontal,  2iOBF=ß,   OA  =  s,  CP=8^,  22  =  dem 

verlangten  Drucke ,  m  =  der  Masse  des   materiellen  Punktes, 

P       M=  deijenigen  der  Platte,  t  =  der  vom  Beginn  der  Bewegung 

an  gerechneten  Zeit.    Damit  wird  gefunden  werden 

__  1    {tn-hMjsinß'hm  cos  g gtn  («  —  ß)  s/—l.   (»*-+- ^)^^ffCöS|?     2 

"  2  meiffia-hM  ^    '  2  *      msitßa-i-M  ^ ^    * 

„     m  Mg  cos  a  cos  ß 

m8in^a-\-M 
Euler,  ibid.  p.  35. 

12.  Eine  beliebige  Zahl  materieller  Punkte  P,  P,  P",  P", . . .  (Fig.  130)  kommt 
auf  einer  glatten  geneigten  Ebene  BA  herunter,  welche  von  der  oberen  Fl&che  einer 
dünnen  vertikalen  Platte  BAC  gebildet  wird.  Die  Platte  kann  frei  entlang  einer 
glatten  horizontalen  Ebene  OE  gleiten,  mit  welcher  ihre  ganze  untere  glatte  Fläche  in 

^ß  Berührung  ist.  Wie  ist  die  Bewegung  der  mate- 
riellen Punkte  und  diejenige  der  Platte  und  der  Druck, 
den  jeder  materielle  Punkt  auf  die  Platte  ausübt, 
beschaffen  ? 

Es  seien  12,  R,  R\  R'\  ...  die  Pressungen, 
m,  n»^  m"i  m'", ...  die  Massen  der  materiellen  Punkte 

pigtur  180.  -P»  -P'»  -P"'  ^"»  •  •  •    Femer  sei  0  ein  fester  Punkt  in 

der  Linie  OAGE,  B  ein  solcher  auf  der  geneigten 


ngnr  12», 


« 
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Ebene  AB,  BP  =  8y  Br=^,  BF'=8",...,  0A  =  8,  2iBÄG  =  a,  M=der 

Masse  der  Platte. 

Mit  Hinweis  auf  die  Aafgabe  8  werden  die  Resultate  gefunden 
2  Jtf -h »n2 a .  2(m)  2  M -h  stn^  a .  2 (w) 


:?  —  ^  — :?!!-:?!!!-       —       ^gco^a 

Die  Grössen  A,  B,  athta^h',  a",h'\  . ..  sind  willkürliche  Konstante,  welche  mit  Hilfe 
des  Anfangsznstandes  der  Bewegung  bestimmt  werden  müssen. 

Euler,  ibid.,  p.  40. 

13.  Wenn  eine  Kette  Yon  beträchtlicher  L&nge  von  der  Spitze  eines  Turmes 
so  herabhängt,  dass  ihr  tieferes  Ende  die  Erde  berührt,  und  dann  fallen  gelassen  wird» 
zu  finden  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Zeitmomente. 

Es  sei  X  die  L&nge ,  v  die  Geschwindigkeit  des  Teiles  der  Kette,  welcher  zu 
einer  beliebigen  Zeit  in  Bewegung  ist ,  a  =  dem  An&ngswerte  von  x  und  r  =  dem 
Halbmesser  der  Erde,  dann  wird  gefunden  werden 

^      as-f-r 

14.  Ein  dünner  hohler  Elng  mit  vertikaler  Ebene  enthält  eine  Perle  und  be- 
findet sich  auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene.  Wie  gross  ist  die  Schwingongs- 
periode  der  Perle^  wenn  sie  anfangs  nahe  an  dem  tiefsten  Punkte  des  Binges  li^? 

Wenn  a  den  Halbmesser  des  Ringes,  fi  seine  Masse  und  m  diejenige  der  Perl» 
bezeichnet,  so  wird  sie  mit  einem  mathematischen  Pendel  isochron  schwingen,  dessen 

Länge  gleich  — ist. 

Mackenzie  and  Walton,  Solutions  of  the  Cambridge  Promblems  for  1854. 

15.  Die  höheren  Enden  A,  B  zweier  gleicher,  gleichförmiger  Stäbe  AC,  BC 
sind  mittelst  kleiner  Ringe  entlang  einem  festen,  horizontalen  Stab  beweglich;  ihre 
tieferen  Enden  sind  bei  C  durch  ein  kleines  Chamier  verbunden.  Annehmend  C  be- 
finde sich  anfangs  mit  dem  festen  horizontalen  Stabe  in  Berührung,  su  finden  die 
Pressungen  auf  den  horizontalen  Stab  und  den  Druck  auf  das  Chamier  ttr  eine  be- 
liebige Lage  der  Stäbe  während  ihres  Niedersinkens. 

Es  sei  ^  die  Neigung  eines  der  Stäbe  gegen  die  Vertikale  zu  einer  beliebigen 
Zeit,  O  das  Gewicht  eines  jeden  Stabes,  dann  ist  der  Druck  eines  jeden  Ringes  auf 
den  horizontalen  Stab  gleich 

-i- ö  (11 -h  9  cos  2^), 
und  derjenige  auf  das  Chamier  gleich 
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16.  Zwei  solide  Cylinder  fiekllen  aus  der  Buhe  direkt  auf  den  FlAchen  zweier 
glatter,  geneigter  Ebenen  herab.  Über  den  gemeinsamen  Gipfel  der  beiden  Ebenen 
Iftuft  ein  dünner,  unelastischer  Faden,  welcher  unter  jedem  Cylinder  hinweggehend 
rund  um  den  centralen  Querschnitt  eines  jeden  der  Cylinder  gewunden  und  daselbst 
mit  seinen  Enden  befestigt  ist.  Zu  finden  die  Spannung  des  Fadens  und  zu  bestim- 
men, um  wie  Tiel  der  Faden  entlang  der  Ebene  am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  t  ge- 
gleitet ist. 

Bezeichnen  Oi,  0^  die  Gewichte  der  Cylinder,  a|,  a^  die  Neigungen  der  Ebenen 
resp.,  so  ist  die  verlangte  Spannung  gleich 

1  ^     ^  sin  ai-hsina2 

und  der  Weg,  welchen  der  Faden  gleitend  am  Ende  der  Zeit  t  zurückgelegt  hat, 

l^  Gl  sin  «1  —  G^sin  cc^    ^ 
T  Gi-hG2  ^ 

17.  Eine  kreisförmige  Bohre  liegt  auf  einer  glatten,  horizontalen  Ebene.  Eine 
in  die  Bohre  eingeschlossene  Kugel,  welche  einen  Durchmesser  gleich  demjenigen  eines 
Querschnittes  der  Bohre  besitzt,  wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  entlang 
der  Bohre  geworfen.  Zu  bestimmen  die  Bewegung  der  Bohre  und  der  Kugel,  sowie 
die  Grosse  des  horizontalen  Druckes  zu  finden,  welcher  durch  die  Kugel  auf  die  Bohre 
au^eübt  wird. 

Es  sei  a  der  Badius  der  Bohrenaxe,  m  die  Masse  der  Kugel,  m'  diejenige  der 
Bohre,  v  die  Wurfgeschwindigkeit  der  Kugel.  Der  Schwerpunkt  der  Kugel  und  Bohre 
wird  sich  mit  einer  zu  der  Wurfrichtung  der  Kugel  parallelen  Geschwindigkeit  be- 
wegen, welche  gleich  ist 

mv 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel  dreht  sich  um  den  genannten  Schwerpunkt  mit  einer 

Winkelgeschwindigkeit  — »  und  die  yerlangte  Horizontalpressung  ist  gleich 

mm'        „ 


Johann  Bernoulli  sagt  in  einem  Briefe  an  Euler  über  den  G^enstand  der  Be- 
wegong  der  Kugel  und  Bohre:  ^Quod  attinet  ad  problema  hoc,  miror  te  tam  magnifice 
de  eo  sentire,  ut  illud  vocare  audeas  argumentxmi  prorsus  noyum  et  adhuc  intactum, 
cum  tarnen  nihil  aliud  sit  quam  casus  particularis  tJieorematis  tritissimi  de  corpore 
▼el  systemata  corporum  plurium  gyrando  progrediente  super  piano  horizontali,  ubi  id 
semper  obtinetur  ut  commune  centrum  gravitatis  totius  systematis  progrediatur  in  linea 
lecta  et  quidem  yelodtate  uniformi,  dum  Interim  reliqua  pnncta  systematis  describunt 
sLDgula  aliquam  ex  cycloidibus  sive  ordinariam  sive  protractam  seu  contractam.  Haec 
te  monere  yolui,  Vir  Coleb.,  ne  te  praedpites  protrudendo  in  publicum  magna  pompa 
rem  quandam  leviculam,  quae  ansam  daret  inimids  tuis  (nam  et  tu  tales  habes,  prae- 
sertim  inter  scnrras  Anglicanos  qui  omnes  eztraneos  odio  prosequuntur)  carpendi  in- 
discriminatim  omnia  tua  elegantissima  inventa,  atque  hac  occasione  imprimis  in  te 
torquendi  Ciceronis  proverbium  Laureolam  in  mustaceo  querere''.  [Correspondance 
Matii^matique  et  Physique  de  quelques  c^Ubres  G^mdtres  du  XYIÜ^me  Sidcle  par 
P.  H.  Fuss,  Tome  II,  p.  84.] 

11—17.    Walton,  p.  486—490. 

F.  Kraft,  Pxobl.  d.  analyt.  Mechanik,  n.  28 
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Zweite   Abteilung. 

Bewegung  mit  Berflcksichtlgaiig  der  Beibungswiderstände. 
Die  sich  berflhrenden  Flächen  sind  ranh. 

Erster  Abschnitt. 

Bewegung  eines  einzelnen  Körpers. 

1,  Ein  homogener,  starrer  Kreiscylinder  bewegt  sich  auf  einer  voll- 
kommen rauhen,  geneigten  Ebene  infolge  der  Wirkung  der  Schwerkraft 
und  bleibt  dabei  seine  Axe  stets  horizontal.  Welches  ist  die  Bewegung 
des  Oylinders  und  der  Reibungswiderstand  zu  einer  beliebigen  Zeit  wäh- 
rend seines  Herabsinkens? 

Es  sei  (Fig.  181)  S  der  Schwerpunkt  des  Cylinders  in  einem  be- 
liebigen Momente  seines  Herabrollens,  O  J.  die  Bahn 
des  Berührungspunktes  H  des  Ereisschnittes  durch  S 
während  der  Zeit  t  herunter  die  geneigte  Ebene, 
OH—x^  a=  der  Horizontalneigung  von  OÄ^  &  = 
dem  ganzen  Winkel,  durch  welchen  sich  der  Cylinder 
Fignr  181.  um  sciuc  Axe  in  der  Zeit  t  auf  dem  Wege  des  Be- 

rührungspunktes H  von  O  bis  H  dreht,  a  =  dem  Halbmesser  des  Cylin- 
ders, k=  seinem  Trägheitsradius  um  seine  Axe,  F=  dem  Reibungs- 
widerstande zwischen  Cylinder  und  Ebene,  welcher,  weil  die  beiden  sich 
berührenden  Flächen  vollkommen  rauh  gedacht  sind,  als  genügend  ange- 
sehen wird,  um  ein  Gleiten  des  Cylinders  zu  verhindern,  M  =  der  Hasse 
des  Cylinders. 

Die  an  dem  Cylinder  wirkenden  Kräfte  sind  sein  Gewicht  und  der 
Widerstand  der  Reibung,  so  dass,  wenn  wir  ihre  Componenten  parallel 
und  senkrecht  zur  Falllinie  bilden,  für  die  translatorische  Bewegung  des 
Cylinders  parallel  zu  der  schiefen  Ebene  die  Bedingung  erfüllt  sein  muss 

M^^  =  Mgsina^F.  (1) 

und  für  die  Rotation  des  Cylinders  um  seine  Axe  haben  wir  die  Gleichung 

^,.^  =  ^«.  (2) 

Da  nun  der  Reibungswiderstand  so  gross  gedacht  ist,  dass  nur  ein  voll- 
kommenes Bollen  des  Cylinders  stattfinden  kann,  so  muss  ofTenbar  x=^ai^ 
sein,  wodurch  die  Gleichung  (2)  übergeht  in 

Mh^^^Fa\  (3) 
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folglich  bekommen  wir  durch  (1)  und  (3) 

d^  Oß 
{a^  +  *^)t78  ~  (jfigsina^ 

oder,  weil  im  vorliegenden  Falle  'k^z=.—a^  ist, 

d^x       2       . 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

-j-  =  -Q  gtstna  -f-  C,  x=-^gt^8tna  4-  Ct-h  D. 

dt        o  o 

da* 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  zur  Zeit  <  =  0,  -^-  =  0,  a?  =  0,  dann  sind  die 

at 

Integrationskonstanten  gleich  Null,  und  die  Bewegung  des  Gylinders  ist 

vollständig  durch  die  Gleichungen  gegeben 

d/V        2  1      ^2    .  a        ^        ff^^    '  ^A\ 

dt        o  o  *  ü        öa 

Die  Bewegung  des  Gylinders  herab  die  geneigte  Ebene  ist  mithin  eine 

gleichförmig  beschleunigte. 

Nun  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  f&r  die  Grösse 

des  Beibungswiderstandes 

^     MJc^  d^&      2Mgk^sma        1   ,^     . 

Ist  /i  =  dem  Coefficienten  der  gleitenden  Beibung,  dann  ist  F=fiMgco8a. 

Der  Gylinder  wird  denmach  nur  dann  vollständig  rollen,  wenn 

T,  -             ^2  Mg  k^  ein  a  ^    l    ^^     . 
fi  Mg  cosa  > ~-^ >-^Mg8ina, 

oder  tga<'^n, 

ist.     Wird  dieser  Bedingung  nicht  genügt,  so  bewegt  sich  der  Körper 
teils  rollend,  teils  gleitend. 
WaltoD,  p.  491. 

2.  Eine  homogene  Eugel  rollt  direkt  auf  einer  vollkommen  rauhen, 
geneigten  Ebene  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  herunter.  Welches 
ist  die  Bewegung? 

Es  sei  a  die  Horizontalneigung  der  Ebene,  a  der  Radius  der  Eugel, 
MTc^  ihr  Trägheitsmoment  um  einen  horizontalen  Durchmesser,  O  der 
Berührungspunkt  zwischen  Kugel  und  Ebene  beim  Beginn  der  Bewegung 
2ur  Zeit  ^  =  0,  ff  der  Berührungspunkt  zur  Zeit  t  (Kg.  131,  S.  354). 
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Den  Punkt  O  wählen  wir  als  Ursprung  rechtwinkeliger  Goordinaten,  die- 
FalUinie  Olf  als  Axe  der  x. 

Die  hier  thätigen  Kräfte  sind  das  im  Mittelpunkte  S  der  Eugel 
vertikal  abwärts  wirkende  Gewicht  derselben,  die  Reaktion  B  der  Ebene, 
in  H  rechtwinkelig  m  OH  wirkend,  und  der  in  H  entlang  HO  arbei- 

tende  Reibungswiderstand  F.    Die  EflFektivkräfte  sind   J^-r-y»  ^T^"^ 

wirkend  in  8  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  und  ein  Paar  MJc^-j-^r 

welches  bestrebt  ist,  die  Kugel  um  O  in  der  Richtung  HB  zu  drehen. 
Hier  ist  ^  der  Winkel,  welchen  irgend  eine  feste,  gerade  Linie  in  dem 
Körper  mit  irgend  einer  festen,  geraden  Linie  im  Räume  während  der 
Bewegung  macht.  Die  feste,  gerade  Linie  in  dem  KOrper  sei  der  Radius 
SB^  dessen  Endpunkt  B  ursprünglich  mit  O  zusammenfällt,  die  feste 
Gerade  im  Räume  die  Normale  zu  der  geneigten  Ebene,  dann  ist  &  der 
Winkel,  dm*ch  welchen  sich  die  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  in  der  Zeit  t 
gedreht  hat. 

Damit  sind  hier  die  Bewegungsgleichungen  des  Kugelmittelpunktes 

M^  =  Mg8ina  —  F,        (1)  M^  =  ^  Mgcosa -^  R.       (2> 

und  wenn  wir  Momente  um  H^  zur  Vermeidung  der  Reaktion,  nehmen,. 
80  ist  fOr  die  Rotation  der  Kugel 

jälÄ^-TTg  =  Mgasma  —  Ma-j-^f  oder  ä;*-ttj  =:^a«na  —  a  -tt^-  (3) 

Hierzu  kommen  noch  zwei  geometrische  Nebenbedingungen.      Weil  die 

Kugel  bei  H  nicht  gleiten  kann,  so  ist 

a?  =  a^,  (4> 

und  weil  dieselbe  sich  nicht  hüpfend  bewegen  kann,  so  ist 

y  =  a.  (5) 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  giebt 

dx_    d»  dflx_    d^  dy_  ^  —  a 

dt^'^dT  dt^'^'^dt^'  dt        '  dt^''^' 

d^d- 
Durch  die  Einführung  des  hier  sich  ergebenden  Wertes  von  ^  ^  ^^  ^^ 

Gleichung  (8)  erhalten  wir 

d^x      Jc^d^x  .  d^x  a^  .^,. 

2 

oder,  weil  k^  =  -=-a^  ist, 

5 

d^x       5       .  .^. 
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Die  Integration  dieser  Oleichung  giebt 

d  sß 

Ist  nun  zur  Zeit  <  =  0,  -3-7  =  0,  ä?  =  0,  dann  sind  die  Werte  der  In- 

iegrationskonstanten  C  =  0,  D  =  0,  daher 

dx  5  5  Q 

-j-=^v  =  ^g8inat^  a?  =  |^^wna^*,  (7) 

4.  h.  der  Schwerpunkt  S  der  Kugel  bewegt  sich  in  der  Richtung  der 
Falllinie  mit  einer  gleichförmig  beschleunigten  Geschwindigkeit. 

Mit  Bücksicht  darauf,  dass  -j\  =  0,  bekommen  wir  mit  (2) 

0  =  —  Mg  cos  a-h  Bf 

<l.  h.  der  Schwerpunkt  der  Kugel  besitzt  in  normaler  Bichtung  zur  schiefen 

Ebene  keine  Bewegung  und  ihr  Druck  auf  die  Ebene  ist 

B  =  Mg  eos  a.  (8) 

Die  Verbindung  der  Gleichungen  (6)  und  (1)  giebt 

5  .  2 

•-='Mffsina  =  Mgaina  —  jP,  oder  1^=  -=-  Mgnna^      (9) 

womit  der  Beibungswiderstand  bestimmt  ist,  welcher  sich  hier,  wie  bei 

•der  Bewegung  eines  Gylinders  unter  den  gleichen  umständen,  als  konstant 

herausstellt. 

Würde  sich  die  Kugel  auf  einer  glatten  Ebene  gleitend  bewegen, 

dann  würden  wir  als  Bewegungsgleichung  haben 

d^x 
-j^.^gsina, 

1  dx  ,      ,  1       .       a 

also  -j-  =  gainat^  x  =  -^g8inat^^ 

wenn  die  Bewegung  vom  Ruhezustande  aus  beginnt.    Dadurch  zeigt  es 

2 
sich,  dass  zwei  -=-  der  Bewegungscomponente  der  Schwerkraft  gebraucht 


5 


werden,  um  die  Kugel  zu  drehen,  und  -^  derselben  die  Bewegung  herab 

die  Ebene  bewirken. 

Es  ist  gebräuchlich,  die  Substitution  des  Wertes  von  Jc^  in  die 
Gleichungen  bis  zum  Ende  der  Untersuchung  zu  verschieben,  denn  dieser 
Wert  ist  oft  sehr  zusammengesetzt,  wir  haben  jedoch  hier  einen  anderen 
Vorteil.  Sie  dient  als  eine  Bewahrheitung  der  Zeichen  in  unseren  Grund- 
gleichungen, denn  wenn  die  Gleichung  (6')  gewesen  wäre 

d^x  a^ 
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hätten  wir  eines  Irrtums  in  der  Lösung  gewärtig  sein  müssen.  Es  ist 
klar,  dass  die  Acceleration  nicht  unendlich  gross  durch  irgend  eine  Alteration 
der  anfänglichen  Beschaffenheit  der  Kugel  gemacht  werden  kann. 

Eoath,  Rigid  Dynamics,  p.  109. 

3.  Eine  homogene  Eugel  rollt  auf  einer  anderen,  ToUkonunen  rauhen^ 
festen  Eugel  herab.     Welches  ist  die  Bewegung? 

Der  Mittelpunkt  der  unterstützten  Kugel  bewegt  sich  offenbar  in 

derjenigen  vertikalen  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  festen  und 

den  Ort  des  Mittelpunktes  der  beweglichen  Kugel  für  die  Anfanglage  geht. 

Es  sei  C  die  Lage  des  Mittelpunktes  der  beweglichen  Kugel  zu  einer 

beliebigen  Zeit  /,  a  ihr  Halbmesser,  O  der  Mittel- 
punkt der  festen  Kugel,  b  ihr  Halbmesser,  OB 
(Fig.  132)  der  vertikale  Halbmesser  der  festen 
Kugel,  OG  die  Centrale  der  sich  berührenden 
Kugelkreise,  q>  =  2(.B00,  F=  dem  Reibungs- 
widerstande im  Berührungspunkte  N  beider  Kugeln, 
R  die  Normalreaktion  daselbst,  M=^  der  Masse 
Figur  183.  der  Kugel  O. 

Durch  Zerlegung  der  an  der  Kugel  O  wirkenden  Kräfte  in  tangen- 
tialer  und  normaler  Richtung  zur  Bahn  von  C  gelangen  wir  zu  den  Be- 
wegungsgleichungen 

Ist  A  der  Punkt  der  beweglichen  Kugel,  welche  ursprünglich  mit  dem 
Punkte  B^  von  wo  aus  die  Bewegung  beginnen  soU,  zusammenfiel,  und  i^ 
der  Winkel,  welchen  die  gerade  Linie  CA  mit  der  vertikalen  macht,  so 
erhalten  wir  ferner,  Momente  um  C  nehmend, 

Wir  haben  nun  zu  beachten ,  dass  &  nicht  gleich  dem  2^AG0  genom- 
men werden  kann,  weil,  wenn  wir  CA  als  fest  in  dem  Körper  ansehen, 
die  Gerade  CO  nicht  fest  im  Räume  ist,  sondern  wir  bekommen  die 
geometrische  Bedingung 

a  (*  —  y)  —  ft  y.  (4) 

Zu  diesen  4  Gleichungen  tritt  keine  weitere  Bedingung  hinzu,  denn  die 
ünveränderlichkeit  der  Entfernung  der  Punkte  O  und  G  ist  schon  in  den 
Gleichungen  (1)  imd  (2)  enthalten. 

Die  Differentiation  der  Gleichung  (4)  giebt 


dt 


a 


dt 


dt^ 


a 
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Mit  diesem  Werte  von  — ,,-  geht  die  Gleichung  (3)  über  in 

dt 

d^w         o"        F 


y_ 


(5) 


dt*       a  +  b  Mk* 
und  sonach  wird  mit  (1)  und  (5) 

Fa*  .  F  ^  a«-ht'       ^     . 

k^  2 

F=  —2-j^^  ^9  sinif^-^  Mg  ein  ip.  (6) 

Diesen  Wert  des  Eeibungswiderstandes  in  (1)  substituiert,  giebt 

Multiplizieren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  -^  und  integrie- 

ren,  so  kommt 

r^^\^      n      ^^     9 
\dtj  7  a-^  b       ^ 

Mit  ^  =  0  ist  auch  «>  =  0,  -^  =  0,  daher  C  =  -= — ^ »  und  folglich 

^  dt  7  a  -h  0 

womit  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Centralen  OC  um  O  bestimmt  ist. 

Zu  demselben  Resultate  hätten  wir  auch  mit  Hilfe  des  Frinzipes 

der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  gelangen  können.    Die  lebendige  Kraft 

der  Kugel  G  ist  m\v*  -t-  ^^r^)" 

funktion  haben  wir  M  Igdy  —  Mgy,  wobei  y  den  vom  Mittelpunkte  C 

der  Kugel  in  der  Zeit  t  zuräckgelegten  vertikalen  Weg  bezeichnet,  welcher 
gleich  (a  +  ()(!  —  co»  ^)  ist,  so  dass 

JdUa  +  hy  C^)'-»-  ^■''(^)*|  =  2  Mgia  +  ft)(l  -co«y), 

Den  Druck  B  in  dem  Berührungspunkte  N  beider  Kugeln  finden  wir  durch 
die  Verbindung  der  Gleichungen  (2)  und  (7),  was  giebt 


f  wobei  v  =  (a  +  6)  -^'   Als  Kräfte- 

dt 
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R  =  Mg |<?o*  qp =- (1  —  cob  y)!»      .'.  22  =  -^ (17  cob  y  —  10).     (8) 

An  derjenigen  Stelle,  wo  die  Kugel  die  feste  Unterlage  verUssi,  ist  der 
Druck  Ä  =  0,  daher  haben  wir  für  diesen  Ort  die  Bedingung 

0  =  17  COB  9  —  10,         .'.  COB  y  =  Y=» 

ein  von  den  beiden  Halbmessern  der  Kugeln  unabhängiges  Besultat,  so 
dass  der  Winkel  des  Fahrstrahles  ftir  den  Punkt,  wo  beide  Kugeln  sich 
trennen,  bei  Kugeln  jeder  Grösse  derselbe  ist. 

Bonih,  Dynamics,  p.  111. 

4.  Eine  homogene  Kugel  bewegt  sich  auf  der  inneren  Fläche  emer 
vollkommen  rauhen  Kugelschale,  der  Mittelpunkt  der  Kugel  bleibt  stets 
in  derselben  vertikalen  Ebene,  welche  auch  den  Mittelpunkt  der  Schale 
enthält ,  und  es  ist  zur  Zeit  <  =:  0  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Kugel 
gleich  Null.  Welches  ist  die  Bewegung  dieser  Kugel,  wenn  nur  die 
Schwerkraft  wirkt? 

Es  sei  ABÄ  (Fig.  183)  ein  Vertikalschnitt  der  Schale  durch  ihreo 

X ^     X       Mittelpunkt   O,  hervorgebracht  durch  die 

V^^;^:;;^-^  /T  ^^^^'i  welche  den  Mittelpunkt  G  der  Kugel 
(\/\i/       stets  enthält,  OJL  ein  horizontaler  Halb- 

Nv  I    Vl^^  messer  der  Schale,  M  der  Berührungspunkt 

^^^-J ^  I  zwischen  Kugel  und  Schale  zur  Zeit  i,  B 

Figar  188.  die  Anfangslage  von  M.    Ziehe  die  Halb- 

messer OB,  OCM  und  lasse  CC  den  von  dem  Schwerpunkte  C  der 
Kugel  in  der  Zeit  t  beschriebenen  Kreisbogen  sein.  Nehme  2)1^0Jf=^, 
2i.Ä0B  =  a^  C'C=^B^  a=  dem  Radius  der  Kugel,  r=  dem  Halb- 
messer der  Schale ,  (p  =  dem  Winkel ,  welchen  die  Kugel  um  ihren 
Schwerpunkt  während  ihrer  Bewegung  von  B  bis  M  beschrieben  hat,  Jlf -=: 
der  Masse  der  Kugel,  F=  dem  Beibungswiderstand  zwischen  Kugel  und 
Schale  im  Punkte  M,  welcher  so  gross  gedacht  ist,  dass  nur  eine  rollende 
Bewegung  der  Kugel  vorhanden  sein  kann. 

Für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Kugel,  welche  nicht  alteriert 
wird  durch  die  Annahme,  dass  alle  äusseren  Kräfte  in  C  nach  ihrer  wirk- 
lichen Bichtung  thätig  sind,  besteht  nun  die  Oleichung 

Mj^=-^F'hMffcoB&,  (1) 

und  für  die  Bewegung  der  Kugel  um  ihren  Schwerpunkt 
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Mk'^  =  Fa.  (2) 

YoD  den  Punkten  B  und  M  ziehe  zwei  unbegrenzte,  gerade  Linien  BkB' 
und  MhT  tangential  an  den  Yertikalschnitt  der  Kugelschale;  entlang 
B  B"  messe  eine  Länge  B  m  gleich  der  Länge  des  Kreisbogens  B  M  ab, 
dann  denke  die  Kugel  rolle  aus  B  entlang  der  Strecke  Bm\  hierauf  sei 
Bm  dxi  BM  gedreht ,  so  dass  diese  Linie  allmählich  mit  dem  Bogen 
B  M  zusammenfällt ,  alsdann  ist  m  S^  sobald  als  m  mit  M  zusammen- 
trifft, eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  den  Kreis  A  MÄ  und  die  Kugel. 
Dadurch  ist  es  offenbar,  dass  sich  die  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  durch 
denselben  Winkel  gedreht  haben  wird,  wenn  sie  auf  dem  Bogen  BM 
herunter  rollt,  durch  welchen  sie  sich  drehen  würde  herunter  die  Gerade 
B  m.     Nun  würde  sich  die  Kugel,  wenn  sie  entlang  B  m  rollte,  um  ihren 

Mittelpunkt  durch  einen  Winkel  = =  —  (^  —  «)  drehen ,   und 

durch  Übertragung  von  m  auf  M  würde  sie  sich  durch  einen  Winkel 
gleich  dem  Winkel  SlcM=:^2i.B0M=^^  —  a  in  entgegengesetzter 
Sichtung  drehen.  Folglich  sehen  wir,  dass  der  ganze  wirkliche  Winkel, 
durch  welchen  sich  die  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  während  ihrer  wirk- 

liehen  Bewegung  von  B  bis  M  dreht,  gleich  ist  (^— a)=y.   Mit- 

CL 

hin  erhalten  wir,  fQr  <jp  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (2)  substituierend, 

Femer  zeigt  die  Geometrie,  dass 

*  =  (r~a)(*-«),  (4) 

wodurch  die  Gleichung  (1)  übergeht  in 

Mir  -  «)3^  =  —  •^■*-  Mgcoed^.  (5) 

Indem  wir  jetzt  F  zwischen  (8)  und  (4)  eliminieren,  bekommen  wir 

^^  ^^^^~d^'^      öT«  ^^  ""  "^  rfT«  "^  Mg  €09  ^, 

oder,  weil  im  vorliegenden  Falle  i2=:-r-a^  ist, 

d^^       5    gco8&  ,^. 

Multiplizieren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  -jj  und  integrie- 
ren hierauf,  so  folgt 
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KTt)  -^-^TT^z^' 

Mit  ^  =  a  ist  -TT  =  0,  daher  C=  — =r'^~— »  und  mithin 

dt  1  r  —  a 

(d^x ^  _  10      sind'  —  sina 
Tt)  -y^-    Tirä— 

sodass  (j~*)   '^~n'ff(^  —  a)(8inS'  —  sina). 

Bezeichnet  e'  die  Länge  des  Bogens  BM^  dann  ist 

d  8\  2        3  i^d&>.^       10    „    sind-  sin  a 


r^)  = 


\dtJ         7  '    ^       r-a 

womit  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  M  bestimmt  ist. 

Die  Orösse  des  Beibungswiderstandes  folgt  aus  den  Gleichungen  (3) 
und  (5),  es  ist 

^     MTc^,         ^d^d-      5  ,^   A;2       ^      2,^ 

Walton,  p.  492. 

5.  Eine  heterogene  Kugel  rollt  auf  einer  vollkommen  rauhen  hori- 
zontalen Ebene,  ihre  rotierende  Bewegung  findet  stets  um  eine  Momentan- 
axe  statt,  welche  senkrecht  zu  der  vertikalen  Ebene  durch  ihren  geome- 
trischen Mittelpunkt  und  ihren  Schwerpunkt  ist.  Wie  gross  ist  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Kugel  für  einen  beliebigen  Ort  in  ihrer  Bahn? 

Es  sei  (Fig.  184)  C  der  geometrische  Mittel- 
punkt, S  der  Schwerpunkt  der  Kugel  zu  der  Zeit  tj 
D  der  Berührungspunkt  des  Vertikalschnittes  der 
Kugel  durch  C  und  S  mit  der  horizontalen  Ebene, 
ODE  der  geradlinige  Ort  der  Berührungspunkte, 
CSÄier  Kugelhalbmesser  durch  S^  die  Linie  CD^ 
sowie  die  Gerade  S  M  senkrecht  auf  der  Ebene,  F  die  Grösse  des  Beibungs- 
widerstandes der  Ebene  in  der  Bichtung  Jl/0,  R  die  vertikale  Beaktion 
der  Ebene,  M  =  der  Masse  der  Kugel,  fc  =  ihrem  Trägheitshalbmesser  für 
eine  durch  8  gehende,  zu  dem  G  und  S  enthaltenden  Yertikalschnitte  senk- 
rechte Axe,  OM=x,  SM'^y,  CB  =  CÄ  =  a,  2(.ASM=2i,ÄCD=:^ip, 
CS  =  c. 

Die  Gleichungen  der  translatorischen  Bewegung  des  Schwerpunktes  S 
der  Kugel  sind 

^^="^'    ^^^        Jlf^'^^  =  Ä-Jlf(^,  (2) 

und  für  die  rotatorische  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  haben  wir  die 
Bedingung 
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Mk^j^-^FyRcsfrKp.  (3> 

Da  nun  nur  ein  Rollen  der  Kugel  stattfinden  soll,  so  ist  durch  die  Geo- 
metrie, wenn  b  den  Wert  von  a?  f ür  qp  =  0  bezeichnet, 

X  -h  €  sin  (p  =  6  -h  a  (jp, 
womit  wir  bekommen 
dx        dcp  d(f      d^x      ,  \d*(P  ,       .      /^dQ3\* 

Femer  giebt  uns  die  Geometrie  die  Belation 

y  =  a  —  C  cos  (jP, 

80  dass 

dy          .      d(p            d^y  .      d^w                    /^<P\^ 

dt              ^  dt             dt^  ^  dt^                ^  KdtJ 

Die  Einführung  dieser  Werte  in  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  giebt 

and  wenn  diese  Resultate  in  die  Gleichung  (3)  substituiert  werden,  so  folgt 

i      .       d^cp  /dq>\^         ) 

—  08mq>{c8tn<p-T-^  -h  cco8q>l-^  \  -hgh 

welche  Gleichung  in  vereinfachter  Gestalt  lautet 

(a*  H-  4*  -f-  (?*  —  2ac cos g>)  —-^  -f-  a  csin qp  ( -tt  j  =  ^  Cgsin  gp. 

dw 
Multiplizieren  wir  mit  2  ^  und  integrieren,  so  kommt 


j         2 

(a^  4-  Ä^  -*-  c^  —  2 a c cos cp) T-^^  =  C -h  2cffcos gp. 

Ist  e  =:  0,  wenn  9  =  0,  und  to  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  um  Sy, 
so  wird 

(a«  4- Ä«  H- (?2- 2aö<r(>^r(p)(^y=  j(a~  c)2  4- Ä;«j(ö2— 2  c(7(l  —  cö*(p^^ 

womit  die  Winkelgeschwindigkeit  um  S  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  als 
Funktion  des  ganzen  beschriebenen  Winkels  bestimmt  ist. 

Ealer,  Noya  Acta  Acad.  Petrop.  1783,  p.  119.    Walton,  p.  494. 

6.  Eine  Kugel  besitzt  eine  sphärische,  mit  Wasser  gefüllte  Höhlung 
und  rollt  auf  einer  vollkommen  rauhen ,  horizontalen  Ebene.  Welches  ist 
die  Bewegung,  wenn  der  Berührungspunkt  von  Kugel  und  Ebene  eine 
gerade  Linie  beschreibt? 
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Es  seien  M  und  m  die  Massen  der  Kugel  und 
des  Wassers,  a  und  l  die  Badien  der  zwei  sphäri- 
schen Flächen,  C  und  J.  (Fig.  135)  ihre  Mittel- 
punkte, und  es  sei  GA=^  c. 

Die  durch  die  Mittelpunkte  C  und  A  beider 
sphärischen  Flächen  gehende  vertikale  Ebene,  in 
welcher  sich  diese  Punkte  bewegen,  schneide  die 
horizontale  Ebene  in  der  Geraden  0X^0  sei  der  Ursprung  des  Goor- 
-dinatensystemes ,  O  F  JL  0  X  die  Ordinatenaxe ,  ON=x^NG=a  seien 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  C,  endlich  sei  2i.N0A=^d-=^A^m 
Winkel,  durch  welchen  sich  die  Kugel  während  der  Zeit  t  dreht,  O  der 
Anfangspunkt  der  Bewegung  des  Berührungspunktes  N  zwischen  Kugel 
und  Ebene. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Kugel  und  das  Wasser  von 
derselben  Dichtigkeit  sei.  In  diesem  Falle  ist  C  der  gemeinschaftliche 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systemes  und  können  wir  Momente  um  denselben 
als  einen  festen  Punkt  nehmen.  Weil  die  Fläche  der  sphärischen  Höhlung 
als  vollkommen  glatt  vorausgesetzt  wird,  das  Wasser  anfangs  in  Buhe  ist, 
so  wird  dasselbe  keine  Botation  um  A  besitzen  und  seine  Winkelgeschwin- 
digkeit gleich  Null  sein.    Die  Bewegungsgleichungen  des  Systemes  sind 


daher 


Mh^ 


mc 


2 


d^& 
dt^ 


^Fa. 


(^■^-)^=-^' 


(2) 


(ilf-Hm)^  =  0, 


(1> 


(8) 


und  die  geometrischen  Nebenbedingangen 


ix _    d^ 
~dt~'^'dt' 


^=«. 


(4) 


yrohei  Mk^  =  hM+m)a^  —  mic^ +  ^b')  ist. 

o  o 

Aas  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (4)  ergiebt  sich 

d^»      .      ,    ,      d*» 


d» 


jjfÄ«  +  mc«  +  (3f+m)a*)^^  =  0,     d.h.     ^=0,     ^  =  C. 


Jetzt  folgt  mit  (2),  (3)  und  (4) 


d'x 


=  0, 


dx 


=  (7i,      x  =  Cit^ 


y 


=  0, 


dy  _ 


=  0,      y^a. 


rft«"^'       dt~~^''      •^->^iv,       ^^2       -       dt 
Daraus  geht  hervor,  dass  sich  die  Kugel  mit  gleichförmiger  Oeschwindig- 
Iceit  bewegt. 

Zweitens  nehmen  wir  an,  dass  die  Kugel  und  das  Wasser  von  ver- 
schiedener Dichtigkeit  seien.  In  diesem  Falle  sei  S  der  in  CA  liegende 
gemeinschaftliche  Schwerpunkt  und  CS  =  h.  Dadurch,  dass  wir  Momente 
um  C  nehmen,  erhalten  wir 
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d^d-  d^d'  d^nc 

Ferner  ist 

und  die  geometrischen  Bedingungen  sind 

Indem  wir  F  und  x  aus  diesen  Gleichungen  eliminieren,  gelangen  wir  zu 
j^7c«+me«H-(Jf-hm)a2  — 2(Jlf-f-m)aÄ(?o«i^)^^ 

-b  iiM-h  m)ah8in&(a^  =  —  2(Jlf -♦- m)^A«m^, 

d& 

wo  -TT  =  0)  gesetzt  wurde.    Die  Integration  der  beiden  Seiten  dieser  Qlei-^ 

Cv  t 

chung  giebt 

so  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel  bestimmt  ist. 

Ist  zur  Zeit  <  =  0,  «  =  0,  d  =  0,  dann  wird  (7  =  —  2  (M-\-m)ffhr 
mithin 

(^^r^^^  -ba^  —  2ahcos&\a>^  =  2  (Jf -+-  m)ffh{co8l^—  1). 

Bei  dieser  Untersuchung  haben  wir  vorausgesetzt,  dass  die  Engel  nicht 
hüpfen  kann.  Besitzt  die  Flüssigkeit  dieselbe  Dichtigkeit  wie  die  Kugel^ 
dann  hat  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  beider  keine  vertikale  Be- 
wegung, der  Druck  auf  die  horizontale  Ebene  ist  stets  =  (Jf+m)^,  stets, 
positiv,  so  dass  in  diesem  Falle  überhaupt  kein  Hüpfen  stattfinden  kann. 
Wenn  aber  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  nicht  mit  dem  Mittelpunkte- 
der  Kugel  zusammenfällt,  dann  ist 

wo  R  den  Druck  auf  die  Ebene  bezeichnet.     Aus  diesen  Oleichungen  er- 

giebt  sich 

d5_  ^d^^_      R                 d^&_^     R            >v 1^_ 

dt^~  """^     dt^^M-^m      ^'      dt^^Kin^  ^Jhcoei^' 

d^d^ 
R=  {jicos & -j-^  -\-  g){M  -^  m\ 

wodurch  R  als  Funktion  von  &  bestimmt  ist.  Wenn  die  Bewegung  sehr 
langsam  ist,  so  kann  offenbar  R  nicht  negativ  werden  und  wird  die  Kugel 
nicht  hüpfen.  Geht  dagegen  R  durch  Null  ins  Negative  über,  dann  wird 
die  Kugel  die  Ebene  verlassen  und  der  Schwei'punkt  eine  Parabel  be- 
schreiben. 
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7.  Ein  Pendel  von  beliebiger  Gestalt  ist  an  einem  soliden  Kreis- 
-cylinder  befestigt,  welcher  die  Drehaie  bildet  Die  Axe  befindet  sich  in 
horizontaler  Lage  innerhalb  eines  hohlen,  horizontalen,  festen  Kreiscylinders 
von  grösserem  Durchmesser  und  mit  vollkommen  rauher  Oberfläche.  Der 
hohle  Cylinder  besitzt  einen  Schlitz,  durch  welchen  das  Pendel  hängt. 
Voraussetzend,  die  Anfangslage  des  Pendels  befinde  sich  sehr  nahe  bei 
-einer  Gleichgewichtslage,  zu  finden  die  Länge  eines  isochronen  einfachen 
Pendels. 

Es  bezeichne  n  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Pendels  und  seiner 
Axe,  beide  als  eine  Masse  angesehen,  in  einem  beliebigen  Augenblicke  der 

Bewegung.  O,  c  (Fig.  136)  seien  die  Mittelpunkte  der 
Kreisquerschnitte  des  hohlen  und  des  soliden  Gjlinders, 
gemacht  von  einer  vertikalen  Ebene  durch  n.  Die 
vertikale  Gerade  OÄ  und  die  gerade  Linie  cn  mögen 
sich  in  /  schneiden,  nj?  schneide  rechtwinkelig  die 
Linie  OÄf,  welche  den  Punkt  A  des  Ereisschnittes 
MAN  trifft.  Ziehe  die  Gerade  Oca,  wobei  a  der 
Berührungspunkt  beider  Cylinderquerschnitte  ist  e  sei 
Fl   T 186  ^^^  Berührungspunkt  des  Schnittes  des  soliden  Cylinders 

in  seiner  tiefsten  Lage  und  des  Schnittes  des  hohlen 
Zylinders,  so  dass  der  Bogen  A  a  gleich  dem  Bogen  a  ^  ist.  Es  sei  femer 
Op=a!,  np=y^  ce=^b=^ca^  AO=^a=  Oa^  q>=^  2i.cfO^  ^=^2(.A0ay 
-cn=:cj  ß  =  2(,ecfj  üf  =  der  Masse  des  Pendels  und  seiner  Axe  zusammen, 
jk  =  dem  Trägheitsradius  um  n  für  Pendel  und  Axe  als  eine  Masse,  R 
=  dem  Drucke  des  hohlen  Cylinders  auf  den  soliden  Cylinder,  F  =  dem 
Beibungswiderstande  an  der  Berührungsstelle  beider  Cylinder  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  an  den  Bogen  aN. 

Zerlegen  wir  die  an  dem  Systeme  wirkenden  Kräfte  in  vertikaler 
und  horizontaler  Bichtung,  so  erhalten  wir  für  die  translatorische  Bewegung 
-des  Schwerpunktes  n  die  Gleichungen 

if^  =  Mg  —  Rco8&  —  F8in^,     Jf-^^  =  —  Ä«n;> -+-  Fcoed^. 

Für  die  rotierende  Bewegung  des  Systemes  um  den  Punkt  n  besteht  die 
Beziehung 

Weil  nun  ^  und  (p  kleine  Winkel  sein  sollen ,  so  können  wir  bei  der  Ent- 
wickelung  von  sin  {&  -h  tp)  und  cos  (^  -h  y)  in  Reihen  die  zweiten  und 
höheren  Potenzen  von  0-  und  ^  vernachlässigen,  wodurch  diese  Gleichungen 
übergehen  in 


V.  Th.  Kap.  VI.  Reibung.  867 

Ifjb«^  =  -Rci9  +  g>)  +  Fic-b). 

CL  Z 

Indem  wir  nun  B  und  F  zwischen  den  vorstehenden  Gleichungen  eliminieren 
und  dabei  nur  kleine  Grössen  erster  Ordnung  berücksichtigen,  gelangen  wir 
zu  der  Bewegungsgleichung 

lc^^^  +  cg{»  +  9)  =  (^^+g»yc-b).  (1) 

Die  Geometrie  zeigt,  dass 

yz={a  —  b)sind'  —  c  sin  gt  =  (a  —  b)^  —  <?  y , 
daher  ist,  wenn  wir  der  Kürze  halber  (a  —  &)  =  ^  setzen, 

welcher  Wert  die  Gleichung  (1)  macht  zu 

Weil  nun  hier  kein  Gleiten  stattfindet,  so  können  wir  auf  ganz  demselben 
Wege  wie  in  dem  Probleme  4  zeigen,  dass 

(9  +  /S)  =  ^*  =  |*, 

ist,  wo  {(f  +  ß)  offenbar  der  ganze  von  dem  soliden  Gylinder  um  seine 
Axe  beschriebene  Winkel  ist,  durch  den  er  sich  bei  dem  Bollen  von  a  bis  Ä 
dreht.     FolgUch  bekommen  wir  mit  (2) 

Setzen  wir  jiAiA^ib'  + ee)q, +—^  =  ^(b'  +  oe)tb,  so  ist  ^=??. 

e  ^         e         e  ^  dt'      dt' 

und  die  Gleichung  geht  Ober  in 

Bezeichnen  wir  nun  endlich  mit  l  die  Länge  eines  vollkommenen  mit  der 
Periode  von  g>  und  daher  von  xp  isochronen  Pendels,  so  ergibt  sich 

^j*«  +  (c  — 6)2|       (a— ft)j*2+(tf  — 6)2J 

"^  b^-^ce  "^         W+'e  (a  —  b) 

Eoler,  Acta  Acad.  Petrop.  1780,  P.  2,  p.  164.    Walton,  p.  496. 
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8.  An  den  Endpunkten  Ä  und  B  (Fig.  137)  eines  gleichförmigen 
Stabes  AB  befinden  sich  zwei  kleine  Ringe,  die  über  den  horizontalen 
Stab  O  X  und  den  vertikalen  Stab  O  Y  geschoben  sind,  so  dass  der  Stab 
AB  während  seiner  Bewegung  stets  mit  den  Stäben  OX^  OT  mittelst  seiner 
Enden  in  Berührung  bleiben  muss.  Der  Beibungswiderstand  zwischen  den 
Enden  des  beweglichen  Stabes  und  den  festen  Stäben  ist  gleich  dem  Nor- 
maldrucke von  jedem.    Welches  ist  die  Bewegung  des  Stabes? 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Stabes  A  B, 
SHJLOX,  OH  =  x,  SH  =  y,  AS  =  a—BS, 
2i.BA0  =  ^,  iZi,  222  seien  die  normalea 
Reaktionen  der  Stäbe  OX^  OT,  also  auch  J^i « 
222  die  Reibungswiderstände  entlang  XO,  OTy 
endlich  bezeichne  M  die  Masse  des  Stabes  ABy 
k  seinen  Trägheitshalbmesser  um  S. 

Damit  haben  wir  für  die  Bewegung  des 
Stabes  J.JB  die  drei  Gleichungen 

(2) 


d^& 


—  2^2  —  2Ji ,       (1) 


Mk^-z-^  =  (222  —  22i)  acM  ;>  -h  (22i  -f-  222)  awn*. 


(3) 


Die  Werte  von  iJg  —  Bi   und  Bi  +  Bg  aus  (1)  und  (2)  in  (3)  sub- 
stituiert, giebt 


Jfc« 


dt* 


=  a  cos  & 


Es  ist  aber 
daher 


dt* 
da  .    ö  dd' 


H- 


y  =  a  sin  &^ 


(i) 


dy  ^d& 


d*x 
dt* 


=  —  a  eoa  ^ 


Ci) 


2 


asin^ 


d*» 
dtj  dt* 


d^N« 


Die  EinfOhrnng  dieser  Werte  von  ^-f  und  ^  -^    in   die  Gleichung  (4) 


liefert 


*• 


d*» 
dt* 


-d* 


-t-o«^-^^  —agrin&, 


oder,  indem  wir  die  Abh&i^igkeit  der  Variablen  vertauschen, 

d*t 
la     d»«     ,       a*  .   _ 


r-V 

\d&J 


r 


dt 


8 


\d& 


) 
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Multiplizieren  wir  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  e  *'  \  so  wird 

d  il^J^\      _        ^,^ 


2 


\d») 


=  2  a  ^  ^  *'      sin  ^, 


und  wenn  wir  hier  die  Integration  vollziehen,  so  kommt 


2a> 


k^e'^^        _      .         /•'^'* 


cii\' 


—  C-\-2ag  fe^^'   Hned^.  (5) 

\d»J 

Auf  das  Integral  rechts  wenden  wir  teilweise  Integration  an,  wodurch  sich 

«rgiebt 

r—  h^        i2a^  \  ^-^^ 

Je^  sm»d&=  ^^^^    ^l   ~sin&  —  cos&}e^'      +  Ci, 

und  es  geht  damit  die  (5)  über  in 

Weil  nun  hier  a*  =  3  ä*  ist,  so  wird  einfacher 

Nehmen  wir  an,  dass  a  und  o)  gleichzeitige  Werte  von  &  und  -r-  sind, 

<lann  bestimmt  sich  die  Integrationskonstante  durch 

ß 

67    a  \  ' 

und  folglich  erhalten  wir 

womit  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  ^Ä  für  jede  Lage  während 
seines  Niedersinkens  bestimmt  ist. 

Walton,  p.  499. 

9.  Eine  homogene  Kugel  bewegt  sich  aus  dem  Zustande  der  Buhe 
auf  einer  rauhen,  geneigten  Ebene,  fQr  welche  der  Reibungscoefficient  fi 
ist,  herab.     Zu  bestimmen,  ob  die  Kugel  gleiten  oder  rollen  wird. 

Bezeichnet  F  den  ein  Rollen  der  Kugel  hervorbringenden  Reibungs- 
widerstand, a  die  Horizontalneigung  der  Ebene,  R  die  Reaktion,  so  ist 

7^        2  2 

nach  dem  zweiten  Probleme  -^  =  —tga.    So  lange  als  nun  -=-tga<Cfi, 

XV         7  7 

2 
erfolgt  die  Bewegung  wie  dort.     Wenn  aber  ii  <i  -^tga  ist,  so  wird  die 

7.  Kraft,  Frobl.  d.  analyt.  Mechanik.  II.  24 
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Kugel  beginnen  auf  der  geneigten  Ebene  zu  gleiten.  Für  die  dadurch 
entstehende  Bewegung  sind  die  Gleichungen 

-äf -T-g  =  Mg  stna  —  jti  B,  0  =  —  Mg  cos  a  -h  Ä, 

M a -j-^  -h  Mh^ -="2^  =  M gasin a, 

2 

welche  Belationen  mit  k^=z  —  a^  übergehen  in 

o 

It  =  Mg  cos  a,  -~^  =  g  (sin a  —  fi  cos  a),         -j-^  =  -^fi-^cosa. 

Vollziehen  wir  die  Integrationen  und  beachten  dabei,  dass  die  Bewegung 
der  Eugel  vom  Ruhezustande  aus  beginnt,  so  folgt 

^^         ^/  •  \  1     u«/  .  \ 

-T    =  <7  ^ («W  a  —  II  cos  a)^  a?  =  -^-^  <"  (sin a  —  picos  er), 

dd-  ^         ff  ^  «  5  (7     „ 

dt        2       a  A  ^  a 

Die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  der  Kugel  und  der  Ebene  ist 

dx        d&         ^^  ,  7  N 

2 

Weil  die  Annahme  bedingt,  dass  stets  fi<C-fj-tga  ist,  so  kann  diese  Ge- 
schwindigkeit niemals  gleich  Null  werden.  Daher  wird  die  Reibung  nie- 
mals in  rollende  Reibung  übergehen.  Die  Bewegung  ist  somit  vollständig 
bestimmt. 

Rontb,  Dynamics»  p.  125. 

10.  Eine  homogene  Kugel  rotiert  um  einen  horizontalen  Durch* 
messer  und  wird  behutsam  auf  eine  rauhe,  horizontale  Ebene  gebracht; 
der  ReibungscoefScient  ist  gleich  ju.  Welches  ist  die  daraus  entstehende 
Bewegung  ? 

Weil  die  Geschwindigkeit  in  dem  Berührungspunkte  von  Kugel  und 
Ebene  nicht  gleich  Null  ist,  so  wird  offenbar  die  Kugel  zu  gleiten  be- 
ginnen und  die  Bewegung  des  Kugelmittelpunktes  wird  in  einer  geraden 
Linie  erfolgen,  welche  zu  der  anfänglichen  Rotationsaxe  senkrecht  ist. 
Diese  gerade  Linie  wählen  wir  als  Abscissenaxe  und  bezeichnen  mit  &  den 
Winkel  zwischen  der  vertikalen  Richtung  und  dem  anfangs  vertikaleo 
Kugelhalbmesser.  Es  sei  ferner  a  der  Halbmesser  der  Kugel,  Mk^  ihr 
Trägheitsmoment  um  einen  ihrer  Durchmesser,  coq  die  anfängliche  Winkel- 
geschwindigkeit, B  die  Normalreaktion  der  Ebene. 

Damit  bekommen  wir  die  dynamischen  Gleichungen 
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Mj^  =  ttR,        0  =  Mg—B,        MJc^j^  =  -(i.Ba.       (1) 
woher  wir  nehmen 

T>  ,-r  d^^  <^**  5  ff 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  giebt,  da  znr  Zeit  ^  =  0,  ---  =  coq  ist, 

dt 

dw  äxh  5      ^ 

^7  =  '*^*'        17  =  "«-^*^^ 

Aber  es  kennen  offenbar  diese  Gleichungen  nicht  die  ganze  Bewegung  dar- 
stellen, denn  sie  würden  machen,  dass  die  Translationsgeschwindigkeit  des 

Eugelmittelponktes ,  -p'  kontinuierlich  wächst,  was  ganz  gegen  die  Erfah- 
rung verstösst.     Die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  der  Kugel 

und  der  Ebene  ist 

dx        d»  7        ^ 

welche  nach  einer  Zeit 

verschwindet.  In  diesem  Zeitmomente  wechselt  die  Reibung  plötzlich  ihren 
Charakter.  Ihre  Grösse  wird  nun  nur  genügen,  den  Berührungspunkt  in 
Buhe  zu  erhalten.  Bezeichnet  F  den  Reibungswiderstand,  welcher  dieses 
bewirkt,  so  werden  die  Bewegungsgleichungen  sein 

M^=F,        0  =  Mg-B,  Mh^^  =  -Fa,        (5) 

WOZU  noch  die  geometrische  Bedingung  kommt 

d^x        d^^ 
Differentiieren  wir  die  letzte  Gleichung  zweimal ,  so  folgt  -^-g  =  a  -r-^  J 

d'^x 
führen  wir  diesen  Wert  von  -r-g  in  die  erste  der  dynamischen  Gleichun- 
gen ein  und  verbinden  die  resultierende  Gleichung  mit  der  zweiten,  so 
kommt  F(a^  -+-  h^)  =  0,  d.  i.  F=-  0.  Dieses  zeigt,  dass  keine  Reibung 
nötig  ist,  um  den  Berührungspunkt  der  Kugel  in  Ruhe  zu  erhalten,  wes- 
halb auch  keine  mit  ins  Spiel  gezogen  wird.  Daher  wird  sich  die  Kugel 
gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  bewegen,  welche  sie  am  Ende  der 
Zeit  ti  erhalten  hat.    Substituieren  wir  den  Wert  von  ^  in  den  Ausdruck 
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doc  2 

für  — - 1  so  finden  wir,  dass  diese  Geschwindigkeit  gleich  -=-  a  «oo  ist.    Es 
dt  7 

geht  daraus  hervor,   dass  sich  die  Kugel  zuerst  mit  einer  gleichföiinig 

2      o) 
wachsenden  Geschwindigkeit  während  der  Zeit  -=-  a  — ^    und  sodann  mit 

einer  gleichförmigen  Geschwindigkeit  -i=-aa)o  bewegen  wird,  und  es  ver- 
dient beachtet  zu  werden,  dass  diese  Geschwindigkeit  von  dem  Reibungs- 
coefficienten  ^i  unabhängig  ist.  Wenn  die  Ebene  vollkommen  rauh  ist, 
so  ist  jti  unendlich  gross  und  die  Zeit  t^  verschwindet;  es  bewegt  sich 
alsdann  die  Kugel  gleich  anfangs  mit  einer  konstanten  Geschwindigkeit 
2 

In  dieser  Untersuchung  ist  das  Paar  der  rollenden  Beibung  ver< 
nachlässigt  worden.  Seine  Wirkung  würde  die  sein,  die  Winkelgeschwin- 
digkeit zu  vermindern.  Die  Geschwindigkeit  des  tiefsten  Punktes  der 
Kugel  würde  dann  nicht  mehr  gleich  Null  werden  und  es  würde  dann 
eine  kleine  gleitende  Beibung  nötig  sein,  um  diesen  Punkt  in  der  Ruhe 
zu  erhalten.  Nehmen  wir  an,  dass  das  Moment  des  Reibungspaares  durch 
fMg  gemessen  werde,  wo  /  eine  Konstante  bedeutet,  und  führen  wir 
dieses  in  die  dritte  der  Gleichungen  (5)  ein,  so  geht  dieselbe  über  in 

d^d'       F 
die  anderen  zwei  bleiben  unverändert.  Nun  ist  auch  M-^-^  =      »  also  wird 

dt^       a 

^^F=^^Fa-fMg,         F^^'l^^^fMg, 

_  afMg  ^  _  h^fMg 
a^-i-Äj«  7      a 

Wir  sehen  daraus,  dass  der  Reibungswiderstand  F  negativ  ist,  mithin 
auf  die  Bewegung  der  Kugel  verzögernd  einwirkt.  Die  Wirkung  des  Paares 
bringt  eine  Beibungskraft  ins  Spiel,  welche  allmählich  die  Kugel  in  den 
Buhezustand  überfahrt. 

Wenn  die  Kugel  sich  in  der  Luft  bewegt,  so  können  wir  wünschen, 
den  Widerstand  der  Luft  zu  bestimmen.  Der  Hauptteil  dieses  Wider- 
standes kann  leicht  exakt  durch  eine  am  Mittelpunkte  der  Kugel  an- 
greifende und  entgegengesetzt    ihrer  Bewegungsrichtung  wirkende  Kraft 

von  der  Grösse  Mß —  dargestellt  werden,  wo  v  die  Geschwindigkeit  der 

d 

Kugel  und  /9  eine  Konstante,  deren  Wert  von  dem  Widerstände  der  Luft 

abhängig  ist,  bedeutet.    Überdies  wird  hier  noch   eine  kleine  Reibung 
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zwischen  der  Eugel  und  den  sie  umgebenden  Luftteilchen  stattfinden,  deren 
Grösse  aber  nicht  so  genau  bekannt  ist.  Dieser  Widerstand  sei  darge- 
stellt durch  ein  Paar,  dessen  Moment  Jf/v^  ist,  wo  y  eine  konstante, 
kleine  Grösse  bezeichnet.  Die  Gleichungen  der  Bewegung  können  dann 
ohne  Schwierigkeit  gelöst  werden  und  es  wird  gefunden  werden 

arc  {tg-^vy  -jj-)  -  arc  \tg  -v^y  -j^) ^FZjTfcT-    ^> 

wenn  v^  die  Geschwindigkeit  der  Eugel  zur  Zeit  ^  =  0  bedeutet. 

Boath,  Dynamics,  p.  126. 

11.  Eine  homogene  Eugel  wird  direkt  eine  geneigte  Ebene  herunter 
mit  einer  Translations-  und  Botationsgeschwindigkeit  geworfen.  Die 
Botationsbewegung  im  Anfangspunkte  ist  dieselbe  wie  diejenige,  welche 
vollkommenem  Bollen  entsprechen  würde,  aber  bedeutender  an  Grösse. 
Welches  ist  die  Bewegung  der  Eugel,  wenn  die  CoSfficienten  der  stati- 
schen und  der  dynamischen  Beibung  zwischen  der  Eugel  und  der  ge- 
neigten Ebene  gegeben  sind? 

Es  sei  (Fig.  188)  OA  die  geneigte  Ebene,  C  die  Lage  vom  Eugel- 
centrum,  N  diejenige  des  Berührungspunktes  von  Eugel  und  Ebene  zur 
Zeit  t^  gerechnet  vom  Beginn  der  Bewegung,  ju  =  dem  CoefScienten  der 
dynamischen  Beibung  zwischen  Eugel  und  Ebene ,   a  =  dem  Halbmesser 

der  Eugel,  O  die  Anfangslage  des  Berührungspunktes 
iV,  0N=^8,  (p  =  dem  Winkel,  durch  welchen  sich  die 
Eugel  um  ihren  Schwerpunkt  in  der  Zeit  t  dreht, 
B  =:  der  normalen  Beaktion  der  Ebene,  M  =  der  Masse 
Figur  188.  der  Eugel,  a  =  der  Horizontalneigung  der  Ebene. 

Mit  diesen  Bezeichnungen  sind  die  Gleichungen  für  die  Bewegung 
der  Eugel 

Mj-^  =  Mffeina-hfiB,     (1)  Mk^j^  =  -fiaR.        (2) 

Da  der  Schwerpunkt  S  keine  Bewegung  senkrecht  zu  der  Ebene  besitzt, 
so  ist 

-B  =  Mgcosa, 

womit  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  übergehen  in 

ij^=^ff{9tna'h  ficosa),     (o)  k^ -~^  =  —  fiag cosa.        (4) 

Bezeichnet  vq  den  Anfangs  wert  der  Geschwindigkeit  des  Eugelmlttelpunktes 
in  der  Bichtung  der  Falllinie,  o)  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit 
der  Eugel  um  ihren  Schwerpunkt,  so  giebt  die  Integration  der  Gleichungen 
(3)  und  (4) 
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de  ,  .  .  ,      ,^.  dq>  ag  ,r«v 

--^VQ-hff^sina  +  ficoaajt^     (5)  — ^  =  o) — fi-j^cosaU.    (O) 

dt  dt  k^ 

Sobald  als  durch  das  Wachstum  von  t  ^r  =  €t-^  wird ,  wechselt  die  Be- 

dt         dt 

wegung  ihren  Charakter,  und  hören  dann  unsere  gegenwärtigen  Oleichungen 

auf,  anwendbar  zu  sein.    Dieser  Zustand  tritt  ein^  wenn 

^0  -^  ff  (^^n a  -h  fx cos a)t  =  a(o  —  fi-j-f-ooa a .  t, 
oder  <  =  -     -.-(«'"JZ^^^* =  «' 

f.ig{a^  -h  k^)  cos  a  -^-h^  g  sin  a 

ist.  Für  alle  Werte  von  i^,  welche  nicht  grösser  als  t'  sind,  erhalten  wir 
durch  (5)  und  (6),  wenn  wir  nochmals  integrieren  und  die  Werte  von  s 
und  q>  zur  Zeit  ^  =  0  ebenfalls  gleich  Null  annehmen, 

1  \      a.  n 

«  =  Vo  <  H-  -^  ff  (sin  a  -h  fi  cos  a)t^^         (p  =  (at  —  ^  /i  ^  cos  a  .  t^. 

Mit  diesen  Qleichungen  ergeben  sich  die  Werte  von  s  und  (p  am  Ende 
der  ersten  Periode,  wenn  wir  in  dieselben  t'  an  Stelle  von  t  einführen. 

Wenn  -zr-  =a-^  wird,  besteht  offenbar  in  diesem  Momente  zwischen 
dt         dt 

Kugel  und  Ebene  kein  Gleiten  und  daher  mus8,  ehe  dynamische  Reibung 

wieder  ins  Spiel  kommen  kann,  die  statische  Beibung  zwischen  Kugel  und 

Ebene  überwältigt  werden. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  dass  die  statische  Beibung  genügend  gross 

ist,  um  vollkommenes  Bollen  zu  sichern,  und  bezeichnen  mit  F  die  Tan- 

gentialreaktion  der  Ebene  gegen  das  Herabgehen  der  Kugel,  dann  sind  die 

Gleichungen  der  Bewegung 

Mj^,  =  Mgsma^F.     (1)  MJc^jf^=aF.  (2) 

Weil  hier  kein  Gleiten  stattfindet,  so  ist  es  klar,  dass 

dg>      ds  d^<p d^s 

sein  muss,  folglich  erhalten  wir  mit  (2) 

Mk^^;,  =  a^F 
dt- 

und  daher  mit  (1) 

(a*  +  Ä*)  ^2  =^a^ff  sin  a,  (3) 

mithin  auch  {a^-hh^)  ~r^  =^  agsina.  (4) 

Die  Integration  der  beiden  letzten  Gleichungen  giebt 


V.  Th.  Kap.  VI.  Reibung.  375 

de         ,      a^ff&ina  dq>         ,      ageina 

"WO  t7o',  (o  die  Werte  von^-»  -^  am  Ende  des  ersten  Teiles  der  Bewe- 

dt    dt 

^tmg  äind,  die  Zeit  vom  Beginne  der  zweiten  Periode  an  gerechnet  wird, 

und  offenbar  vq  =  a  co'  ist. 

Die  nochmalige  Integration  giebt 

wenn  8\ip  die  Werte  von  ^,9)  am  Ende  der  ersten  Periode  bezeichnen. 
Durch  (2)  und  (4)  bekommen  wir 

_  Mlc^d^q)  _  Mk^ffsina 

welches  der  erforderliche  Wert  des  statischen  Beibungswiderstandes  ist, 
am  vollkommenes  Rollen  während  der  zweiten  Periode  der  Bewegung  zu 
•erhalten. 

Ist  die  statische  Beibung  kleiner  als  dieser  Betrag,  dann  wiisl  die 
•dynamische  Reibung  anfangen  und  offenbar  hinauf  die  Ebene  zu  wirken 
beginnen.    Folglich  ist  für  die  Bewegung 

j-^  =  g{sina  —  fi€08a),     (a)       Tc^ -^  —  11  a  g  coe  a,  (ß) 

Wir  können  nun  leicht  zeigen,  dass  der  GoSfScient  von  g  in  dem  Aus- 

d^8 
•drucke  für  —-^  positiv  ist.    Für  den  zum  vollkommenen  Bollen  erforder- 

liehen  ReibungscoSfScienten  /  besteht  die  Beziehung 

^^  B^'Mgcosa'^  a^-hh^  ^''' 
und  weil  der  Wert  von  fi  kleiner  als  dieser  hypothetische  Wert,  so  haben  wir 

jU<-2 — T2^ff^^      und  daher      fi<.tga^      fi cos a  <C sin a. 

et    ~i     K 

Mit  (a)  und  (ß)  folgt 

ds         ,         ,  ,  .  dq>         ,         ag 

—  ==  ?;q  h-  ^  (sm  a  —  ft  eo8  a)  f,        -f-  =  w  -4-  jii  -Tg-  C08  a .  U 

dt  dt  IC 

Während  des  zweiten  Statiums  der  Bewegung  wird  j-:  — a-^»  d.  i.  die 

dt         dt 

Oeschwindigkeit  des  Berührungspunktes,  nie  gleich  Null,  bleibt  stets  positiv« 

Berftcksichtigen  wir,  dass  v^'  =  a «',  so  erhalten  wir 

ds        da>         /  .  öt^         .  . 

^  -  —  a  -^  =g  (8in  a  —  ficosa  —  jt*  772  <^^*  «)  ^> 

d  t  dt  rC 

a^  +  Ä«         /-     it*     .  A. 
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folglich  ist  die  Grösse  links  stets  positiv,  weil  diejenige  rechts  stets  positir 
ist,  die  Kugel  wird  im  Vergleich  mit  der  Translationsgeschwindigkeit 
immer  zu  langsam  rotieren,  um  vollkommenem  Rollen  entsprechen  za 
können. 

Bezeichnet  b  die  Länge  der  Bahn,  welche  die  Kugel  während  der 
zweiten  Periode  der  Bewegung  auf  der  geneigten  Ebene  infolge  des  Gleitens- 
zurflcklegt,  so  ist  noch 

ds       da         dw         ,  ,  a*4-Ä*         .  , 

s=^-^g  \8tn  a  —  jii  — ^2 —  <^08  a)  t^, 
Enler,  Acta  Acad.  Petrop.,  P.  11,  p.  181.  1781.    Walton,  p.  508. 

12.  Eine  sich  um  einen  horizontalen  Diameter  drehende,  homogene 
Kugel  befindet  sich  auf  einer  unvollkonunen  rauhen  Ebene,  die  parallel  zu 
diesem  Durchmesser  und  unter  einem  Winkel  arc  (tg  =  /li)  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  ist,  wo  ^  den  Co^fScienten  der  dynamischen  Beibung  be- 
zeichnet. Die  Bichtung  der  Botation  der  Kugel  ist  entgegengesetzt  der- 
jenigen, welche  dem  voUkommenen  Abwärtsrollen  entsprechen  würde.  Wie 
ist  die  Bewegung  der  Kugel  beschaffen? 

Indem  wir  die  bei  der  Lösung  des  vorhergehenden  Froblemes  an- 
gewendeten Bezeichnungen  beibehalten,  sind  hier  die  Bewegungsgleichungea 
der  Kugel: 

Aber  es  ist  R  =  Mg  cos  a,  folglich  haben  wir  durch  die  Annahme 

d^s         ,  .  X       /v  j       d^(p  ag 

j^z=:g{stna'-fACosa)  =  0,       und       ^1=  -^-j^e  ^'ö*«- 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  in  Bezug  auf  t  giebt 

ds       -.  dw       ^,         ag  , 

d<  =  ^'        d7  =  ^-'*ifc*'""«'^' 

WO  G  und  C  willkürliche  Konstanten  bedeuten.    Beim  Beginne  der  Be- 
wegung ist  -^  =  0,  -^=-  w»  daher  C  =  0,  C'=  w,  mithin 

ds       ^  d(p  ag 

In  der  vorhergehenden  Untersuchung  haben  wir  vorausgesetzt,  dass  die 
Beibung  der  Ebene  auf  die  Kugel  die  Ebene  hinauf  wirke.    Dieses  wird 

aufhören  der  Fall   zu   sein ,   wenn  ^  +  a  -n '  oder  weil  -—  =  0 ,    wenn 

at         dt  dt 

•-^  =  0  wird.    Folglich  sehen  wir,  dass  für  eine  Zeit  gleich 
dt 
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fJiag  cos  a 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  stationär  bleiben  wird,  und  dass  am  Ende  dieser 
Zeit  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel  in  Null  übergeht. 

Ehe  wir  dazu  übergehen,  die  BeschafEenheit  der  Bewegung  des  Mittel- 
punktes der  Kugel  nach  dem  Ende  der  stationären  Periode  zu  untersuchen^ 
wird  es  nötig  sein,  den  Betrag  des  aufwärts  gerichteten  Reibungswider- 
standes zu  bestimmen,  welcher  erforderlich  ist,  um  die  Kugel  zur  Annahme 
einer  vollkommen  rollenden  Bewegung  zu  veranlassen.  Der  für  dieseik 
Zweck  erforderliche  ReibungscoefScient  (siehe  die  vorhergehende  Aufgabe) 
ist  gleich 

Aber  es  ist  jti  =  tg  a ,  übersteigt  mithin  die  erforderliche   Grösse.     Die 

Kugel  wird  denmach  fortschreiten,  die  Ebene  ohne  Gleiten  hinunter  zu 

rollen,  und  der  von  ihrem  Schwerpunkte  am  Ende  einer  Zeit  2,  von  dem 

Schlüsse  seines  stationären  Intervalles  an  gerechnet,  beschriebene  Weg  wird 

gleich  sein 

1      a«  «5 

2 
weil  Ä«  =  -—  a^  ist.     Auch  ist  mit  diesem  Werte  von  k'^  die  Grösse  des^ 

ö 

stationären  Intervalles 

2    a  0) 


5  g  sina 
Eüler,  Acta  Acad.  Petrop,  P.  II,  p.  131,  1781.    Walton,  p.  507. 

13.  Ein  raaher,  gleichförmiger  Stab  befindet  sich  auf  einem  Tische  rechtwin- 
kelig zn  seiner  Kante,  über  welche  er  mehr  als  znr  H&Ifte  seiner  Länge  hinwegragt. 
Zu  bestimmen  y  ob  der  Stab  während  der  daraus  folgenden  Bewegang  auf  der  Eante- 
gleiten  wird. 

Wenn  2a  die  Länge  des  Stabes,  h  den  Anfangsabstand  seines  Schwerpunktes- 
▼on  der  Kante  und  ^  den  Co6fficienten  des  Beibongswiderstandes  bezeichnet,  so  wird 
der  Stab  beginnen  zn  gleiten,  nachdem  er  sich  dnrch  einen  Winkel  gedreht  hat,  dessen 
trigonometrische  Tangente  gleich  ist 

a2-|-9&2* 

14.  Ein  Rad  rollt  anf  einer  vollkommen  rauhen,  horizontalen  Ebene,  sein 
Schwerpunkt  ist  um  die  Strecke  c  von  seinem  Mittelpunkte  entfernt  und  sein  Halb- 
messer ist  gleich  a.  Die  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes,  wenn  der  Schwerpunkt 
Tertikai  unter  ihm  liegt,  soll  so  bestimmt  werden,  dass  der  Normaldruck  auf  die  Ebene- 
Null  sein  kann,  wenn  der  Schwerpunkt  vertikal  Aber  dem  Mittelpunkte  liegt.  Femer 
eoU  der  Beibungswiderstand  fflr  diese  zwei  Lagen  des  Schwerpunktes  und  der  Normal- 
druck, wenn  der  Schwerpunkt  vertikal  unter  dem  Mittelpunkte  liegt,  gesucht  werden. 
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Es  sei  k  der  Tr&gheitsradins  lür  den  Schwerpunkt,  F  der  Beibnngswiderstand, 
wenn  der  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt,  F'  derjenige,  wenn  er  sich  in  seiner  höchsten 
Lage  befindet,  E  der  Normaldruck,  wenn  der  Schwerpunkt  vertikal  unter  dem  Mittel- 
punkte liegt^  V  die  yerlangte  Geschwindigkeit,  dann  ist 

c  (a  —  c)*  +  je* 

Eine  vollständige  Discussion  der  rollenden  Bewegung  eines  Cylinders  auf  einer 

rauhen  Ebene  und  andere  interessante  Probleme  findet  der  Leser  in  einer  Abhandlung 

Yon  dem  Rev.  Henry  Moseley ,  in  the  Philosophical  Transactions  of  London ,  Part  II, 

for  1851. 

18  und  U.    Walton,  p.  513. 

Zweiter  Abschnitt. 

Bewegung  mehrerer  Körper* 

1.  Ein  homogener  Ereiscylinder  bewegt  sich  aus  der  Buhelage  auf 
einer  vollkommen  rauhen  Ebene  von  unendlicher  Ausdehnung,  welche 
sich  aus  einer  horizontalen  Anfangslage  mit  einer  konstanten  Winkelge- 
schwindigkeit um  eine  feste,  horizontale  Axe  in  ihr  selbst  dreht.  Die 
Berührungslinie  des  Cylinders  und  der  Ebene  ist  parallel  zu  der  Drehaxe 
der  Ebene  und  anfangs  fallen  beide  zusammen.  Wie  ist  die  Bewegung 
4es  Cylinders  beschaffen? 

Es  schneide  (Fig.  139)  eine  vertikale  Ebene  durch  den  Schwerpunkt 

C  des  Cylinders  und  senkrecht  zu  der  ümdrehungs- 
axe  die  sich  drehende  Ebene  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t  in  der  Geraden  OJ.,  OX  sei  die  Anfangs- 
lage von  OÄ.  Ziehe  CL^  ON  rechtwinkelig  zu 
Ojr,  OÄ.  Ferner  sei  OL=Xy  CL=^y,  ON=^r, 
Figur  189.  (jjv^— ^^  ^ -_  ^gj.  Winkelgeschwindigkeit  von  OA 

um  O,  2^Ä0JL  =  a)t^  A*  =  dem  Trägheitshalbmesser  des  Cylinders  um 
seine  Axe ,  R  =  der  noimalen  Reaktion  der  Ebene  in  der  Richtung  N  C» 
T  =  der  Tangentialreaktion  entlang  JV  O,  ^  =  dem  Winkel,  durch  welchen 
der  Cylinder  sich  um  seine  Axe  in  der  Zeit  t  dreht,  Jf  =  der  Masse  des 
Cylinders. 

Damit  sind  die  drei  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Cylinders 

J/-—  =^  Rsinmi  —  Tcos  o)  U  (1) 

Mtr^-Mg  —  Bcosmt—T^nfoU  (2) 

Mk^^=Ta.  (3) 
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Der  AVinkel,  darch  welchen  sich  der  Gylinder  um  C  drehen  würde,  wenn 

er  entlang  OX  auf  einem  Wege  r  rollte,  wftre  — i  und   der  Winkel, 

a 

durch  den  er  sich  drehte  bei  der  Bewegung  von  0  ^  in  die  Lage  O  A^ 

wäre  mtf  folglich  ist  der  Winkel,  durch  den  sich  der  Gylinder  um  seine 

Axe  in  der  Zeit  t  dreht,  gleich  der  Summe  dieser  beiden,  so  dass 

;>  =  — -1-0)^  (4) 

a 

Die  Vereinigung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  giebt 

«m  0)^-^-5-  —  co9(A  t-T^  =  ^>  —  g cos (ot  (o) 

dt^  dt^       M      ^ 

Mit  (1),  (2)  und  (8)  erhalten  wir 

d^x  ^     .        d^y  .      ,      Aj^d«^ 

d^x^      d^r 
Weil  aber  mit  (4)  a  -^^  =  -j-j  ist,  so  haben  wir  auch 

d^x        .        d*y  .      ^      k*d*r  ,„. 

co,„t-^  +  8ma>t-^=9»inmt-^j^.  (6) 

Für  X  und  y  liefert  die  Geometrie  die  Belationen 

X  =  r  cos  (o  t  -h  a  sin  (0 1^  y  =  *•  «^'n  <»  ^  —  «  cos  w  ^ 

durch  deren  zweimalige  Differentiation  nach  t  bekommen  wir 

d^x  d^r       ^  dr         «  «    . 

— — -  =  cosoDt-r,^  —  2  a)  sin  wt-z: w*  r  cos  (ot  —  a  «*  sin  ai  ^ 

dt^  dt^  dt 

d   ij  dl  df 

-rrw  =  sin  (o  t  -^r-^  +  2  «  cos  o)  t «^  r  sin  tat  -h  aoa^  cos  an  t. 

dfi  dt^  dt 

.^^  d  X  d  v 

Durch  die  Einführung  dieser  Werte  von  -  -^  und  -—  in  die  Gleichungen 

(5)  und  (6)  ergiebt  sich 

2w^ — ha  01^  =  ^  cos  (ot  —  -=7»  (7) 

dt  ^  M  ^  ^ 

Mit  a^  :=z2k^  wird  die  Gleichung  (8)  zu 

d^r       2     ^         2       .       . 

das  Integral  hiervon  ist 

5  «ö* 


WO  (0 


j/—  =  co'  gesetzt  wurde,  A  und  JB  willkürliche  Konstante  sind. 
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Wenn  wir  diese  Konstanten   aus  der  Bedingung   bestimmen,    dass  mit 

dr 
i  =  0,  r  =  0,  3-  =  0,  dann  finden  wir 

d  t 

womit  die  Lage  des  Cylinders  zu  einer  beliebigen  Zeit  t,  bevor  er  sieb 
von  der  Ebene  trennt,  bestimmt  ist.  Die  Differentiation  dieser  Gleichung 
nach  t  giebt  die  Geschwindigkeit  der  Cylinderaxe  in  der  Richtung  OAy 
nämlich 

dt  5  o)  5  0) 

dv 
Mit  diesem  Werte  von  —  in  die  Gleichung  (7)  eingegangen ,  bekommen 

CL  Z 

wir  für  den  Druck  R  der  Ebene  auf  den  Cylinder  zur  Zeit  t 

M      ^  5  ^  5  ^ 

9  2  <7 

o  o 

Der  Moment,  in  welchem  der  Cylinder  die  Ebene  verlässt,  ist  bedingt 

durch  jß  =  0,  so  dass  für  diesen  Fall  die  Relation  gegeben  ist 

eine  Gleichung,  welche  die  Epoche  der  Trennung  festsetzt. 

Walton,  p.  501. 

2.  Ein  Ereiscylinder  rollt  direkt  auf  einer  vollkommen  rauhen,  ge- 
neigten Ebene  herab.  Während  dieser  Bewegung  wickelt  sich  um  seinen 
Normalschnitt  ein  Faden,  welcher  sich  von  einem  gleichen,  parallelen,  um 
seine  feste  Axe  rotierenden  Cylinder  abwindet.  Die  Lage  des  letzteren 
Cylinders  ist  so  beschaffen,  dass  der  Faden  zu  der  Falllinie  der  Ebene 
parallel  ist.  Welches  ist  die  Bewegung  der  Cylinder,  die  Spannung  des 
Fadens  und  der  Beibungswiderstand  zwischen  Cylinder  und  Ebene? 

Es  sei  O  (Fig.  140)  der  Schwerpunkt  des  herabsinkenden  Cylinders 

zu  einer  beliebigen  Zeit  t  während  seiner  Be- 
wegung herunter  die  Ebene  £  ^ ,  Jf  der  Be- 
rührungspunkt des  Normalschnittes  des  Cylin- 
ders durch  O  und  der  Ebene,  G  der  Schwer- 
punkt des  festen  Cylinders,  00  die  gerade  Ver- 
Figur  uo.  bindungslinie  der  zwei  Schwerpunkte,  CO^x. 

a  =  dem  Radius  eines  jeden  der  Cylinder,  «  =  der  Horizontalneigung  der 
Ebene  BMA^  T=  der  Spannung  des  sich  auf-  und  abwickelnden,  un- 
elastischen Fadens,   F=  dem  Reibungswiderstande  der  geneigten  Ebene 
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bei  M  in  der  Bicbtung  MB,  Mk^=  dem  Trägheitsmomente  (ines  jeden 
Oylinders  um  seine  Axe.  Ferner  seien  ^,  ^  die  Winkel,  durch  welche 
sich  die  Cyliuder  O,  C  um  ihre  Axen  während  der  Zeit  t  drehen.  Mit 
diesen  Bezeichnungen  erhalten  wir  für  die  Bewegung  des  Cylinders  O  die 
Gleichungen 

M^^'^^Mgsina  —  F-T,     (1)        M^^ii  =^  M g  cos  a  —  R=^0,     (2) 
dt  at^' 

Mh^~=^{F-T)a,  (3) 

and  fQr  die  Botationsbewegung  des  Cylinders  C 

Mk^^^^Ta.  '  (4) 

Ferner  zeigt  sich  durch  geometrische  Betrachtung,  dass 

d'a      d^x  d*&'      -d««  ... 

"d^=d7^'       '^li^^^di^-  ^^^ 

Die  Multiplikation  der  Oleiehung  (1)  mit  a,  der  (4)  mit  2  und  die  Addi- 
tion der  resultierenden  Gleichungen  zu  der  (3)  giebt 

welche  Gleichung  zufolge  der  Relationen  (5)  Qbei^eht  in 

d^x 

df 

so  dass,  weil  2ik<  =  a^ 

d»x      2       . 

womit  die  Beschleunigui^  des  Oylinders  O  bestimmt  ist. 

d  V 

Nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  <  =  0,  ^-  =  0,  a?  =  ^,  so  folgt  hieraus 

dt 

dx       2      ,       ^  ,        1       .        .« 

-  =  -=-ff^na.  <,         iß  =  0  -i-  -=- g sin  a .  t^. 

Femer  ist 

d^^        2     g     .  d&        2     g    .        ^  a        1      ^     •        .2 

—  =-.  -sina,        -=.-.-sina.t,         ^  = -j  ^- sina.t^ 

d^^'       4     g    .  d&'       A     g    .        ^  ./       2     ^     .        ,. 

dt^        7     a  '        dt        7     a  7     a 

Die  Bewegung  der  zwei  Cylinder  ist  mithin  in  jeder  Hinsicht  eine  gleich- 
förmig beschleunigte. 

Weiter  erhalten  wir  mit  (4) 

^      Mk^d^^'      2Mk^d^aj       ^A^x       2   ,^      . 

mit  Hilfe  der  Gleichung  (3) 


(a^  -f  5  i*)  -j^^^  =  €L^  g  sin  a. 
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MkU^^  1  d^»      _^   1       d^w 

a    rfr  2  dt^  2       ar 

2  13 

JP=  n^-  -3f^  sin  a  +  —  if  ^  Ä?n  a  =  -=-  Mg  aina. 

Schliesslich  ist  noch  durch  (2) 

jB  =  Mg  €08  flf, 
womit  die  sämtlichen  verlangten  Grössen  bestimmt  sind. 

Walton,  p.  515. 

3.  An  das  eine  Ende  eines  unelastischen,  durch  einen  klemen, 
glatten,  festen  Bing  laufenden  Fadens  ist  ein  Gewicht  P  gefesselt;  das 
andere  Ende  desselben  ist  in  einem  beliebigen  Punkte  desjenigen  Ereis- 
Schnittes  eines  homogenen,  auf  einer  rauhen,  horizontalen  Ebene  liegenden 
Oylinders  befestigt,  welcher  in  der  zu  seiner  Axe  senkrechten,  durch  den 
Ring  gehenden  Ebene  sich  befindet,  und  ist  der  Faden  teilweise  um  diesen 
Ereisschnitt  so  gewunden,  dass  der  Punkt,  wo  er  den  Cylinder  yerlässt,  senk- 
recht über  dem  Mittelpunkte  des  Schnittes  liegt.  Der  Durchmesser  des  Oylin- 
ders ist  gleich  der  Höhe  des  Ringes  über  der  horizontalen  Ebene.  Welchea 
ist  die  Bewegung  des  Gewichtes  und  diejenige  des  Oylinders,  wenn  lui- 
fangs  beide  sich  in  einem  Zustande  momentaner  Ruhe  befunden  haben? 
Es  sei  (Fig.  141)  JB  die  Lage  des  Ringes,  NO  P  der  freie  Teil  des 

Fadens  zur  Zeit  t,  welcher  in  O  den  Ort 
AMO  des  Berührungspunktes  M  zwischen 
Cylinderkreisschnitt  und  Ebene  trifft,  C  die 
Lage  des  Schwerpunktes  zur  Zeit  u  Femer 
sei  a=  dem  Halbmesser  des  Oylinders,  OP=^yy 
ligur  141.  OM=^x^  y  =  dem  Winkel,  durch  welchen 

sich  der  Oylinder  während  der  Zeit  t  um  seine  horizontale  Axe  dreht, 
F=  dem  Reibungswiderstande  der  Ebene  in  der  Richtung  AO,  M^= 
der  Masse  des  Oylinders,  h  sein  Trägheitsradius  um  seine  Axe,  m=  der 
Masse  des  Gewichtes  P,  T=  der  Spannung  des  Fadens,  22=  der  Reak- 
tion der  Ebene. 

Mit  diesen  Bezeichnungen  erhalten  wir  für  die  Bewegung  des  Ge- 
wichtes P  d^y  rp  n\ 

'^~ßJi^'^9—T,  (l) 

und  für  diejenige  des  Oylinders,  welche  in  einer  Translation  und  einer 
Rotation  besteht, 

^4*<^  =  ~^-^'    ^^^  M^^^,=Mg-B=^(i,  (3) 

Jf*Ä  =  (r-J')a.  (4) 
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Weil  nun  die  horizontale  Ebene,  auf  welcher  sich  der  Cylinder  bewegt, 
entweder  vollkommen,  oder  unvollkommen  rauh  sein  kann,  so  haben  wir 
zwei  Fälle  der  Bewegung  zu  betrachten. 

1)  Die  Ebene  sei  vollkommen  rauh,  dieses  ist  genügend  rauh  genug, 
um  alles  Gleiten  zu  verhindern. 

Weil  der  Cylinder  ohne  zu  gleiten  rollt,  so  haben  wir  offenbar  die 

geometrische  Relation 

,  ,         dx  d(p         d^x  d^w 

x=-ag>,    also  auch         ,^7  =  -«^'        ^  =  -«^- 

Daher  ist  mit  (4)  und  (2) 

--Mk^^  =  iT-F)a^    (5)         -Ma^^^^^  =  (T-^F)a^.     (6) 
Die  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen  giebt 

-  M(a^  'hk^)j^  =  2Ta^  (7) 

und  folglich  ist,  durch  (1), 

dt^  ^  ^  dt^  ^ 

Wenn  wir  nun  mit  l  die  Länge  des  anfangs  freien  Teiles  des  Fadens  be- 
zeichnen, so  ist  es  klar,  dass 


,  d^x      d^y        d^g>  d^x        d^y  ^d 


^x 


dt^       dt^         dt^  dfi         dt^  dt^ 

mithin  bekommen  wir 

J4ma«  -H  M{a^  ^  *^^1^  =  -2ma^g.  (8) 

Integrierend  und  dabei  beachtend,  dass  -—  =  0  ist,  wenn  ^  =  0,  wird 

dt 

J4ma8  +  Jf(a8-hifc2)j^  =  — 2ma«^^ 

womit  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Cylinders  bestimmt  ist.  Noch- 
mals integrierend  und  c  als  Anfangswert  von  x  nehmend,  finden  wir  für 
den  Weg  des  Cylinderschwerpunktes  in  der  Zeit  t 

^  "*  ^  ""  4  7/1^2  +  M{a^  4-  fc2)" 
Wir  können  nun  auch  leicht  zeigen,  dass 

2ma^gt^ 


y=l  —  c-^ 


4/na2-f- Jf(a2-fifc2) 

und  daher,  weil  ag>  =^  x-hy  —  l  ist,  dass 

_  magt^ 

^""4ma2-hJtf(a2-f-Ä:2)' 

Femer  erhalten  wir  durch  (5)  und  (6) 


384  Bewegung  mehrerer  Körper  parallel  einer  Ebene.        V.  Th.  Kap.  VI. 

und  folglich  mit  (8) 


Weiter  giebt  die  Gleichung  (2)  für  den  Druck  auf  die  horizontale  Ebene 

R^Mg. 
Endlich  ist  mit  (7) 

M{a^  Hhjfe^  d^  _       Mmg{a^  -h  k^) 

"""      2a2         dt^  "  4:ma^'hM{a^'h~k^)' 

Mit  k^=-a^  gehen  die  erlangten  Eesultate^über  in 

da) __  4mgt  __  2mgt^  __  , 4mgt^ 

d't~'~8^ü^3W     ^■"''~8^^3"if'     ^'■^■"^■^SwW^] 


3if 


^     2m(y^^  ^_     Mmg  3  Jfm^ 

^"■8m4-3Jf*  8m-h3Jlf'  8m-h3Jlf 


Wir  sehen  dadurch,  dass  der  Beibungswiderstand  und  die  Spannung  des 
Fadens  während  der  ganzen  Bewegung  konstant  sind. 

2)  Die  Ebene  ist  nicht  genügend  rauh,  um  Gleiten  zu  verhindern. 
Weil  der  Wert,  welchen  wir  ffir  F  erhalten  haben,  nämlich  für  diejenige 
üeibung,  welche  zur  Verhinderung  eines  jeglichen  Gleitens  erforderlich  ist, 
positiv  ist,  so  würde  daher  diese  Kraft  während  der  ganzen  Bewegung  in 
der  Bichtung  Ä  O  wirken,  was  zeigt,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  Wirkung 
-der  Ebene  auf  den  Cy linder  nicht  genügt,  um  vollkommenes  Bollen  zu 
sichern,  die  dynamische  Beibung  in  der  Bichtung  AO  ausgeübt  wird. 
Bezeichnet  nun  fi  den  CoefScienten  des  dynamischen  Beibungswiderstandes, 
so  haben  wir  in  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  anstatt  F  n  Mg  zu  setzen, 
was  giebt 

Mit  diesen  zwei  Gleichungen,  der  Gleichung  (1)  und  den  betreffenden  geo- 
metrischen Belationen  finden  wir  leicht,  dass 

^       2Mk^'¥m{a^+h^)'^^^'      ^"""^      2     Mk^ -^^  m(a^ -h  k^)'^ 

oder,  mit  k^=-a\ 

{\  —  %li)m  —  nM:^  1(4^  +  1)»» +m.tf,^g 

^  '    2Jlf4-3m  3f-4-3m 
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In  einem  Aufsatze  von  Fuss,  welchem  diese  Aufgabe  entlehnt  wurde,  ist 
der  allgemeinere  Fall  erörtert,  nämlich  der,  wenn  der  Cylinder  sich  auf 
«iner  geneigten  Ebene  herunter  bewegt  und  der  Riug  durch  eine  Bolle 
von  beträchtlichem  Trägheitsmomente  ersetzt  wird. 

Fnss,  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  1787,  p.  176.    Walton,  p.  517. 

4.  Ein  Wagen  mit  n  Bäderpaaren  wird  auf  einer  horizontalen  Fläche 
durch  eine  horizontale  Kraft  2  P  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fort- 
gezogen.   Welches  ist  die  Qrösse  von  P? 

Lasse  sein  n ,  r2,  rs , . .  die  Halbmesser  der  Bäder,  wi^w^.w^^,.  ihre  Ge- 
wichte, ^1,  ^2,  ^8 1  •  •  die  Halbmesser  der  Axen,  2  W  das  ganze  Gewicht  des 
Wagens,  2Qi,2Q2i2Q8 1*-  ^^^  Pressungen  auf  die  verschiedenen  Axen, 
so  dass  W=^2 Q,  i2i,  Jßs,  i2s , . .  die  Pressungen  zwischen  den  Bädern  und 
den  Axen,  Ri\  B^\  R%\ . .  die  Pressungen  der  Bäder  auf  die  Fläche.  Femer 
sei  C  der  gemeiuschaffcliche  Mittelpunkt  eines  beliebigen  Bades  und  seiner 
Axe,  P  beider  Berührungspunkt,  A  der  Berührungspunkt  des  Bades  und 
der  Fläche,  2S.AC P  =  ^^  positiv  gedacht,  wenn  P  hinter  A  C  ist,  fi  der 
Oofifficient  der  gleitenden  Beibung  bei  P  und  /  der  Go^fficient  der  rollen- 
den Beibung  in  A. 

Indem  wir  die  Kräfte  in  vertikaler  und  horizontaler  Bichtung  zer- 
legen und  Momente  um  A  nehmen,  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  irgend  ein  Bad 

iJ'=Q4-w,     (1)  fAR{rco8&-'Q)-'Rrsind^=fR\       (2) 

Die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  des  Wagens  sind,  wenn  wir  die 

Kräfte  in  vertikaler  und  horizontaler  Bichtung  zerlegen, 

Rcos&'^fjLRsin^  =  Qj     (3)         S{Rsina  — /xReoa^) -h  P=0.     (4) 

Die  Effektivkräfte  sind  vernachlässigt  worden,  weil  wir  angenommen  haben, 

dv 
dass  sich  der  Wagen  gleichförmig  bewegt,  so  dass  die  Grössen  J^j-.  für 

den  Wagen  und  mk^-j-  für  das  Bad  beide  gleich  Null  sind. 

dt 

Die  drei  ersten  Gleichungen  geben  durch  Elimination  von  R  und  R' 

-^ "^ =  l(\-^  ^\  (5) 

womit  sich  der  Wert  von  ^  bestimmen  lässt.    Bei  den  meisten  Bädern 

sind—  und  -r-  beide  kleine  Grössen,  ebenso  ist  auch  /  klein.    In  einem 
r  Q 

solchen  Falle  ist  ficoa^  —  ain  ^  eine  kleine  Grösse.  Wenn  daher  (i-^tge 
gesetzt  wird,  so  haben  wir  sehr  nahe  xk  =  e. 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  MeohaoÜc.    II.  ^^ 
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Die 'dritte  und  vierte  unserer  Grundgleichungen  geben  durcb  EU- 
mination  von  B 

letzteren  Ausdruck  bekommen  wir  durch  (5).    Wenn  —  eine  kleine  Grösse 

r 

ist,  so  wird  es  genügen  für  &  in  den  ersten  Teil  des  Wertes  von  P  seinen 

Näherungswert'  e  zu  substituieren^  was  giebt 

P=2[sin,^Q+f^^\,  (6> 


2 


wobei  wir  hier  die  Grösse  f-^  Q  vernachlässigt  haben. 

Wenn  alle  Bäder  kongruent  sind,  so  erhalten  wir,  weil  dann SQ^W^ 

P=  sine—  W-hf (7) 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  verlangte  Kraft,  welche  einen  Wägen  voa 
gegebenem  Gewichte  mit  irgend  einer  konstanten  Geschwindigkeit  zi^tt 
^ehr  nahe. unabhängig  von  der  Zahl  der  vorhandenen  Bäder  ist. 

An  einem  zweiräderigen  Wagen  sind  gewöhnlich  die  Bäder  grösser 
als  an  einem  vierräder^en  und  ist  daher  die  Kraft  zur  Fortbewegung  ge- 
wöhnlich kleiner.  An  einem  vierräderigen  Wagen  müssen  die  zwei  Vorder- 
räder kleiner  als  die  beiden  Hinterräder  sein,  damit  sie  unter,  dem  Wagen 
hinweggehen  können,  wenn  er  gedreht  wird.    Dieses  verursacht,  dass  das 

Glied  8in€^~Qi  io  ^^^  Ausdrucke  für  P,.  enthaltend  Aen  Badius  ri  eines 

n 

Vorderrades,  gross  wird.  Um  die.  Wirkung  dieses  Gliedes  zu  vermeiden, 
sollte  die  Last  stets  so  gelegt  werden,  dass  ihr  Schwerpunkt  sehr  nahe 
über  der  Axe  der  grossen  Bäder  liegt,  denn  dann  wird  der  Druck  Qi  in 
dem  Zähler  dieses  Gliedes  klein  ausfallen. 

Von  dem  französischen  Ingenieur  A.  Morin  wurden  zu  Metz  in  den  Jahren  1837^ 
1838  und  später  zu  Coujrbeyie  in  den  Jahren.  1839  und  1841  raannig&ohe  Versuche  in 
der  Absicht  angestellt,  mit  möglichster  Genauigkeit  die  Kraft  zu  bestimmen,  welche 
erforderlich  ist,  Wagen  verschiedener  Art  Aber  die  gewöhnlichen  Strassen  zu  ziehen. 
Diese  Experimente  wurden  auf  Befehl  des  franzosischen  Kriegsmiuisters  untemoromeo 
und  später  unter  der  Leitung  des  Ministers  der  Öffentliche  Arbeiten  fortgesetzt  Die 
Wirkung  eines  jeden  Elementes  wurde  besonders  bestimmt.  Der  nämUche  Wagen 
'wurde  mit  verschiedenen  Gewichten  belastet,  um  die  Wirkung  des  Druckes  kennen  m 
lernen,  und  auf  demselben  Wege  von  demselben  Feuchtigkeitsgrade  fortgezogen.  Dtmn 
wurden  bei  gleicher  Belastung  Räder  von  verschiedenen  Halbmessern,  aber  von  derselben 
Breite  gebraucht  u.  s.  f.  Es  ergab  sich  als  allgemeines  Resultat,  dass  fdr  Wagen  mit 
gleichen  Bädern  der  Widerstand  direkt  wie  der  Druck  und  umgekehrt  proportional  dem 
Durchmesser  der  Bäder  sich  änderte  und  dass  derselbe  von  der  Anzahl  der  Bäder  ao- 
abhängig  war.     Auf  nassen  Wegen  wachs  der  Widerstand  mit  abnehmender  Badkranx- 
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breite.  Wenn  die  Geschwindigkeiten  vom  langsamen  Schritt  bis  zum  Galopp  sich' 
steigerten,  so  wnchs  der  Widerstand  anf  nassen  Wegen  nicht  ffthlbar  mit  der  Geschwin- 
digkeit, aber  anf  soliden  Wegen  nahm  er  mit  der  (Geschwindigkeit  zu,  wenn  viele  Un- 
ebenheiten in  der  Bahn  vorhanden  waren.  Als  annShemdes  Besultat  wurde  gefanden« 
dass  der  Widerstand  durch  eine  Formel  von  der  Gestalt  a  +  &  K  ausgedrückt  werden 
konnte,  wo  a  und  h  Konstante  bedeuten,  die  von  der  Beschaffenheit  des  Weges  und  der 
Starrheit  des  Wagens  abhängen,  und  V  die  Geschwindigkeit  des  Wagens  bezeichnet. 
Morin*s  analytische  Bestimmung  des  Wertes  von  P  stimmt  mit  der  hier  gegebenen 
im  Ghtnzen  nicht  überein,  aber  dieses  beeinflusst  nicht  materiell  den  Vergleich  zwischen 
Theorie  und  Beobachtung.  Siehe  seine  Notions  Fondamentales  de  M^canique^  Paris  1855. 
Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  Morin*8  Versuchsresultate  geneigt  sind,  die  Gesetze  der 
rollenden  Reibung  zu  bestätigen. 

Boulh,  Dynamics,  p.  129. 

5.  Ein  Gylinder  rollt,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  geneigten  Ebene 
herab,  welche  eine  Fl&che  eines  sich  mit  seiner  Basisebene  auf  eine  voll- 
kommen  glatte,  horizontale  Ebene  stützenden  Körpers  bildet.  Der  Körper 
ist  frei  entlang  der  Stützfläche  beweglich.  Wie  ist  die  Bewegung  der 
Ebene  und  diejenige  des  Cylinders  beschaffen? 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Axe  des  Cylinders  horizontal  ist  und 
eine  zu  der  Axe  rechtwinkelige,  durch  den  Schwerpunkt  C  des  Cylinders 
gehende  vertikale  Ebene  den  Schwerpunkt  des  Körpers  enthält.  Es  sei  O  X 
die  Projektion  des  Schnittes  dieser  vertikalen  Ebene  und  der  glatten  hori- 
zontalen Fläche,  AB  diejenige  der  geneigten  Ebene  (Fig.  142),   G  die 

^         Projektion  des  Schwerpunktes  des  Cylinders 
(q\y)  zu  einer  beliebigen  Zeit  während  der  Bewe- 

^y^    \  gnng,  CN  eine  zu  OÄX  normale  gerade 

y^  \  Linie.    Femer  sei  JB  die  Keaktion  der  ge- 

neigten Ebene  auf  den  Cylinder,  F  die  Wir- 


^        "^         ^  ^    ^     kung  dieser  Ebene  auf  den  Cylinder,  entlang 

ÄB^  M=  der  Masse  des  Cylinders,  Mk^  sein 
Trägheitsmoment  für  seine  Axe,  m  =:=  der  Masse  des  Körpers  BAU^  O  ein 
fester  Punkt  in  der  Geraden  AXy  ON  =  Xy  CN=y,  OA  =  x\&  =^  dem 
Winkel,  durch  welchen  sich  der  Cylinder  um  seine  Axe  in  der  Zeit  t  dreht, 
a  =  der  Horizontalneigung  von  AB^  a  =  dem  Halbmesser  des  Cylinders. 
Damit  erhalten  wir  für  die  Bewegung  des  Cylinders 

M~  =  —Raina-h  Fcoaa,     (1)     Jf^  =  Rcoaa -^Fainw-^Mg,  (2) 

m^l^^i^o,  (3) 

und  für  die  Bewegung  des  Körpers  ABü^  welche  nur  translatorisch  ist, 

ni  y-g  =  JR  ain  a  —  F  coa  a.  (4) 

fv  z 
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Die  OMchungen  (1)  und  (4)  geben 

Ferner  besteht  die  geonietrische  Belation 

y  cos  a  a=  a  4-  (4?  —  a?')  sin  a, 

und  demnach  mit  (5) 

mcoBa-j^  =  (Jf -4-  mjwna  -T^-  (0) 

Auch  muss  sein,  weil  kein  Gleiten  zwischen  Cylinder  und  Ebene  statt- 
findet, 

dx.     dx  d^ 

-.f-  =  —r-. —  a  cos  a  —T' ' 
dt        dt  dt 

j   ,  ,  rf«;^      d^x       d^x 

und  daher  acosa-^  =  -^-j^^. 

folglich  erhalten  wir  mit  (5) 

d^&  /,^        ^d^x  ,m 

in  a cos a -^  =  —  (ifcT-f-  m)  —  ^  .  l^ j 

Weiter  ist  mit  (1)  und  (2) 

d^  X  d^ 'u 

Mcos  a  -— ^  -h  Msin  a  -770  =  ^  —  Mg  sin  a, 

und  daher  durch  (8) 

a  cos  a  -TT^  -i-  asina  -^  =  fc*  ^-^  —  agsin  a, 

d^V 
Indem  wir  nun  die   durch  (6)  und  (7)  gegebenen  Werte  von  -,-|  und 

-j-^  in  diese  Gleichung  einfuhren,  bekommen  wir 

!d  X 
-TT^  =  —  m  a^  g  sin  a  cos  a.  (8) 

Damit  zeigt  es  sich,  dass  der  Wert  von  -^g    wahrend   der   ganzen  Be- 

d^x'    d^v   (7*^ 
wegung  konstant  ist    Die  Werte  von  -r-g-»  -^^»  -y-^  können  nun  leicht 

mit  Hilfe  der  Gleichungen  (5),  (6),  (7)  erhalten  werden.    Setzen  wir  io 

(8)  k^  =  ~  a«,  so  wird 

d^x  ^ inffsin2a /av 

Tt^  "■  ~"  2m(70«2a4-(3/^-m)(2«w8a-+-l)  ~  ^  ^-  ^  ^ 

Damit  geben  die  Gleichungen  (5),  (6),  (7) 
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^-^  =  ^^^Z^,seca,  (12) 

welche  Werthe  also  ebenfalls  während  der  ganzen  Bewegung  konstant  sind. 
Nun  sei  beim  Beginn  der.  Bewegung  t=0,  a?=Ä?öi  y=yoi  x  —x\^ 

&  —  0.    ^"^  =  0,  ^  =  0,  "f~  =0,  V-  =  0,  dann  riebt  die  Integration 
dt  dt        'dt         'dt  ^  ^^ 

der  Gleichungen  (9)  bis  (12) 

,     =  —  ft  ^  X  =  Xq  —  -n  0 1\ 

dy  M+m^^        ^  IJf-hwi,*        ^^ 

d»       M-^-m^  ^  ,,        1  Jf-hm.  ^o 

dt  ma  l      ma 

-jT  =^    ht,  X  =Xq-\-  -^  —  h t\ 

dt        m  l  m 

womit  die  Bewegungen  nun  durchweg  bekannt  sind. 

Eliminieren  wir  zwischen  den  Gleichungen  für  x  und  y  die  Zeit  t, 
so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  absoluten  Bahn  des  Schwerpunktes  C 
des  Cylinders,  nämlich 

y  =  yo iff  a  (^0  —  X), 

m 
was  zeigt,  dass  dieser  Punkt  eine  gerade  Linie  beschreibt. 

Der  Beibungswiderstand  F  bestimmt  sich  mittelst  der  Gleichungen 
(3)  und  (12),  es  ist 

^=-^--dt^  =  -2-dH^2^^^'^'''^^ ''''''  ^^^^ 

Die  Reaktion  R  kann  nun  durch  die  Gleichungen  (1),  (9)  und  (13)  ge- 
funden werden,  wir  bekommen 

—  bJ[=  —  Raina  +  -^(Jf -4-  »i)6,       Raina  =  -^^(8  J/4-  m), 

n  =  U^-^±a^.  (14) 

Der  Reibungswiderstand  und  die  Reaktion  R  sind   also  auch  konstant 
während  der  ganzen  Bewegung. 

Walton,  p.  520. 

6.  Ein  rauher  EOrper  befindet  sich  auf  der  flachen  Fläche  eines 
rauhen  Brettes,  welches  auf  einer  horizontalen  Ebene  liegt.    Das  Brett 
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wird  entlang  der  Ebene  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  bewegt. 
Welches  ist  die  Bewegung  des  Körpers  und  des  Brettes,  wenn  die  durch 
die  Schwerpunkte  des  Körpers  und  des  Brettes  gehende  vertikale  Ebene 
zu  der  Bewegungsrichtung  des  Brettes  parallel  ist? 

Es  sei  (Fig.  143)  OA  der  Schnitt  dieser  vertikalen  Ebene  mit  der 
j — ^  horizontalen  Ebene,  beim  Beginne  der  Be- 

0 s  '  A  wegung  mögen  die  Schwerpunkte  S,  S  des 

Figur  143.  Brettes  und  des  Körpers  in  einer  vertikalen 

Linie  liegen,  welche  die  horizontale  Ebene  in  O  schneidet.  Femer  sei  zu 
einer  beliebigen  Zeit  ^,  gerechnet  vom  Beginne  der  Bewegung  an,  0  5=a:, 
0  Ä'  =  a?' ,  Vo  =  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Brettes ,  mi  =  seiner 
Masse,  m^  =  derjenigen  des  Körpers,  /k  =:  dem  CoefScienten  der  gleiten- 
den Beibung  zwischen  Körper  und  Brett. 

Die  Kraft  der  Beibung,  welche  das  Brett  verzögert  und  den  Körper 
beschleunigt,  ist  gleich  iim^g^  daher  die  an  dem  Brette  thätige  Ver- 
zögerung ^^^>  welche  konstant  ist,  so  dass  wir  fttr  die  Bewegung  des 
Brettes  erhalten 

Die  Beschleunigung  des  Körpers  ist  iig,  welche  also  auch  konstant  ist. 
daher  f&r  seine  Bewegung 

dx  .  ,       \ 

Die  gleitende  Beibung  wirkt  so  lange  als  das  Brett  sich  rascher  wie  der 
Körper  bewegt  und  hört  in  dem  Momente  auf  thätig  zu  sein,  in  welchem 
die  Geschwindigkeiten  beider  Körper  gleich  sind.  Die  Zeit,  wann  dieses 
stattfindet,  wird  daher  durch  die  Gleichung  gefunden 

dx  __  da?' 

d.i.  t'o  — fi  —  gt  =  figf, 

woraus  folgt  t  = 


fA{mi'¥m2)g 
In  diesem  Momente  ist 

-TT  =  ßg*= ~  ^'O' 

dt  Wli  •+■  »l2 

Mit  dieser,  von  der  Grösse  des  Reibungswiderstandes  unabhängigen  Ge- 
schwindigkeit werden  sich  sodann  das  Brett  und  Körper  für  immer  zu- 
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sammen  weiter  bewegen.    Der  Weg  s^  welchen  das  System  zu  beschreiben 
iiat,  ehe  es  in  diesen  Zustand  eintritt,  ist 

7.  Ein  rauher  Kreiscylinder ,  dessen  Schwerpunkt  nicht  in  seiner  Axe  liegt, 
l>efindet  sich  in  einer  nahe  mit  einer  stabilen  Gleichgewichtslage  zusammenfallenden 
Btellong  auf  einem  Brette,  welches  sich  auf  eine  glatte,  horizontale  Ebene  stützt. 
Wie  grc98  ist  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  mit  den  Schwingungen  des 
Systemes  isochron  vibriert? 

Wenn  c  die  kürzeste  Distanz  des  Schwerpunktes  des  Brettes  von  der  Oberfläche 
des  Cylinders,  k  den  Trägheitshalbmesser  des  Gylinders  für  eine  durch  seinen  Schwer- 
punkt gehende  zu  seiner  Axe  parallele  Linie,  m^  die  Masse  des  Gylinders,  m<^  die- 
jenige des  Brettes  bezeichnet,  dann  ist  die  Länge  des  Pendels  durch  die  Gleichung 
^egoben 

iÄ  =  A-2  +  -ü!i^. 

Walton,  p.  522. 


Siebentes  Kapitel. 

Bewegung  eines  unveränderlichen  Systemes  in  drei  Riclitungen. 

«Wenn  ein  Körper  sich  um  eine  seiner  Hauptazen  bewegt  und  die  auf  denselben 
wirkenden  Kräfte  die  Eichtung  dieser  Axe  nicht  verändern,  dann  wird  diese  Hauptaze, 
da  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  des  Körpers  so  beschaffen  ist,  als  wenn  alle  auf 
'den  Körper  wirkenden  Kräfte  bei  unveränderter  Richtung  daselbst  ihien  Angriffspunkt 
bes&ssen  und  die  ganze  Masse  des  KOrpeis  in  diesem  Punkte  vereinigt  wäre,  stets  eine 
2u  sich  selbst  parallele  Richtung,  wie  eine  permanente  Rotationsaxe  besitzen,  und  die 
Winkelbeschleunigung  um  diese  Axe  wird  dieselbe  sein,  als  wenn  sie  eine  feste  Axe 
wäre*.  Dieses  ist  die  durch  Euler  gegebene  Erklärung  der  Prinzipalaxen.  (Theoria 
Motus  Corporum  Solidorum,  p.  175:  ,Axes  principales  cujusque  corporis  sunt  tres  illi 
axes  per  ejus  centrum  inertiae  transeuntes ,  quorum  respectu  momenta  inertiae  sunt  vel 
maxima  vel  minima'.)  Die  Entdeckung  der  Existenz  von  drei  Hauptaxen , .  als  Azen 
permanenter  Rotation,  in  jedem  Körper  ist  dem  Gottinger  Professor  Segner  zu  ver- 
danken, sie  wurde  von  ihm  der  Welt  durch  eine  Abhandlung  mitgeteilt,  welche  den 
Titel  ffihrt  ^Specimen  Theoriae  Turbinum**  imd  im  Jahre  1755  in  Halle  erschien. 
Eine  vollständige  Entwickelung  der  Theorie  der  Rotation  um  permanente  Axen  findet 
der  Leser  in  Euler's  Theoria  Motus  Corporum  Solidorum,  cap.  VIII,  einem  Werke  von 
dem  grOssten  Werte  fttr  jene,  welche  eine  gründliche  Einsicht  von  dem  Wesen  der 
Bewegung  fester  KOrper  zu  erlangen  wünschen. 

Wenn  ein  KOrper  sich  in  einem  beliebigen  Zeitmomente  um  eine  Axe  dreht, 
welche  nicht  Hauptaxe  ist,  so  wird  diese  Axe  keine   permanente  Rotationsaxe  sein, 
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der  Körper  wird  sich  vielmehr  nach  and  nach  um  eine  Reihe  von  Momentanaxa» 
drehen,  deren  Lagen  sowohl  in  Bezug  auf  den  EOrper  als  auch  in  Bezug  auf  den  ab- 
soluten Raum  verschieden  sind.  Die  Losung  des  grossen  physikalischen  Problemes  der 
VerrQckung  der  Tag-  und  Nachtgleichen ,  veröffentlicht  durch  D*Alembert  in  dem 
Jahre  1749  (Recherches  sur  la  Prteession  des  ^quinoxes,  1749),  entfaltete  eine  voll- 
ständige Methode  für  die  Untersuchung  des  allgemeinen  Problemes  der  Rotation.  In 
dem  folgenden  Jahre  wurde  durch  Euler  eine  Arbeit  der  öfifentlichkeit  übergebeur 
welche  den  Titel  führt  „Dicouverte  d'un  nouveau  principe  de  M^canique*,  sie  hatte 
den  Zweck  allgemeine  Formeln  für  die  Bewegung  eines  Körpers  unter  den  allgemein- 
sten Verb&ltni8^en  von  Bewegung  und  Krafb  zu  erforschen  (Mömoires  de  TAcad^mie 
des  Sciences  de  Berlin,  1750).  Jedoch  wurden  die  Gleichungen,  welche  unter  der  ein- 
fachsten Gestalt  die  allgemeinen  Bedingungen  fflr  die  Rotation  geben,  erst  im  Jahre  175& 
durch  Euler  (Ibid.  1758)  mitgeteilt;  er  bediente  sich  bei  seiner  Entwickelung  des 
Vereinfachungsprinzipes ,  welches  durch  die  kürzliche  Entdeckung  Segner*8  (Spedmen 
Theoriae  Turbinum,  1755),  betreffend  die  Existenz  dreier  Hauptaxen  in  einem  mate- 
riellen Körper,  bekannt  geworden  war.  Die  Betrachtung  des  allgemeinen  Rotations- 
problemes  wurde  von  D'Alembert  wieder  aufgenommen  und  unter  seiner  allgeroeinsteD 
Beziehung  dargestellt  in  dem  ersten  Bande  seiner  Opuscules  Math^matiques,  veröffent- 
licht in  dem  Jahre  1761 ,  woselbst  er  sich  missbilligend  über  den  Titel  ausdrückte» 
welchen  Euler  seiner  Abhandlung  von  1749  vorangesetzt  hat,  mit  Rücksicht  auf  seine 
eigene  Untersuchung  der  Yerrückung  der  Tag-  und  Nachtgleichen.  Der  Gegenstand 
der  Rotation  wurde  gründlich  erforscht  und  durch  Beispiele  erläutert  von  Euler  in 
seiner  Theoria  Motus  Corporum  Solidorum  et  Rigidorum,  welche  in  dem  Jahre  1767 
erschien.  Dieselbe  Sache  untersuchte  später  Lagrange  mit  Hilfe  der  allgemeineren 
Prinzipien  der  Analysis  (M^moires  de  TAcad^mie  des  Sciences  de  Berlin,  1753;  If^- 
canique  Analytique,  Seconde  Partie,  Section  IX.).  In  dem  Jahre  1777  erschien  eine 
Arbeit  von  Landen  (Philosophical  Transactions,  1777)  unter  dem  Titel:  «A  new  Theoiy 
of  the  Rotatory  Hotion  of  Bodies  affected  by  Forces  disturbing  sudi  motion".  in  wel- 
cher er  sich  unzufrieden  äussert  über  die  Schlüsse  der  grossen  kontinentalen  Philosophen, 
betreffend  den  Gegenstand  der  Rotation.  Einige  Jahre  später  nahm  Landen  (Ibid.  1765) 
dieselbe  Sache  wieder  auf^  entwickelte  vollständiger  seine  eigenen  Anschauungen  und 
bestand  auf  seinem  Widerspruch  gegen  die  Lehren  seiner  Vorgänger.  Es  existiert  ein 
Au&atz  von  Wildbore  in  den  Philosophical  Transactions  für  das  Jahr  1790,  in  welchem 
dieser  Gegeustand  unter  einem  neuen  Gesichtspunkte  betrachtet  worden  ist  Die 
Schlüsse  dieses  Schriftstellers  sind  der  Sache  Landen*s  ungünstig,  dessen  Ansichten 
in  der  That  nun  allgemein  erschöpft  sind.  Der  Leser,  welcher  die  Geschichte  der 
Theorie  der  Rotation  und  Landen*s  Streit  näher  kennen  zu  lernen  wünscht,  wird  ver- 
wiesen auf  einen  Aufsatz  von  Mr.  Whewell  in  dem  zweiten  Bande  der  Cambridge 
Philosophical  Transactions,  1827.  Die  Untersuchung  von  Euler^s  allgemeinen  Glei- 
chungen für  die  rotatorische  Bewegung  ist  mit  grosser  Eleganz  und  Einfachheit  von 
Mr.  O'Brien  in  dem  fünften  Kapitel  seiner  Math^matical  Tracts,  Part  I  bewirkt  worden. 

Die  Probleme  dieses  Kapitels,  welche  vollständig  gelost  oder  zur  Übung  vor> 
geschlagen  werden,  erfordern  die  Kenntnis  der  Theorie  der  Bewegung  eines  unver> 
änderlichen,  materiellen  Systemes  in  drei  Richtungen,  welche  der  Studierende  in  jedem 
Lehrbuche  der  höheren  Mechanik  findet,  worauf  verwiesen  werden  muss. 
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Erster  Abschnitt. 

Bewegung  ohne  Berücksichtigung  der  Reibungswiderstände. 

1.  Eine  ebene,  gleichförmig  dicke  und  dichte  Platte,  auf  welche 
keine  äusseren  Kräfte  wirken,  wird  begrenzt  von  einer  Gurre  mit  der  Polar- 
gleichnng 

und  bewegt  sich  um  ihren  Pol  als  einen  festen  Punkt.  Wie  ist  der  vod 
ihrer  Momentanaxe  im  Räume  beschriebene  Kegel  beschaffen? 

Die  Trägheitsmomente  der  Platte  für  den  Primradiusvector  und  eine 
in  der  Ebene  der  Platte  liegende,  durch  den  Pol  gehende,  zu  diesem  Fahr- 
strahle senkrechte,  gerade  Linie,  welche  Hauptaxen  für  den  Pol  sind,  sind 
einander  gleich.  Folglich  erhalten  wir  durch  Euler's  Gleichungen ,  wenn 
coi,  oi2i  a>3  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  diese  zwei  Axen  und  die  in 
ihrem  Schnitte  auf  der  Ebene  der  Platte  senkrecht  stehende  Hauptaxe 
bezeichnen, 

dcoi  

"df" 

Daraus  ergiebt  sich 

wo  a  und  /  konstante  Grössen  bedeuten.  Nennen  wir  nun  die  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Momentanaxe  eo,  so  ist 

Bezeichnet  ferner  q  den  Radiusvector  des  zu  der  Platte  gehörigen  Trag- 
heitsellipsoides  von  Poinsot,  welcher  mit  der  Momentanaxe  zusammenfällt, 
p  das  von  dem  Centrum  auf  die  Tangentialebene  des  Ellipsoides  in  dem 
Endpunkte  dieses  Fahrstrahles  geföllte  Perpendikel,  so  finden  wir 

p  _    T 

r       G(o 
wenn  A(iOi «  -h  a>2^)  -h  Cm^^  =  ^(«24.  ^8)  -^Cy^^T 

gesetzt  wird,  A^  A,  C  die  Trägheitsmomente  für  die  Hauptaxen  bedeuten. 
Daraus  ergiebt  sich 

p 

Q 
Aber  die  Lage  des  Perpendikels  p  ist  absolut  fest  im  Räume,  der  Fahr- 
strahl Q  fäUt  mit  der  Momentanaxe  zusammen,  folglich  ist  der  von  der 
Momentanaxe  im  Räume  beschriebene  Kegel  ein  gerader  Kegel. 


ö>2  (»3» 

dt 

WgCöi, 

d(ü^ 
dt 

= 

0. 

a)i2  + 

«2* 

-«2, 

0)3 

1 

Y^ 
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2«  Ein  von  äusseren  Kräften  nicht  beanspruchter  Rotationskörper 
dreht  sich  um  einen  mit  seinem  Schwerpunkte  zusammenfallenden  festen 
Punkt.  Die  Momentanaxe  und  die  geometrische  Axe  des  Körpers  sind 
^u  der  invariablen  Linie  gleich  geneigt.  Welches  ist  die  Orösse  dieser 
Ne^ungP 

Es  bezeichne  C  das  Trägheitsmoment  für  die  gepmetrische  Axe,  A 
dasjenige  für  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehende,  zu  der 
geometrischen  Axe  senkrechte  Linie.  Nehmen  wir  die  Hauptaxen  für  den 
festen  Punkt  als  Coordinatenaxen,  so  sind  die  Gleichungen  der  Momentanaxe 

X  y  z 

0>1  0)2  <03 

und  diejenigen  der  invariablen  Linie 

^    _    y    __    z 

A^i       Äaa^       CoD^ 

Weil  die  Neigungen  der  invariablen  I^nie  zu  der  Momentanaxe  und  der 
geometrischen  Axe  einander  gleich  sind,  so  erhalten  wir  mit  der  geo- 
metrischen Axe,  welche  eine  Hauptaxe  ist,  als  Axe  der  z 


V^2  ^1  2  -T-  4«  <Ü2  ^'-^  C^<Os 


2 


J.  (wi  *  4-  0)2*)  -T-  Ca)8*  =  GiOs  V^i  *  -*-  o>2*  -f-  <»3^ 

^«(«i*  -j.  032*)*  ■+-  24  Ca)3*(a)i*  H-  <ö2*)  =  C*a>8*(<»i*  H-  <»2^)- 

4*(a>i2  -h  ooa*)  =  C((7— 24)«)s*.  (D 

Bezeichnet  &  die  Neigung    der   invariablen   Linie    zu  einer  der  Axen. 

dann  ist 

Cq>3 


CO€S^  = 


€os2e  = 


V42(a)i*-ha)2*)-hC2ö>8* 

C*  0)8*  — 48(0)12  +  0)2  2) 


42(0>i2  +  0)2*)-4-C*0)8*  C  — 4 

Die  Belation  (1)  zeigt,  dass  die  Hypothese  unmöglich  ist,  wenn  C  kleiner 
als  24  ist. 

8.  Von  einer  starren,  ebenen,  durch  keine  äusseren  Kräfte  in  An- 
spruch genommenen  Platte  ist  ein  Punkt  fest,  um  welchen  sich  die  Platte 
frei  drehen  kann.  Der  Platte  wird  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine 
Linie  in  ihrer  Ebene,  für  welche  das  Trägheitsmoment  bekannt  ist,  mit- 
geteilt. Wie  ist  das  Verhältnis  ans  der  grössten  und  der  kleinsten  Win- 
kelgeschwindigkeit der  Platte  beschaffen? 

Es  seien  4,  B  die  Trägheitsmomente  für  die  Hauptaxen  durch  den 
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festen  Punkt  in  der  Ebene  der  Platte,  C  sei  das  Trägheitsmoment  für 
die  dritte  Hauptaxe.  Bei  Anwendung  der  gewöhnlichen  Bezeichnungen 
haben  wir 

wo  T  und  ä^  bekanntlich  gewisse  Eonstante  sind. 

Ist  Q  das  gegebene  Trägheitsmoment,  a  die  Neigung  der  anfäng- 
lichen Rotationsaxe  ^u  der  dem  Momente  A  entsprechenden  Hauptaxe, 
0)'  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit,  so  bestehen  die  Relationen 

<d'2  {A  caa^a-hB  sm^  a)  =  T,  <»'«  {A^  cos^a  +  B^  sin^  a)  =  G^ 

wodurch  ä  =  ^(4  4-|):rj^-  (i> 

Ferner  haben  wir 


wo 


0»' 

3    __T(B-i-C)  —  G^              __T{0+A)—G^ 
^~  B.C  '         ^ C.'Ä 


f 


(3) 


Aus  (1)  und  (8)  folgt 

k  =  Q{C-A)'\-A.B  _  Q-hA 
T  B.C.Q  "^    Ü.Q  ' 

X2  _  Q(C'-B)'hA,B  _  Q-i-  B 
T  "■  A.CQ  "  C7q     ' 

^3  _  1  _A'\'B 
T^  Q"    C,Q 

Nehmen  wir  A  grösser  als  B  an,  dann  ist  durch  die  Relation  Q=Acos^a 
H-  B  «n* «  klar,  dass  Q  kleiner  als  A  und  grösser  als  B  ist.  Folglich 
ist  es  durch  die  Formeln  für  Ai,  A2,  Is  offenbar,  dass  Xi  am  grössten  und 

T 

^  grösser  als  l^  ist.    Auch  haben  wir,  weil  C  =  -4  4-  JB,  ilg  =  —  =  q>'2. 

j      2 
Mithin  ist  anfangs  ©^  grösser  als  i^^  und  daher  kann,  weil  ©^  (^"77^ 

positiv  ist,  nach  (2)  (»^  nicht  grösser  als  Xi  sein  und  nicht  kleiner  als 
Is  werden.  Sonach  ist  das  Verhältnis  der  grössten  zu  der  kleinsten  Win- 
kelgeschwindigkeit der  Platte 

YÄ^hQiYÄT+^B. 

4.     Die  Axe  eines  ümdrehungskörpers ,  dessen  Scheitel  fest  ist,  ist 
nm  die  Vertikale  mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit,  bei  gegebener 
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Neigung  in  Rotation  versetzt,  ohne  irgend  eine  Drehung  des  Körpers  nm 
seine  geometrische  Axe.  Welches  ist  die  Differentialgleichung  zur  Be- 
stimmung der  Vertikalneigung  der  geometrischen  Axe  in  irgend  einer  za- 
künftigen  Zeit? 

Es  sei  a  die  Vertikalneigung  der  geometrischen  Axe  zu  Anfang, 
^  ihre  Vertikalneigung  am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  ^,  ^  das  Trägheits- 
moment für  eine  durch  den  Scheitel  O  gehende,  zu  der  geometrischen 
Axe  rechtwinkelige  Linie,  h  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Körpers 
von  seinem  Scheitel.  Ferner  sei  <oz  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
geometrische  Axe  OC  zu  einer  beliebigen  Zeit;  a>t,  (oi  seien  die  Winkel- 
geschwindigkeiten imi  die  beiden  anderen  Hauptaxen  OAy  OB^  welche 
in  fester  Relation  zu  dem  Körper,  während  der  ganzen  Bew^ung,  stehend 
gedacht  sind,  zu  derselben  Zeit  Endlich  bezeichne  m  die  Masse  des 
Körpers,  q>  die  gegebene  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  seiner  Axe, 
und  Z  sei  vertikal  unter  0.  Die  Vertikalkrafl  mg  ist  äquivalent  den 
beiden  Kräften  mgcoad-^  welche  entlang  OC,  und  mg  sin  3.  welche  recht- 
winkelig zu  OC  in  der  Ebene  ZC  wirkt,  wovon  die  erstere  Componente 
keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  besitzt.  Die  Componente  mg  sind  ist 
äquivalent  den  zwei  Kräften  mgsin^sinq)  in  der  Ebene  JSOC  und 
mgein&co8(f  in  der  Ebene  COA,  die  Momente  dieser  zwei  Kräfte  um 
OA,  OB  sind  —  mgh  sin  &  sin  y,  —  mgh  sin  ^  eos  y  resp. 

Durch  die  dritte  der  Bewegungsgleichungen  von  Euler  ist  -^  =  0, 

daher  (o^  =  Konst;  diese  Oeschwindigkeit  ist  aber  anfangs  gleich  Null, 
folglich  ist  sie  immer  gleich  Null. 

Die  zwei  ersten  Euler'schen  Oleichungen  geben 

A -j-^  =  — mghsin^sinq),    (1)         -4.-r-^  —  — mghsin&costp.      (2) 
0/  z  dt 

Die  Relationen  zwischen  cdi  ,  (02  f  <»3 «  ^ «  9>  9  V^  sind,  weil  003  =  0  ist, 

ü>i  =^-j7Sin(p  —  -^sinücostp^  W 

d&  diU   ,    ^    ,  in 

ÜJ2  =  -77  00s  q>  H — ZT-  ^n  ^  sin  cp,  \V 

dt        ^       dt  ^ 

0  =  '^^c.,^-^^.  (5) 

dt  dt 

Mit  (3)  und  (5)  bekommen  wir 


dt 
mit  (4)  und  (5) 


(Ol  cos  ö  =    -  {sin  ^  sin  y),  (") 
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wj  CM  ^  =  3-  {sin  ^  cos  w).  (7) 

dt 

Nun  geben  die  Gleichungen  (1)  und  (6),  sowie  die  Gleichungen  (2)  und  (7) 

.  (i*«)i  -  cf' 0)2 

A    ,  g  =  —  mghwi  cos  ^,         A       ^   =  —  rnghoD^  cos^, 


daher  ist 


(9) 


wo  C  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet. 

Mit  (1),  (2),  (6),  (7),  (8)  finden  wir,  dass 

sm^ Smtpi-Tjcos^cos^  —  -^stn^simp  j 

—  sin  ^  cos  g>  f—  cos  0  sin  g>  4-  -^  sin  ^  cos  y  j  =  C  cos  ^, 

wo  C  konstant  ist,  daher  erhalten  wir 

d^ C  COS& 

d7  ""  "~  sin^  ^  ' 

Weiter  ergiebt  sich  durch  (3),  (4),  (5),  (9) 

d^   .  C'cosoi  d^  C'sino) 

a<        ^         Ätnd  dt        ^         sin^ 

demnach  ist 

«>i^-^«>2«=(^)   -^-^r^.  (10) 

Aus  (1)  und  (2)  folgt 

1  d 

"rt"  A  -r-  (a>i  *  H-  0)2  ^)  =  —  m  p  A  sin  ^  (o)i  «n  y  -f-  0)2  cos  y) 

^  —mghsin^-^^     durch  (3)  und  (4). 

Sonach  wird 

-4.  (o)i  *  +  0)2 *)  =  C"  -h  2  m^  Ä  CO« ^, 

und  mithin  durch  (10) 

i4(-T7l   +-^o\.  =<?   +  2moÄcoj?^. 
Va^y         82n^^ 

dS 

Aber  anfangs  ist  -^  =  0,  ^  =  a,  folglich 


stn'a 

daher 


— -j^  =  C"  4-  2 m^ /i cö« OE, 


J    Q         2  1  1 

\dtj  \sin^^       stn^aj  ^ 
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Weil  ferner  anfangs  -^  =  <o ,   d  =  a ,  so  ist  vermöge  (5)  der  Anfangs- 

wert  von  -^  =  —  o)  co«  a,  sonach  durch  (9) 
dt 

C'cosa  ,  .• 

CO  cos  a  =  — r-5 — »  C=  (o  «n**  er. 

Mithin  geht  unsere  Gleichung  über  in 

J.(-j-  )    =  2m  ff  h  (cos ^  —  (?o«a)  H .  ^         (co^^ a  —  cos^&jy 

^  (  -y-  I    =  [cos  ^  —  c^«  or)  •  J2  m  a  A r-^^—  {^ö*  ^  -+-  ^o*  «)  ' 

\dtJ  \  SMV' 9  » 

welches  die  verlangte  Relation  ist. 

5.  Eine  kreisförmige  Platte  rotiert  um  eine  durch  ihren  Mittelpunkt 
gehende  zu  ihrer  Ebene  senkrechte  Axe.  Die  Platte  besitzt  eine  gegebene 
Horizontalneigung  und  befindet  sich  auf  einer  glatten,  horizontalen  Ebene. 
Wie  ist  die  Bewegung  dieses  Körpers  beschaffen? 

Es  sei  a  der  Halbmesser  der  Platte,  m  ihre  Masse,  A  ihr  Träg- 
heitsmoment ffir  einen  Durchmesser,  B,  die  Beaktion  der  glatten  Ebene. 
Ferner  seien  coi,  002,  (»3  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Hauptaxen 
durch  das  Centrum  der  Platte  zu  einer  beliebigen  Zeit  U  Weiter  be- 
zeichne y  den  Anfangswert  von  cog,  welches  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  zu  der  Ebene  der  Platte  senkrechte  Hauptaxe  ist,  ^  die  Horizon- 
talneigung der  Platte  zu  der  Zeit  i 

Mit  diesen  Notationen  haben  wir  hier 

g  4-  a-r-^sm^y 

Nun  ist  R  äquivalent  den  beiden  Kräften  Rsine,  entlang  der  Ebene  der 
Platte,  welche  keinen  Einfluss  auf  die  Botation  besitzt,  und  Rcos^^  recht- 
winkelig zu  dieser  Ebene.  Die  letztere  Componente  hat  die  Momente 
"-  Racos<^ sin y ,  —  Racos'&cosip  um  die  Hauptaxen ,  auf  welche  sich 
die  Geschwindigkeiten  a>i ,  m^  resp.  beziehen.  Polglich  erhalten  wir  durch 
Euler's  Gleichungen: 

A  —r-  =  —  A(a2fOz  —  ma  cos  ^  sin  q>  Ca  -r    sin  ^  -h  gj*        (1) 

t  dfOt,  y-        d^  ^  w)v 

A    ,  "  =:  A  0)3  0)1  —  ma  cos  O  cos  (pla  -TTg  sin  ^  -f-  ^  I»  W 

C03  =  y.  (8) 
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Ferner  ist 

—  =  iOi8in(p-i- (02  cos g>,     (4)      sin e -j^  = —oji  cos <p -{- eo^  sin (p,    (5) 

y=.-J^COS»  +  -^.  (6> 

Nim  erhalten  wir  mit  (1)  und  (2) 

.  /^  d<x>i         .       d(02\ 

A  \cos  q>  — -  —  s?n  y  -jrj  =  —  -4  «3  (a>2  <?ö«  y  -4-  wi  sin  9), 

=  — J[<»3— ,    mit  ^(4), 
folglich 

^  d7  ^*^^  ^^*  9  —  <02  sin  (f)  -h  Ä  (o>i  «m  y  -H  g>2  cos  (p)  -^  =  —  -4  0)3  --7-r 
daher  zufolge  (4) 

.  d  ,  .  .de  d(p  ^      dd^ 

Aj^{^^cos^^^,sin^)-^A-^^.~^^^A^,-j-^. 

d  f  '     \      r         d(p\dd'     ^ 

^  (ö>i  cos  y  —  C02  sin  g>)  -H  ^(03  H-  —^ J  -"TT  =  0. 

Aber  mit  (5)  und  (6)  ist 

dg>  dtp 

—  =  y  -^  — -  cos^  ^y  —  cotgO (a>2  sin  y  —  (»1  ööä  g>), 

folglich,  wenn  wir  die  Gleichung  (3)  beachten, 

d  ,  dd^  1  1 

^j  j  (<"!  <?ö«  9)  —  0)2  «n  y)  -h  -=-  |2  y  —  cö^^  iI^  (<ü2  ^«Vi  9 —  <oi  cos  y)i  =  0, 

«rt  ^  c?  (a>i  CO«  y ~<D2  «en  y)+d  ^  |2  y  sin  &'\-cos  ^  (o)i  £jo«  y— 0)2  «m  y)]  =  0^ 

8ine{(Xii  cosif  —  <i>2  simp)  —  2y co«^  =  0, 

Aber  anfangs  ist  o)i  =  0,  (»2  =  0,  so  dass ,  wenn  e  den  Anfangswert  von 
e  bezeichnet, 

sin  e  ((»1  cos  (p  —  ö)2  */n  y)  =  2  y  (co*  ^  —  co«  e).  (7) 

Weiter  erhalten  wir  mit  (1),  (2)  und  (4) 

(d         x^ 
-T-  «iw^  j    —  2mg  a  sin  ^ 

und,  weil  A  =  -rma^  ist, 

4 

VaM  a 

dS 
Anfangs  ist  aber  a)i  =  0,  <02  ==  0,  ^  =  €,  --  =  0,  folglich 

0  =  Konst  —  8  —  sin  6, 

a 


r^V  +  „•„«  a  (^y  =  8 1-  («•«  e  -  «•„  ^)  -  4  cos^  ^  (^)'-    (9) 
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fliithiü 

-Quadrieren  wir  die  Gleichungen  (4),  (5)  und  addieren  die  Besultate,  so 
lommt 

(37)' -'-(it»' =  -*-«•• 

<laher  wird  mittelst  (8) 

I^emer  geben  die  Gleichungen  (5)  und  (7) 

«n«  ^  -^  =  2  y  (cos  e  —  cos  ^),  (10) 

rsowie  die  Gleichungen  (9)  und  (10) 

1^3?  I  (1  +  4 cos* e)  =  8^ {ein «  —  ein &)  —  4^  (coe e—coee)*.  (11) 

Die  Gleichung  (11)  bestimmt  ^  als  Funktion  der  Zeit,  sodann  giebt  die 
i<10)  t//  als  Funktion  von  t  und  daher  liefert  die  (6)  ^  als  Funktion  tod  /. 

Wählen  wir  ay^  im  Vergleich  zu  g  sehr  gross,  dann  ist  offenbar 

in  (11)  die  positive  Grösse  ( :-— — ^    im  Vergleich  mit  («nc— «n*) 

V       sin  v"      J 

Idein,  d.  h.     .\^,  . —        . — ^,  ist  eine  kleine  Grösse.     Weil  indessen 

stn^  ^  (sin  €  —  sin  ^) 

4er  Nenner  nicht  gross  sein  kann,  so  muss  der  Zähler  klein  sein,  folglich 

.^  =:  ij  +  e ,  wenn  tj  eine  kleine  Grösse  bedeutet.     Dadurch  nimmt  die 

•Gleichung  (11)  die  Gestalt  an 

("jf)  (1  ■+-  4  cos^  e)  =  — ^  f-^  rj^  sin  e  —  ijcossf  —  4  y*  ij\ 

dso  dass 

-—^  (1-4-4 oos^ e)  H (a y*  —  p sine)  tj  -^ cos  e  =  0, 

d^  /'  g  cos  €      \        4    ay^  —  g  sin  e  /•  q  cos  e      \      a 

T72 1  ^ -^ 2 --)  -^ T.    A       2- (V -^ T ~)  =  ^' 

ar*v'       ay^  —  gsfneJ       a     l-h^cos^sK        ay^ — gsineJ 

iworaus  folgt,  wenn  k  und  fi  konstante  Grössen  bezeichnen, 

qcose  ,        (/'4    av* — gsins>.^^ 

1JH — f —  =  kcos\( — -T-nr—^-)  '^-i»  • 

'      ay^  —  gsina  y\a     i+Acos^eJ 

Aber  anfangs  ist  ij  =  0,  und  ■;jt  =  0,  folglich 

A  3  gcose 


-?  =  a  «n  e f^ : —  vers 

ay   —  gstne 


ag  €08^  €  i  ^  4.      n  ^^  —  /?  */♦»  *^  2 
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wodurch  i 

Somit  wird,  wenn  z  die  Höhe  des  Schwerpunktes  der  Platte  über  der 
glatten  Ebene  bezeichnet, 

z  =  a8in^  =  a {sin e  -i-  rj cos e),  i 

K4    ay^  —  gsine\^ 
a     1  -f-  4  cos^  €  ) 
womit  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Platte  vollständig  bestimmt 

ist,  es  zeigt  sich^  dass  die  Periode  seiner  Schwingungen  gleich 

1 

n  y'tt  (1  +  4  cna^  €)x  2 
2  \2ay^ — gsinej 

ist. 

1—5.  Walton,  p.  459—469. 

6.  Ein  starrer  KOrper  dreht  sich  um  einen  festen  Punkt.  Die  Winkelgeschwindig- 
keiten nm  seine,  dorch  diesen  Pankt  gehenden  Hanptaxen  sind  c»i  =  a sinnt,  m2-=a cos nt, 
0)3  =  |9,  wo  a  und  ß  konstante  Grossen  bedeuten.  Wie  ist  die  Bewegung  dieses  Körpers 
beschaffen? 

Werden  die  festen  Axen  so  gewählt,  dass  q>  =  0,  wenn  t  =  0  ist,  dann  wird  die 
Bewegung  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

d  &  dip  dtp 

Jt^'''      di  =  ^'      di  =  ^' 

Griffin,  Solutions  of  the  Ezamples  on  tbe  Motion  of  a  Bigid  Body,  p.  84. 

7.  Ein  Körper  bewegt  sich  um  einen  festen  Punkt.  Zwei  der  Hauptträgheits- 
momente  für  diesen  Punkt  sind  einander  gleich  und  es  seien  die  HaupttrAgheits- 
momente  ftr  denselben  A,  A,  C.  Die  Momente  der  Paare  der  äusseren  Kr&fte  um 
die  Hanptaxen  durch  den  festen  Punkt  seien  a  sin  nt,  a  cos  n  t,  0,  resp.  Die  Momentan- 
axe  falle  anfangs  mit  der  Hauptaxe  zusammen,  welcher  das  Trägheitsmoment  C  ent- 
spricht. Bestimme  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers  um  die  Hanptaxen  zu 
einer  beliebigen  Zeit  f. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  cog  ist  konstant,  ftr  die  beiden  anderen  Winkelge- 
schwindigkeiten ergeben  sich  die  Relationen 

•1  =  jiim'-n) (^**** "■  Cö^»» 0»      fl>2  =  A(m--  n) ^***' *'* *  —  «»«" 0» 
wenn  «=  — - — c^  gesetzt  wird. 

A 

Griffin,  Ib.  p.  89. 

8.  Ein  Wflrfel,  dessen  Schwerpunkt  fest  ist,  wird  um  eine  beliebig  angenom- 
mene Axe  in  Bewegung  gesetzt.  Wie  ist  die  daraus  hervorgehende  Bewegung  beschaffen? 

Der  Korper  fährt  fort,  sich  um  die  anfängliche  Botationsaxe  zu  drehen. 

Griffin,  Ib.  p.  40. 
F.  Kraft,  Probl.  d.  snalyi  Mechanik.    IL  26 
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9.  Ein  gerader  Ereiskegel,  dessen  Hohe  gleich  dem  Durchmesser  seiner  Basis 
ist,  kann  sich  um  seinen  festgehaltenen  Schwerpunkt  frei  bewegen.  Der  Kegel  wird 
um  eine  zu  seiner  geometrischen  Aze  unter  gegebenem  Winkel  geneigte  Gerade  in 
Bewegung  gesetzt.    Wie  ist  die  daraus  hervorgehende  Bewegung  beschafifen? 

Der  Kegel  dreht  sich  permanent  um  die  anfängliche  Botationsaxe. 

Griffin,  Ib.  p.  40. 

10.  Ein  gerader  Kreiskegel  bewegt  sich  um  eine  durch  seinen  Schwerpunkt 
gehende,  gegebene  Axe.    Welches  ist  die  Lage  der  invariablen  Ebene? 

Es  sei  der  Schwerpunkt  des  Kegels  Ursprung  der  Coordinaten,  die  Axe  des 
Kegels  Axe  der  z.  Femer  seien  /,  m,  n  die  Richtungscosinus  der  anfänglichen  Bota- 
tionsaxe, ig  a  stelle  das  Verhältnis  des  Durchmessers  der  Basis  zu  der  Hohe  des  Kegels 
dar.    Damit  ist  die  Gleichung  der  invariablen  Ebene 

Ix-hn^y  +  nz.  vers a  =  0. 

Griffin,  Ib   p.  40. 

11.  Eine  ruhende^  kreisförmige  Platte  kann  sich  um  ihren  Schwerpunkt,  wel- 
cher fest  ist,  frei  bewegen.  Der  Platte  wird  eine  gegebene  Winkelgeschwindigkeit 
um  eine  gegebene  Axe  mitgeteilt    Wie  ist  die  Bewegung  der  Platte  beschaffen? 

Es  sei  0»  die  gegebene  Winkelgeschwindigkeit,  a  die  Neigung  der  anfänglichen 

Rotationsaxe  zu  der  Ebene  der  Platte.    Die  Normale  zu  der  Ebene  der  Platte  wird 

eine  konstante  Neigung  zu  einer  Normalen  der  invariablen  Ebene  besitzen  und  eine 

2« 
Umdrehung  im  Räume  in  einer  Zeit  gleich  -  —  machen. 

0)1/1-1-3  sinßa 
Griffin,  Ib.  p.  41. 

12.  Ein  Rotationskörper  dreht  sich  an&ngs  um  eine  Momentanaxe,  welche  durch 
seinen  Schwerpunkt  geht  und  unter  einem  Winkel  y  zu  seiner  geometrischen  Axe  ge- 
neigt-ist.  Die  geometrische  Axe  ist  anfangs  unter  einem  Winkel  a  zu  einer  festen, 
geraden  Linie  im  Räume  geneigt.  Während  der  Bewegung  ist  A  eotg  a  =  0  catg  >*, 
wo  C,  Ä  die  Trägheitsmomente  bezflglich  der  geometrischen  Axe  und  einer  durch  den 
Schwerpunkt  gehenden,  zu  ihr  senkrechten  geraden  Linie  sind.  Welches  ist  die  Be- 
wegung der  geometrischen  Axe? 

Die  geometrische  Axe  wird  eine  gerade  Kreiskegelfläche  um  die  feste  Axe  be- 
schreiben. 

Griffin,  Ib.  p.  41.  • 

13.  Ein  um  seinen  Schwerpunkt  beweglicher  Rotationskörper  bewegt  sich  an- 
fangs um  eine  Axe,  für  welche  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  gegeben  ist.  Wie 
ist  die  daraus  hervorgehende  Bewegung  beschaffen? 

Es  sei  Q  das  gegebene  Trägheitsmoment,  C  dasjenige  bezüglich  der  geometri- 
schen Axe,  A  dasjenige  für  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende,  zu  der  geometrischen 
Axe  senkrechte  gerade  Linie,  dann  ergiebt  sich  Folgendes: 

1)  Die  Momentanaxe  wird  im  Räume  einen  Kreisk^el  beschreiben,  dessen  Ver- 
tikalwinkel  am  grOssten,  wenn  Q  ein  harmonisches  Mittel  zwischen  A  und  C  ist 

2)  Die  geometrische  Axe  wird  im  Räume  einen  Kreiskegel  beschreiben,  dessen 
Yertikalwinkel  gleich  ist 


-H'-yi^i- 
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3)  Die  Momentanaxe  wird  im  Räume  relativ  zu  der  geometrischen  Axe  einen 
Ereiskegel  beschreiben,  dessen  Yertikalwinkel  gleich  ist 

Griffin,  Ib.  p.  42. 

14.  Ein  gerader  Ereiskegel  bewegt  sich  nm  seinen  Schwerpunkt,  welcher  fest 
ist  Die  anfängliche  Neigung  der  Momentanaxe  su  der  geometrischen  Axe  ist  bekannt. 
Wie  ist  die  Bahn  des  Eegekcheitels  beschaffen? 

Es  sei  a  die  Anfangsneigung  der  Momentanaxe  zu  der  geometrischen  Axe,  ß  der 

Halbwinkel  des  Kegels,  h  seine  Höhe.    Der  Scheitel  des  Kegels  wird  im  Räume  einen 

Kreis  beschreiben,  dessen  Halbmesser  gleich  ist 

3 
^h  tg a {4 -i- cot^ ^^). 

15.  Ein  Körper  bewegt  sich  um  einen  festen  Punkt,  zwei  seiner  Hauptträg- 
heitsmomente besftglich  der  Axen  durch  diesen  Punkt  sind  einander  gleich.  Auf  den 
Körper  wird  nur  durch  ein  Paar  gewirkt,  dessen  Moment  um  die  Axe  des  ungleichen 
Trägheitsmomentes  eine  explicite  Funktion  der  Zeit  ist.  Bestimme  die  Winkelge- 
schwindigkeiten um  die  Axen  zu  einer  beliebigen  Zeit. 

Es  sei  a  das  Trägheitsmoment  bezikglich  der  einen  Axe,  h  dasjenige  bezüglich 
der  anderen  zwei.  Femer  seien  o>i,a>2,  a>3  die  Winkelgelschwindigkeiten  zu  einer  be- 
liebigen Zeit  t,  aif  02»  tts  die  Anfangswerte  dieser  Greschwindigkeiten.  T  bezeichne  das 
Moment  des  Paares  und  a  die  Summe  ai^-^a^^.    Damit  wird  gefunden  werden 

1   f^ 

ci>l  sz  ai"] /    Tdt, 

16.  Eine  starre,  durch  das  Auge  einer  Lemniscate  begrenzte  Platte,  auf  welche 
keine  äusseren  Kräfte  wirken,  beginnt  sich  zu  bewegen  mit  einer  gegebenen  Winkel* 
geschwindigkeit  um  eine  der  Tangentenlinien  an  dem  Knotenpunkte  der  Gurve,  welcher 
fest  ist.   Bestimme  das  Verhältnis  ihrer  grOssten  zu  ihrer  kleinsten  Winkelgeschwindigkeit. 

Das  rerlangte  Verhältnis  ist  gleich 


/ 


'+W-n' 


5—16.    Walton,  p.  469—473. 

17.  Ein  starrer  Körper  bewegt  sich  in  irgend  einer  Weise  in  drei  Richtungen. 
Beweise,  dass  wir  Momente  um  die  Momentanaxe  nehmen  können,  wie  wenn  dieselbe 
eine  im  Räume  und  in  dem  Körper  feste  Axe  wäre.  Zeige,  dass  das  Trägheitsmoment 
des  Körpers  bezüglich  der  Momentanaxe  während  der  ganzen  Bewegung  konstant  ist. 

18.  Eine  Platte,  von  welcher  ein  Punkt  fest  ist,  bewegt  sich,  ohne  von  äusseren 
Kräften  beansprucht  zu  sein.  Beweise,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  zwei  Hauptazen  durch  den  festen  Punkt,  in  der  Ebene  der 
Platte,  konstant  ist« 
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19.  Wenn  während  der  ganzen  Bewegung  eines  starren  Körpers  nm  einen  festen 
Punkt,  unter  der  Wirkung  eines  Kr&ftesystemes,  die  Winkelbeschleunigung  des  KOrpeis 
um  die  Momentanaxe  zu  dem  Trftgheitsinomente  bezüglich  dieser  Axe  und  den  Kräften 
in  derselben  Beziehung  steht,  wie  wenn  die  Axe  fest  wäre,  beweise,  dass,  wenn  die 
drei  Haupttrftgheitsmomente  fftr  den  festen  Punkt  nicht  alle  gleich  sind,  der  Ort  der 
Axe  relativ  zu  dem  KOrper  ein  Kegel  zweiten  Grades  ist. 

20.  Ein  starrer  Körper,  von  welchem  ein  Punkt  fest  ist,  bewegt  sich,  in  einem 
beliebigen  Augenblicke  während  der  Bewegung  geht  die  Botationsaxe  dnrch  den  Schwer- 
punkt des  Körpers.  Beweise,  dass  in  diesem  Angenblicke  die  Richtung  des  Druckes 
auf  den  festen  Punkt  rechtwinkelig  zu  der  Botationsaxe  ist. 

21.  Zwei  starre  Körper,  auf  welche  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  bewegen  sich 
am  feste  Punkte.  Die  Hauptträgheitsmomentc  des  einen,  bezüglich  seines  festen  Punktes, 
stehen  in  dem  doppelten  Verhältnisse  zu  den  entsprechenden  des  anderen.  Die  An- 
fangsYerhältnisse  können  so  gewählt  werden,  dass  ihre  Winkelgeschwindigkeiten  gleich 
sind,  wenn  die  Winkel,  welche  die  Momentanaxen  mit  den  entsprechenden  Hauptaxen 
in  einem  gewissen  Augenblicke  machen,  einander  gleich  sind,  was  zu  beweisen  ist. 

17—21.  Walton,  p.  658—659. 

Zweiter  Abschnitt. 

Das  GentrifugalpendeL 

Ausser  dem  Ereispendel  wird  auch  noch  das  Centrifugalpendel  zur 
Begulierung  des  Ganges  der  Uhren  benutzt.  Im  Maschinenbau  dient 
dieses  Pendel  ausserdem  zu  manchen  anderen  Zwecken.  Das  mathematisehe 
Rotationspendel  ist  bereits  früher  betrachtet  worden.  Denken  wir  uns. 
ein  materieller  Punkt  P  sei  mittelst  eines  gewichtslosen  Fadens  an  einem 
festen  Punkte  O  aufgehangen,  so  dass  der  Faden  im  Ruhezustande  die 
vertikale  Lage  OZ  einnimmt,  diesen  Faden  sodann  aus  seiner  Gleich- 
gewichtslage entfernt,  wodurch  er,  stets  gespannt  bleibend,  mit  der  Aie 
O  Z  den  Winkel  a  einschliesst,  hierauf  dem  materiellen  Punkte  P  senk- 
recht zu  der  Ebene  OPZ  eine  Geschwindigkeit  t*  erteilt,  dann  beschreibt 
dieser  Punkt  eine  ebene  Curve,  die,  wenn  der  Winkel  a  klein ,  näherungs- 
weise  eine  Ellipse  ist.  Besitzt  der  Punkt  P  eine  konstante  Geschwindigkeit 
dann  erzeugt  die  Gerade  OP  eine  Kreiskegelfläche,  deren  Axe  mit  der 


Geraden  OZ  zusammenfällt,  und  ist  diese  Geschwindigkeit  v=y  -^-sina, 

^    cosa 

wenn  l  die  Länge  des  Fadens  O  P  bezeichnet.    Die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Punktes  P  ist  w  =  ^  - —  =  y  y-^ —  t  und  die  Zeit  seines  vollen  Üm- 


l  ein  a      ^    l  cos 


y     c      m      2/1       ^     i/l  cos  a 
laufes  T  =^  —  =  2n  y  -  -    -• 

In  Wirklichkeit  dreht  sich  nun  ein  schwerer  Körper  um  einen  festen 


V.  Th.  Kap.  VII. 


D&8  Centrifagalpendel. 
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Punkt  O  (Fig.  144),  S  sei  der  Massenmittel- 
punkt dieses  Körpers,  der  Abstand  des  Punktes 
S  vom  Auf  bängepunkte  OS=^r.  OZsei 
die  positiv  nacb  unten  gerecbnete  vertikale 
Axe  der  von  der  Geraden  OS  beschriebenen 
Fläche.  Ein  solches  Pendel  soll  so  um  den 
Punkt  O  schwingen,  dass  die  Gerade  O  S  eine 
vertikale  Ereiskegelfläche  erzeugt,  und  es  soll 
die  Drehung  mit  einer  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  erfolgen.  Wenn 
sich  gezeigt  hat,  dass  dieses  möglich  ist,  dann  soll  die  Schwingungsdauer 
ermittelt  werden,  und  schliesslich  wollen  wir  die  rechnungsmässige  Länge 
des  physischen  Centrifiigalpendels  bestimmen. 

Zunächst  nehmen  wir  an,  dass  die  Stange  bei  der  Drehung  immer 
in  der  Ebene  SOZ  bleibt,  welche  sich  mit  umdreht;  in  dieser  Ebene 
habe  aber  die  Stange  keine  Drehung.  Dieses  wird  der  Fall  sein,  wenn 
die  Stange  in  O  ein  Cbarnier  besitzt,  dessen  Axe  die  auf  der  Ebene  SOZ 
senkrechte  Gerade  O  Y  ist.  Denken  wir  uns  noch  die  auf  O  Z  und  O  T 
senkrechte  Gerade  0  JT  gezogen ,  dann  haben  wir  ein  räumliches ,  recht- 
winkeliges Coordinatensystem  mit  dem  Drehpunkte  als  Ursprung.  Im 
Schwerpunkte  des  physischen  Pendels  greifen  bei  dessen  Botation  zwei  ver- 
schiedene Kräfte  an,  diese  sind  die  Schwerkraft  und  die  Centrifugalkraft. 
Soll  die  Gerade  OS  mit  der  Axe  OZ  stets  den  konstanten  Winkel  a 
bilden,  dann  muss  die  Wirkung  der  Schwerkraft  durch  die  Wirkung  der 
Centrifugalkraft  beseitigt  werden.  Es  sei  nun  d  m  ein  Massenelement  des 
Körpers  mit  den  Coordinaten  x^y^z^  welches  im  allgemeinen  eine  kleine 
Grösse  dritter  Ordnung  sein  wird.  Fällen  wir  von  dm  ein  Perpendikel^ 
auf  die  Axe  OZ^  so  ist  die  auf  dieses  Element  wirkende  Centrifugalkraft 
(jfo^dm.  Diese  Kraft  lässt  sich  in  zwei  Componenten,  deren  Bichtungen 
parallel  mit  den  Axen  OJC^OY  sind ,  zerlegen,  diese  Componenten  sind 
m^xdmy  (o^ydm.  Die  Componente  (o^ydmiat  rechtwinkelig  und  wind- 
schief gegen  die  Axe  0  X  gerichtet  und  besitzt  deshalb  in  Beziehung  auf 
OJTdas  Moment  w^yzdm.  Denken  wir  uns  nun  die  ^  -  Componenten 
der  auf  alle  Körperpunkte  d  m  wirkenden  Centrifugalkräfte  und  bezeichnen 
wir  das  durch  ihre  Summe  hervorgehende  Moment  in  Beziehung  auf  die 
Axe  der  x  mit  M^^  so  haben  wir 

Hierbei  wurde  angenommen,  dass  das  Massenelement  unendlich  klein  der 
zweiten  Ordnung  sei,  wodurch  (/  m  als  ein  zur  Axe  der  x  pai'alleles  faden- 
förmiges Element  anzusehen  ist.  Es  kann  dieses  geschehen,  weil  bei  der 
Aufstellung  des  Ausdruckes  für  das  Elementarmoment  die  Abscisse  x  ausser 
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dem  Spiele  bleibt.  Was  Yon  der  Gomponente  (a^ydm  gesagt  wurde,  gilt 
auch  von  der  Gomponente  w^wdm  in  Beziehung  auf  die  Axe  OY,  das 
Elementarmoment  dieser  Gomponente  bezuglich  OY  ist  ca^x 2 dm.  Be- 
zeichnet My  das  resultierende  Moment  der  Summe  der  Elementarmomente 
für  O  F  als  Momentenaxe,  dann  haben  wir,  den  ganzen  Körper  in  faden- 
förmige Elemente  parallel  zu  O  7  zerlegt  denkend, 

My  =  (0^1  Ixzdin. 

Weil  der  materielle  Punkt  d  m  stets  in  der  Ebene  dmOZ  während  der 
Drehung  bleiben  soll,  so  ist  zu  verlangen,  dass  das  Moment  Jtf«  =  0,  denn 
sonst  würde  ein  Drücken  auf  das  Gharnier  bei  O  entstehen.  Dieser  For- 
derung kann  aber  leicht  dadurch  entsprochen  werden,  dass  man  dem  Körper 
in  Beziehung  auf  die  Ebene  SOZ  eine  symmetrische  Qestalt  giebt,  denn 
dann  ist  die  Momentensumme  M^  in  Beziehung  auf  OJl  notw^diger 
Weise  gleich  NuU,  da  jedem  positiven  Massenelemente  auch  ein  negatives 

entspricht,  alsdann  verschwindet  der  Ausdruck  j  lyzdm.  Das  resultie- 
rende Moment  der  anderen  Gomponente  der  Gentrifugalkraft  in  Beziehung 
auf  die  Axe  OY  möge  mit  o)^/ bezeichnet  werden.  Damit  nun  der 
Winkel  a  sich  nie  ändere,  muss  die  Bedingung  eifüllt  sein 

mgr  sin  a  =^  ta^Jf 

wobei  m  die  Masse  des  ganzen  Körpers  bedeutet.  Aus  dieser  Gleichung 
ergiebt  sich  für  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels 


==  j/^j}l. 


rsma 


J 

Nun  ist  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  eines  mathematischen  Gentrifogal- 
pendels 

^        T       ^   Icosa 
so  dass,  wenn  l  die  rechnungsmässige  Länge  des  physischen  Pendels  be- 
zeichnet,  wir  für  dieselbe  erhalten 

mnnnacosa 

Der  Wert  von  J  ist  nun  so  zu  ermitteln,  dass  die  Länge 
des  Pendels  von  dem  Winkel  a  unabhängig  wird.  Zu 
dem  Ende  bedeute  d  m  ein  zu  der  Ebene  der  Figur  senk- 
rechtes fadenförmiges  Massenelement  (Fig.  145),  seine 
Goordinaten  seien  bezüglich  der  auf  einander  rechtwinke- 
ligen Axen  0  -ST,  OZ,  a?,  z.  Errichten  wir  in  O  eine  Nor- 
male O  Fzu  der  Geraden  OS  U,  dann  entsteht  ein  zweites 
Figur  145.  rechtwinkeliges  Goordinatenfsystem  mit  den  Axen  Oü,  OVy 
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auf  welches  der  Punkt  dm  durch  die  Coordioateu  u,  v  bezogen  werden 
kann.  Zwischen  den  Goordinaten  an,  z  und  u,  v  bestehen  hier  die  Re- 
lationen 

0?  =  «  ein  a  4-  v  cos  a,  ^  =  «  cos  a  —  v  ein  a, 

woraus  folgt: 

a?  ^  =  (u^  —  v})  sin  a  cos  a  -^  uv  {cos^  a  —  sin^  a), 

a?  ^  =  (w*  —  v^)  — ^ \-uvco82a. 

Mithin  erhalten  wir 

J=:z  1 1 xz  dm==  — X —  //(«*  —  v^)dm  -+-  co€2a  1  juvdm. 

Die  Goordinaten  u,  t;  sind  von  dem  Winkel  a  unabhängige  Grössen.  Setzen 
wir  diesen  Wert  von  J  in  den  Ausdiiick  für  die  Länge  l  des  physischen 
Pendels  ein,  so  folgt: 

Z  =  ^ —  I  / f(u^'-v^)dm'i'2cotff2a/ /uvdm\' 

Weil  nun  die  Länge  des  Pendels  von  dem  Winkel  a  unabhängig  sein  soll, 

80  muss  otteubBi/  /uvdm  =  0  sein.    Dieses  ist  aber  erreichbar;  wir  haben 

nur  nötig  das  Pendel  so  zu  formen ,  dass  es  durch  die  Ebene  O  5  F  in 
zwei  symmetrische  Hälften  geteilt  wird.  Somit  ist  dem  Körper  eine  solche 
Gestalt  zu  geben,  dass  derselbe  symmetrisch  in  Beziehung  auf  die  zwei 
sich  rechtwinkelig  schneidende  Ebenen  SOZ  und  80T  wird.  Mithin 
ist  unter  diesen  umständen  die  rechnungsmässige  Länge  des  physischen 
Pendels  f    /•  /• 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  m  die  ganze  Masse  des  Körpers,  dm  ein 
fadenförmiges  Element  desselben,  welches  senkrecht  auf  der  Ebene  der 
Figur  steht,  und  bestinmien  die  Goordinaten  u,  v  die  Lage  eines  solchen 
Massenelementes.  Wir  können  das  Doppelintegral  passender  Weise  etwas 
umgestalten,  indem  wir  schreiben: 

Hier  ist  Yu^-hv^  der  Abstand  des  fadenförmigen  Massenelementes  dm 
Ton  der  Axe  0  7,  folglich  ist  das  erste  Glied  der  Klammergrösse  das 
Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  Axe  0  F,  welches  mit 
Q  bezeichnet  werden  möge.  Der  andere  Ausdruck  in  der  Klammer  stellt 
das  doppelte  Trägheitsmoment  q  der  ganzen  Masse  bezüglich  der  Axe  O  S 
dar.     Mithin  haben  wir  n 

mr 
als  rechnungsmässige  Länge  des  physischen  Pendels. 
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Bei  unserer  Betrachtang  wurde  vorausgesetzt,  dass  OZ  ^e  Momen- 
tanaxe  des  beweglichen  Systemes  sei,  wie  solches  bei  einem  gewöhnlichen 
Schwungkugelregulator  einer  Dampfmaschine  der  Fall  ist.  Dient  das 
Centrifugalpendel  hingegen  als  Regulator  einer  Uhr,  dann  ist  die  Sache 
eine  etwas  andere  und  OZ  nicht  mehr  Momentanaxe  des  beweglichen 
Systemes.  Das  Centrifugalpendel  wird  in  folgender  Weise  aufgehängt. 
An  dem  Uhrgestelle  sind  zwei  horizontale  Schienen  a,  *  (Pig.  146)  an- 

t,  gebracht,  zwischen  denen  zwei  dünne  Stahlplättchen 
ciy  02  eingeklemmt  sind,  die  eine  vertikale  Richtung 
besitzen.  An  den  unteren  Enden  dieser  Plattchen 
sind  zwei  horizontale  Schienen  /,  m  befestigt,  welche 
in  ihrer  Mitte  einen  Bügel  d  e  tragen.  In  den  Punk- 
ten d  und  e  sind  zwei  weitere  Stahlplättchen  df  und 
eg  befestigt,  deren  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  zuerst  genannten  Stahlplättchen  steht.  Die  Punkte 
f  und  g  stehen  mit  einem  zweiten  Bügel  in  Verbin- 
dung, welcher  in  seiner  Mitte  h  vermöge  eines  feinen 
Gewindes  die  in  der  Nähe  ihres  unteren  Endes  eine 
schwere  Kugel  k  tragende  Pendelstange  aufnimmt. 
Fignr  146.  Durch  diescu  Mechanismus  kann  sich  die  Pendelstange 

fast  ohne  Arbeitsverlust  in  einer  Eegelfläche  bewegen.  Die  Stahlplättchen 
werden  nur  innerhalb  ihrer  Elastizitätsgrenze  in  Anspruch  genommen,  so 
dass  es  sich  um  eine  periodische  Bewegung  eines  Körpers  innerhalb  der 
Elastizitätsgrenze  handelt.  Bei  der  Drehung  dieses  Körpers  ist  die  Axe 
O  Z  nicht  in  jedem  Augenblicke  die  Momentanaxe  des  sich  bewegenden 
Systemes,  indem  durch  die  Art  der  Aufhängung  der  Körper  genötigt  ist, 
eine  doppelte  Drehung  zu  machen.  Das  Pendel  kehrt  nicht  immer  die 
nämliche  Stelle  der  Axe  O  Z  zu,  wie  dieses  bei  der  Bewegung  des  Mondes 
um  die  Erde  der  Fall  ist,  sondern  es  kehrt  immer  die  nämliche  Seite  nach 
derselben  Himmelsrichtung.  Der  Körper  dreht  sich  gleichzeitig  um  die 
Axen  O Z  und  O 5,  so  dass  die  Momentanaxe  den  Winkel  ZOS  halbiert 
Wenn  die  Voraussetzung  beibehalten  wird,  dass  der  Körper  zwei  sich 
rechtwinkelig  schneidende  Symmetrieebenen  besitzt,  dann  heben  sich  die 
entsprechenden  Centrifugalkräfte  durch  die  Rotation  des  Körpers  um  die 
Axe  OS  auf,  die  Centrifugalkräfte  würden  den  Elongationswinkel  a  in 
keiner  Weise  ändern,  dagegen  könnte  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  q> 
des  Körpers  noch  ändern,  indem  bei  der  Rotation  um  OS  nicht  immer 
ein  gleichgrosser  Körperquerschnitt  in  die  Ebene  ZOS  fallen  würde,  da- 
durch entstände  eine  periodische  Bewegung.  Gestalton  wir  aber  den  Körper 
als  Umdrehungskörper  mit  OS  als  Rotationsaxe ,  so  ist  jede  durch  OS 
gehende   Diametralebene  Symmetrieebene  des  Körpers,    und  die  Winkel« 
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geschwindigkeit  (o  bleibt  konstant.  Auf  diese  Weise  gestaltet  man  nun 
stets  das  Centrifagalpendel ,  wodurch  für  dasselbe  die  oben  entwickelten 
Formeln  bestehen  bleiben.  Eine  solche  Uhr  geht  ganz  ohne  Geräusch. 
Soll  für  einen  solchen  Fall  die  rechnungsm2U»ige  Länge  des  physischen 
Pendels  bestimmt  werden,  dann  kann  dieses  leicht  geschehen.  Am  un- 
teren Ende  desselben  wirkt  der  Mechanismus  der  Uhr.  Es  bezeichne  a  die 
ganze  Länge  der  Stange,  b  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Kugel  von 
dem  Aufhängepunkte,  A  das  Gewicht  der  Pendelstange,  B  dasjenige  der 
Kugel.  Die  Trägheitsmomente  Q  und  q  lassen  sich  als  aus  zwei  Teilen 
bestehend  ansehen,  wovon  sich  der  eine  Teil  auf  die  Pendelstange,  der 
andere  auf  die  Kugel  bezieht,  so  dass 

Q  =  Qi  4-  ^2,       g  =  gi-^  gz^ 

Qi  ist  das  Trägheitsmoment  der  Stange,  bezogen  auf  die  Axe  O  Y,    Da 

1  A 

diese  Stange  in  der  Regel  sehr  dünn,  so  ist  Q^  =  — — a^.     Die  Grösse 

qi  in  Beziehung  auf  irgend  eine  Symmetrieebene  ist  gleich  Null.  Q^  be- 
zeichnet das  Trägheitsmoment  der  Kugel  bezüglich  der  Axo  O  Y,  mithin 

ist  Q2  =  — b^  +  q2^    Daher  erhalten  wir  für  die  Länge  des  äquivalenten 

einfachen  Pendels 

\   A    ,      B  ^^  1        -^«^ 

A  a        B .  ,        Aa       ' 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  die  rechnungsmässige  Länge  des  Pendels  etwas 
kleiner  als  b  ist,  wir  haben 

36^T'     T>y 

Was  nun  den  Wert  eines  solchen  Pendels  als  Regulator  einer  Uhr  betrifft, 
so  ist  es  vorteilhaft,  den  Winkel  a  klein  zu  wählen.  Kleine  unvermeid- 
liche Änderungen   des  Elongationswinkels    üben   einen   Einfluss  auf  die 

da 

Schwingungsdauer  aus,  weshalb  es  nötig  ist,  dass  -^  zu  einem  Minimum 
werde.     Aus  der  Gleichung  für  t  ergiebt  sich 

dt                  7/  l       sina 
-~  =  —  TT.r ^^n^. 

<««  ff     ycosa 

Je  kleiner  der  Winkel  a,  um  so  kleiner  fällt  dieser  Ausdruck  aus. 

Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  dass  bei  gleicher  Grösse  des  Elon- 
gationswinkels a  eine  gleichgrosse  Änderung  von  a  bei  einem  Centrifugal- 
pendel  einen  schädlicheren  Einfluss  ausübt,  als  bei  einem  ebenen  Pendel. 
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Entwickeln  wir  cos  a  in  eine  Reihe,  so  haben  wir  annähernd  cö«  a  =  1  —  -^ » 


\  coaa  =  1  —  — »  folglich 


Für  ein  ebenes  Pendel  ergab  sich  ann&bernd 

Daraus  ersehen  wir,  dass  bei  einem  ebenen  Pendel  die  Ändeiiingen  von 

a  nur  einen  —  so  grossen  Nachteil  auf  die  Schwingungsdauer  ausubeiu 

als  dieses  unter  sonst  gleichen  umständen  bei  einem  Centrifugalpendel 
der  Fall  ist. 

Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre. 


Dritter  Abschnitt. 

Bewegung  bei  vorhandenen  Reibungswiderstönden. 

1.  Eine  homogene  Kugel  wird  von  einer  der  Entfernung  propor- 
tionalen Centralkraft,  mit  gegebenem  Sitze,  angezogen.  Die  Kugel  wird 
mit  einer  g^ebenen  Geschwindigkeit  entlang  einer  Ebene  geworfen,  welche 
durch  das  Kraftcentrum  läuft.  Die  vorhandene  Beibung  verhindert  alles 
Gleiten.    Welches  ist  die  von  der  Kugel  beschriebene  Bahn? 

Wir  wählen  das  Kraftcentrum  O  (Fig.  147)  als  Ursprung  derCoor- 

dinaten,  die  Ebene,  auf  welcher  die  Kugel  rollt, 
als  Ebene  der  x  und  der  y  mit  den  aufetnander 
senkrechten  Geraden  OX.  O  F  als  Goordinaten- 
axen.  Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  Kugel  zur 
Zeit  t^  P  ihr  Berührungspunkt  mit  der  Ebene 
XO  F.  Verbinde  C  mit  O,  C  mit  P  durch  ge- 
rade Linien;  ziehe  PM  parallel  zu  OY^  OZ 
Figur  147.  rechtwinkelig  zu  der  Ebene  XO  F.    Lasse  sein 

OC  =  r,  CP=c,  OM=^x,  PM=^y,  M=  der  Kugelmasse,  «=  der 
Attraktion  der  Centralkraft  auf  die  Masseneinheit  der  Kugel  in  der  Ein- 
heit der  Entfernung,  X,  F  die  Componenten  des  Beibungswiderstandes 
im  Punkte  P,  parallel  zu  den  Axen  OX,  OY,  in  den  den  Pfeilen  ent- 
sprechenden Sichtungen,  welche  die  Bewegungsrichtung  der  Kugel  angeben, 
k  =  dem  Trägheitsradius  der  Kugel  für  einen  Durchmesser. 

Die  Attraktion  auf  die  ganze  Kugel  ist  gleich  einer  Ki*aft  e  Jlf  r  in 
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der  Bichtung  CO,  die  Componentea  dieser  Kraft  parallel  zu  O^,  OY 
sind  —  e  Jf  ^,  —eMy.  Damit  erhalten  wir  für  die  Bewegung  der  Kugel 
das  System  von  Gleichungen 

M^  =  X--€Mx,     (1)         M^^Y^-eMy.  (2) 

MJc^^^  =  cY,  (3)        Mk^^=-cX.  (4) 

dt  dt 

Weil  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  die  Kugel  nur  rollen  kann,  ist  ofifenbar 

da?  dy 

Dadurch  bekommen  wir  mit  (3)  und  (4) 

c*    ~di^'  c^    dt^' 

so  dass  infolge  (1)  und  (2) 


c^  +  k^  d^x  c^  +  i*  d^y 

2 
oder,  weil  k^  =  -=-c^  ist, 

5 

d^x ^       5  d^y  _        5 

5 

Mit  n^-  €  ==  0^^  sind  die  Integrale  dieser  Gleichungen 

X  =  Aisinat  -^  Bi  cos  at^         y  =  A^  sin  at  -\-  B^coaa  t. 
Die  Geschwindigkeiten  parallel  zu  den  Axen  O X,  OY  sind  daher 

-r-  =  a  (^i  cos  at  —  Bi  sin  a  t),  -~  =  a  {A^  cos  at  —  B^sina  t). 

d  sc  d  "u 

Nun  sei  zur  Zeit  ^  =  0,  x  =  a^  v  =  ^i  3T  =  ni  ^  =  '^''>i  dann  haben 

dt  at 

wir  für  die  vier  Integrationskonstanten 

a  =  jBi,        Vi  =  -4i  a,         ^  =  ^2,         1^2  =  A^  a, 
mithin  für  die  Bewegung  der  Kugel,  welche  keine  Vertikalgeschwindigkeit 
besitzt, 

X  =^  —sinat  +  a cos at^  y  =  —  sinat  -^  bcosat^  (5) 

a  *'  a 

Vg  =■  Vi  cos  at  —  aa  sin  a  t,         Vy  =  i'2  cos  at  —  ha  sin  a  t. 
Aus  den  Gleichungen  (5)  folgt 

t'2  a?  —  Viy  =  (a  1*2  —  ^  ^1)  <^os  at^     {bx  —  ay)a  =  —  {avo  —  b  vi)  sin  a  t 
Quadrieren  wir  diese  Relationen  und  addieren  die  Resultate,  so  kommt 

{v^x  —  ViyY  -f-  {bx  —  ayYa^  =  (ar2  — ^vi)S 
welches  die  Gleichung  der  Bahn  des  Berührungspunktes  P  der  Kugel  und 
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der  Ebene  ist.  Daraus  gebt  bervor,  dass  dieser  Berübrungspunkt  eine 
Ellipse  bescbreibt;  der  Mittelpunkt  dieser  Curve  f&Ut  mit  dem  Goordinaten- 
urspninge  O  zusammen. 

Walton,  p.  509. 

2.  Eine  bomogene  Kugel  befindet  sieb  auf  einer  unvollkommen 
rauben,  borizontalen  Ebene.  Der  Scbwerpunkt  dieses  Körpers  bewegt  sich 
mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  und  er  rotiert  dabei  mit  einer  ge- 
gebenen Winkelgeschwindigkeit  um  einen  horizontalen  Diameter,  welcher 
unter  einem  gegebenen  Winkel  zu  der  Bewegungsrichtung  seines  Mittel- 
punktes geneigt  ist.  Wie  ist  die  daraus  hervorgehende  Bewegung  des 
Schwerpunktes  der  Kugel  beschaffen? 

In  der  festen  Ebene,  auf  welcher  sich  die  Kugel  bewegt,  nehmen 
wir  zwei  sich  rechtwinkelig  schneidende,  gerade  Linien  OX^  O  F  als  feste 
Goordinatenaxen  an.  Die  Coordinaten  der  Projektion  des  Kugelmittelpunktes 
auf  diese  Ebene  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  seien  x^  y^  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten der  Kugel  um  durch  ihren  Mittelpunkt  gehende,  zu  OX^  OY 
parallele  Axen  seien  (Dx,  Q>y.  Ferner  bezeichne  /u  den  Co^fBcienten  des 
Beibungswiderstandes ,  welchen  die  Ebene  auf  die  Kugel  ausübt,  ^  die 
Neigung  der  Bichtung  des  Beibungswiderstandes  gegen  die  Äxe  der  x  m 
der  Zeit  ^  a  den  Kugelradius. 

Damit  ist  das  Gleicbungensystem  für  die  Bewegung  der  Kugel 
ya^^    ^-fAgsin^,     (1)        -^ a -j^  =  fi g cos &,  (2) 

Jl2=-f^9<^08^,     (3)  ^^i  =  —  ^9^n».  (4) 

Die  Componenteu  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  von  Kugel 

und  Ebene  parallel  zu  den  Goordinatenaxen  sind    _  -  —  a  ca«,  ^  -h  a  ©„ 

dt  dt 

folglich  ist 

dy 

dt  ,«» 

'^^=-. <*> 

dt  ^ 

Wir  denken  uns  die  Axe  der  x  so  gewählt,  dass  sie  parallel  mit  der  an- 
fänglichen Botationsaxe  der  Kugel  läuft,  bezeichnen  mit  o)  die  anfitoghche 
Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel,  mit  vocoaa^  vosina  die  Componenten 
der  Anfangsgeschwindigkeit  ihres  Mittelpunktes;  der  Coordinatenursprong 
falle  mit  dem  anfänglichen  Berührungspunkte  der  Kugel  und  der  Ebene 
zusammen. 
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Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  geben 

daher  ist 

Durch  (2)  und  (8)  erhalten  wir 

2     diüy d^x 

mithin  ist 

2  da  ._. 

—  a  (Dy  =  Vq  cos  a  —  -77 •  (7) 

Mit  Hufe  von  (1),  (2),  (5),  (6),  (7)  finden  wir,  dass 

dcox  diOy 

1     ~    :      2    =1 

daher  ist,  wenn  k  eine  Eonstante  bedeutet, 

-r  a  «X  4-  Vo  9in  a  —  -^aa)  =  Ai-^a©y  —  t'o  cos  a  y 
Weil  anfangs  o«  =  oi,  aiy  =  0,  so  bekommen  wir 

Vo  eosai-^  a o),  -f-  i'o  sina  —  -=a w  J  =  (t'o  cosa  —  t ö^ Wy) (aw  4-  Vo  «ina), 

womit 

Vo  ^0*  et  d  (cojt)  +  (vo  sin  a'\'a(o)d  (wy)  =  0, 
folglich  durch  (1)  und  (2) 

Vo  sin  a-h  aw 

Vo  cos  a 
welches  zeigt,  dass  der  Winkel  &  eine  konstante  Grösse  ist.    Nun  geben 
die  Gleichungen  (1)  und  (2) 

a?  =  t'o  f  cos  a  —  -^figi^  cos  ^,       y  =  vot  sin  a  —  ^figt^  sin  i>, 

womit 

wsinS-  --  ycos&=Vo  tsin(&  —  a),     xsina  '—ycosa='-^fifft^sin{d' — a). 

Demnach  ist  die  Gleichung  der  Projektion  der  Bahn  des  Kugelmittelpunktes 

auf  die  Ebene 

2v  ^ 
(xsind-  —  ycosd')^=  — ^   sin{& —  a) (xsina  —  ycosa)^ 

so  dass  die  Frojektionsbahn  eine  Parabel  ist.    Wenn  m  =  0 ,  dann  ist 
^  =  ce,  die  Gleichung  wird  y  =  xtffa^   welche  diejenige  einer  geraden 

Linie  ist.    Mit  Vo  =  0  ist  ^  =  p»  die  Gleichung  wird  a?  =  0. 
WaltoB,  p.  511. 
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3.  Eine  homogene  Kugel  bewegt  sich  auf  einer  unvollkommen  rauhen 
geneigten  Ebene.  Die  Anfangsbedingungen  der  Bewegung  sind  ganz  be- 
liebig. Wie  ist  die  Bichtung  der  Bewegung  und  die  Geschwindigkeit  ihres 
Mittelpunktes  zu  einer  beliebigen  Zeit  beschaffen? 

S  bezeichne  den  Schwerpunkt  der  Kugel.  Die  Bewegung  beziehen 
wir  auf  die  Axen  8A^  SB,  SC^  deren  Richtungen  fest  im  Baume  und 
auf  einander  senkrecht  sind,  die  erstere  nehmen  wir  parallel  zur  Falllinie 
der  geneigten  Ebene  und  positiv  abwärts,  die  letztere  normal  zu  der  Ebene, 
welche  eine  Horizontalneigung  a  besitzen  möge.  Die  Geschwindigkeiten 
von  S  parallel  zu  diesen  Axen  seien  u,v,  uf,  die  Winkelgeschwindigkeiten 
des  Körpers  um  diese  Axen  0)1,0)2,0)3.  Die  Componenten  des  Beibungs- 
Widerstandes  in  dem  Berührungspunkte  von  Kugel  und  Ebene  parallel  zu 
den  Axen  seien  JP,  F\  sie  besitzen  nur  negative  Bichtungen.  Je  bezeichne 
den  Trägheitsradius  der  Kugel  für  einen  Diameter,  a  ihren  Halbmesser, 
ihre  Masse  nehmen  wir  zur  Masseneinheit. 

Damit  sind  die  Bewegungsgleichungen 

Die  Elimination  der  Grössen  F  und  F'  giebt 

du      k^dfoo  .  dv      h^  doth       ^ 

dt        a    dt       ^  dt       a    dt 

Durch  die  Integration  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 

k^                                                 k^ 
u-\ — ^awo  =  Uq  -h  nsina.t^       v -aou  =  F«,  (3) 

wo  Z7o,  Fo  zwei  Konstante  bedeuten,  deren  Werte  durch  die  Anfangswerte 
von  u, i;,o)i,o)2  bestinamt  werden  müssen. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  kann  in  folgender  Weise  gefunden 
werden.  Es  sei  P  der  Berührungspunkt  von  Kugel  und  Ebene,  Q,  ein 
Punkt  innerhalb  der  Kugel  auf  der  Normalen  ihrer  Oberfläche  fflr  den 

^2  _j_  J2 

Punkt  P,  so  dass  PQ  = .  also  Q  der  Schwingungsmittelpunkt  der 

Kugel,  wenn  sie  im  Punkte  P  aufgehangen  wird.  Es  ist  klar,  dass  die 
linken  Seiten  der  Gleichungen  (3)  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 
von  Q  parallel  zu  den  Axen  darstellen.  Die  Gleichungen  behaupten,  dass 
die  friktionalen  Impulse  in  P  die  Bewegung  von  Q  nicht  beeinflussen 
können,  was  leicht  aus  der  Lehre  vom  Percussionscentrum  folgt,  weQ  Q 
in  der  spontanen  Rotationsaxe  für  einen  Stoss  in  P  liegt. 

Die  Reibung  in  dem  Berührungspunkte  P  wirkt  stets  entg^engesetzt 
zu  der  Richtung  des  Gleitens  und  ist  bestrebt  diesen  Punkt  in  den  Zu- 
stand der  Ruhe  zurückzuführen.  Wenn  das  Gleiten  aufhört,  so  wird  auch 
die  Reibung  aufhören  Grenzreibung  zu  sein  und  sie  wird  nun  von  solcher 
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Grösse  sein,  dass  sie  den  Berührungspnnkt  in  Buhe  erhält.  Verschwindet 
das  Gleiten  auf  irgend  eine  V7eise,  dann  haben  wir 

u  —  a  «2  =  0,         v  -f.  a  öoi  =  0.  (4) 

Die  Gleichungen  (S)  und  (4)  genügen  zur  Bestimmung  dieser  Endwerte  von 
UjV.cai  und  0)2-  Mithin  sind  die  Bewegungsrichtung  und  die  Geschwin- 
digkeit des  Schwerpunktes,  nachdem  das  Gleiten  aufgehört  bat,  bereits  als 
Funktionen  der  Zeit  bekannt.  Es  zeigt  sich,  dass  diese  zwei  Elemente  von 
dem  Beibungswiderstande  unabhängig  sind. 

Wenn  die  Gleichungen  (4)  anfangs  genügen,  so  wird  die  Kugel  be- 
ginnen, sich  ohne  Gleiten  zu  bewegen,  vorausgesetzt,  dass  die  aus  den 
Gleichungen  (1),  (2)  und  (4)  gefundene  Beibung  kleiner  als  die  Grenz- 

reibung  ist.    Dieses  verlangt,  dass  der  BeibungscoefiBcient  fi  >  -^ — "Ti^^^ 

ist.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  dieser  Ungleichung  genügt  wird^  ist 
die  in  das  Spiel  kommende  Beibung  stets  kleiner  als  die  Grenzreibung  und 
es  geben  daher  in  diesem  Ealle  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  die  ganze 
Bewegung. 

Werden  die  Gleichungen  (4)  anfangs  nicht  erfüllt,  oder  wird  der 
eben  genannten  Ungleichung  nicht  genügt ,  dann  verhält  sich  die  Sache  wie 
folgt.  Es  sei  Vg  die  Geschwindigkeit  des  Gleitens,  &  der  Winkel,  welchen 
die  Bichtung  des  Gleitens  mit  SA  einschliesst.  Um  die  Vorzeichen  fest- 
zustellen, nehmen  wir  Vg  positiv  während  d-  irgend  einen  Wert  zwischen 
—  n  und  n  besitzt.    Damit  erhalten  wir 

Vg  COS  &  =  u  —  a  <»2i         '^'g  *'w  v^  ■=  V  4-  a  ö>i .  (5) 

Der  Beibungswiderstand  ist  gleich  figcosa  und  wirkt  in  einer  Bichtung, 
welche  derjenigen  des  Gleitens  entgegengesetzt  ist,  folglich  wird 

F=  fiff  cos  a  cos  &^  jF'=  (xgcos  a  sin  d: 

Daher  geben  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (5) 


d{vgCosd)  >--    ,  a\  ,.   . 

■j  —     =  —  (  ^  **■  M  )  i'*  ^  ^^*  "  ^^^  ^  "+■  i7  ^^  ^1 

d  (vg  sin  d)  y^-       a^' 


(6) 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

^j= — ll'hj^jfiffcosa'hffsinacosd'i     ^'^777~ — gsmasind'.  (7) 

Wenn  ^  nicht  konstant  ist,  erhalten  wir  durch  Elimination  von  t  und 
Integration  mit  Bezug  auf  ^ 

VgSin&  =  2A(tg^>  (8) 

1  -h  ij-A  fx  cotguj  und  Ä  die  Integrationskonstante  bedeutet.    Sind 
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vog  und  &Q  die  Anfangswerte  von  Vg  und  &,  welche  durch  die  Gleichungen  (5) 
bestimmt  sind,  so  haben  wir 

(^  n" 
cotg-^j  •  (9) 

Durch  Substitution  des  durch  (8)  gegebenen  Wertes  von  Vg  in  die  zweite 
der  Gleichungen  (7)  und  Integration  des  daraus  folgenden  Besaltates 
finden  wir 

(^^2)  C'^2)  C^^y)  Vn)  gsina        ,,,, 

H _-=  H ^—7—t.       (10) 

n— 1  nH-1  n—l  n-f-1  A  ^ 

Der  Wert  der  Integrationskonstanten  ergiebt  sich  aus  der  Bedingung,  dass 
^  =  ^0,  wenn  ^  =  0  ist.  Die  Gleichungen  (8),  (9)  und  (10)  geben  Vg  und  ^ 
als  Funktionen  von  t  Die  Gleichungen  (8)  und  (5)  geben  sodann  u,  v,  a>i 
und  €r)2  als  Funktionen  der  Zeit. 

Die  zweite  der  Gleichungen  (7)  zeigt,  dass-^  das  entgegengesetzte 

Zeichen  von  ^  besitzt,  folglich  beginnt  ^  bei  in^end  einem  Anfangswerte, 
ausgenommen  ±  n,  sich  kontinuierlich  der  Null  zu  nähern.  Daraus  folgt, 
dass,  wenn  nicht  a  =  0,  ^^  nur  konstant  sein  wird,  wenn  ^  =  0  oder 
±  n  ist. 

Ist  n  >  1,  d.  i.  |ii  >  -g — Tj^^a,  so  sehen  wir  mittelst  (8),  dass  ein 

Gleiten  aufhören  wird,  wenn  ^  verschwindet.  Dieses  wird  nach  (10)  ein- 
treten mit 

8  ^0  •     2  ^0 


t 


ffsinayn  —  l         n-f-1/ 


Die  folgende  Bewegung  ist  bereits  gefunden  worden. 

Ist  n  <  1,  so  sehen  wir  vermöge  (8),  dass  Vg  mit  abnehmendem  ^ 
wächst,  in  diesem  Falle  wird  daher  ein  Gleiten  niemals  aufhören.  Es 
ergiebt  sich  aus  (10),  dass  ^  nur  am  Ende  einer  unendlichen  Zeit  ver- 
schwindet. 

Ist  vog=0,  dann  wird  ein  Gleiten  niemals  eintreten,  wenn  n>  1. 

aber  es  wii-d  augenblicklich   beginnen  und   niemals  verschwinden,  wenn 

n  <  1  ist. 

Ronth,  Dynamics  &c.,  p.  470. 

4.  Eine  homogene  Kugel  bewegt  sich  auf  irgend  einer  vollkommen 
rauhen  Fläche  unter  der  Wirkung  irgend  welcher  Kräfte,  die  aber  so  be- 
schaffen sind,  dass  die  Bichtung  ihrer  Besultanten  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  geht.     Wie  ist  die  Bewegung  dieses  Körpers  beschaffen? 
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Durch  den  Schwerpunkt  8  der  Engel  legen  wir  die  sich  mit  ihr 
bewegenden  Axen  SC^  SÄ,  SB^  von  denen  die  eine  eine  Normale  za 
der  Fläche,  die  beiden  anderen  sich  rechtwinkelig  schneidenden  Axen  auf 
dieser  Normalen  senkrecht  stehen  und  später  nach  unserem  Bedürfnisse 
der  Richtung  nach  gewählt  werden.  Die  Bewegungen  dieser  Axen  seien 
bestimmt  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  ^i,^2>^8  uni  ihre  augen- 
blicklichen Positionen,  iiyv^io  seien  die  Winkelgeschwindigkeiten  von  S 
parallel  zu  den  Axen,  so  dass  u;=0,  (Oi,&)2,(08  ^i^  Winkelgeschwindig- 
keiten des  Körpers  um  diese  Axen.  Mit  F^F^  wollen  wir  die  Compo«- 
nenten  des  Reibungswiderstandes  im  Berührungspunkte  von  Kugel  und 
Fläche  parallel  zu  den  Axen  SA^  SB  bezeichnen,  R  sei  die  Normal- 
reaktion daselbst.  JT,  T,  Z  seien  die  Componenten  der  äusseren  Kräfte, 
welche  in  dem  Schwerpunkte  wirksam  gedacht  sind,  k  bezeichne  den 
Trägbeitsradius  der  Kugel  um  einen  Diameter,  a  ihren  Halbmesser.  Die 
Masse  der  Kugel  wählen  wir  als  Masseneinheit. 

Damit  sind  die  Bewegungsgleichungen  der  Kugel 
dioi  F'a     rfw2      a  a  -^^  I 

~  V3  «2  4-  ^2  CÖ8  =      70  »       —7-: VI  lös  4-  ^8  ^l  =^ 


—^  » 


^^  —  esv=X+F,    ^^  +  &iU  =  Y+F\     -*2M-f-div  =  Z+iJ,  (2) 

und  weil  der  Bertthrungsponkt  der  Kugel  und  Mäche  in  Buhe  ist,  haben  wir 

« —  a  «8  =  0,        V  +  a  «»1  =  0.  (3) 

Durch  die  Elimination  von  F^  F',  toi ,  wt  aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir 

/7  «1  ^2  jj%2 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  kann  in  folgender  Weise  gefunden  werden. 
Dieselben  sind  die  zwei  Gleichungen  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
der  Kugel,  welche  wir  erhalten  haben  würden,  wenn  die  gegebene  Fläche 
glatt  gewesen  wäre  und  an  dem  Schwerpunkte  gewirkt  hätten  die  Beschleu- 

nigungen  —^ — r^^i  aws,  —^ — ^2^2  ««s  entlang  den  Axen  SÄ^  SB,  und 

durch  dieselben  äusseren  Kräfte  wie  vorher,  reduziert  in  dem  Verhältnisse 

^2 
~8 — 2:2'    ^^®  Bewegung  des  Schwerpunktes  wird  daher  in  diesen  zwei 

et      "T"A/ 

Fällen  bei  den  nämlichen  Anfangsbedingungen  dieselbe  sein.  Passendere 
Ausdrücke  für  diese  zwei  additionalen  Kräfte  können  wie  folgt  gefunden 
werden.    Der  Schwerpunkt  bewegt  sich  entlang  einer  Fläche,  welche  gebildet 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.  II.  27 


418  Bewe^ng  eines  Körpers  in  drei  Richtungen.  V.  Th.  Kap.  VIL 

wird  durch  die  Endpunkte  aller  Normalen  zu  der  gegebenen  Fläche  von 
einer  konstanten  Länge  gleich  dem  Radius  der  Kugel  Nehmen  wir  die 
Axen  SA^  SB  Bis  Tangenten  der  Erümmungslinien  dieser  Flächen  und 
bezeichnen  mit  ^i,  g^  ^^^  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  durch 
diese  Tangenten,  dann  ist 

V  u 

Wenn  S  die  Lage  des  Schwerpunktes  zu  der  Zeit  i  ist,  so  ist  die  Griösse 
Oftd  t  der  Winkel  zwischen  den  Projektionen  der  zwei  aufeinanderfolgenden 
Lagen  von  ^S^  auf  die  Tangentialebene  in  S.  Wir  wollen  mit  xuXt  die 
Winkel  bezeichnen,  welche  die  Krümmungsradien  der  Krümmungslinien 
für  den  Punkt  8  mit  der  Normalen  einschliessen.  Der  Mittelpunkt  der 
Kugel  kann  aus  /S  in  eine  benachbarte  Lage  S'  dadurch  gebracht  werdai, 
dass  wir  ihn  zuerst  aus  S  nach  Si  entlang  der  einen  Krümmungalinie, 
sodann  aus  ^i  nach  S^  entlang  der  anderen  bewegen.  Verschieben  wir  die 
Kugel  aus  S  nach  Si,  so  ist  der  von  SÄ  beschriebene  Winkel  das 
Produkt  aus  dem  Bogen  SSi  und  der  Projektion  der  Krümmung  von 
S  Si  auf  die  Tangentialebene.  Nach  dem  Satze  von  Meunier  ist  die  Krüm- 
mung   »  multiplizieren  wir  diese  mit  einyi.  um  die  Projektion  auf 

die  Tangentialebene  zu  erhalten,  so  finden  wir,  dass  der  Teil  von  o,, 
welcher  der  Bewegung  entlang  S  Si  zu  verdanken,  gleich  —  ig  n  ist.  Be- 
handeln  wir  den  Bogen  SiS'  in  derselben  Weise,  so  erhalten  wir 

U  V 

1*8  =  —  ^^Xi  +  —  ^9%^'  (6) 

Die  Oleichungen  (1)  geben  uns  einen  Ausdruck  für  eng.  Substituieren  wir 
aus  den  geometrischen  Oleichungen  (8)  für  oii,  (02  die  Werte,  dann  be* 
kommen  wir 

dt  KQi  QiJ 

Die  Lösung  der  Oleichungen  kann  wie  folgt  geführt  werden.  Es  seien 
(x,  y,  x)  die  Ooordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kugel,  dann  können  u,  r 

aus  der  Oleichung  der  Fläche  in  Ausdrücken  von  -^->  -^^  ^4  durch  Zer- 

°  dt     dt    dt 

legung  parallel  zu  den  fieferenzaxen  gefunden  werden.    Wenn  wir  u,  r, 

^1,  ^29  ^3  mittelst  (4),  (5)  und  (6)  eliminieren,  so  bekommen  wir  drei 

Oleichungen,   welche  x^  y^  2^  (o^   und  ihre  Differentialquotienten  nach  i 

enthalten.    Diese  werden  in  Verbindung  mit  der   Oleichung  der  Fläche 

zur  Bestimmung  der  Bewegung  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  genügen.    Ein 

Integral  kann  stets   durch  den  Oebrauch  des  Prinzipes    der  lebendigen 
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Krafk  gefunden  werden.  WeU  die  Kngel  »ich  um  den  Berührungspunkt 
wie  um  einen  augenblicklich  festen  Punkt  dreht,  so  haben  wir,  wenn  if 
die  Eräftefunktion  der  äusseren  Kräfte  bezeichnet, 

Dieses  ist  dasselbe  wie 

die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  zweifache  Kräftefunktion  dertr  ans- 
mittierten  äusseren  Kräfte. 

Manchmal  wird  es  passender  sein,  die  Axe  SA  mit  einer  Tangente 
an  die  Bahn  zusammenfallen  zu  lassen.  In  diesem  Falle  ist  t;  =  0,  daher 
o)|  =  0.  Wenn  U  die  resultierende  Qeschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der 
Kugel  bezeichnet,  so  haben  wir  u=  U.  Ist  B  der  Torsionsradius  einer  geo- 
dätischen Linie,  welche  die  Bahn  in  S  berührt  und  g  der  Krümmungsradius 

des  Normalschnittes  zu  8  durch  eine  Tangente  der  Bahn,  dann  ist  ^i  =  d' 

U 

^2  = —    In  diesen  Ausdrücken  ist  R  positiv  genommen,  wenn  die  Tor- 

sion  um  fi^^  aus  der  positiven  Bichtung  von  SB  nach  der  positiven  Rich- 
tung von  Ä  C  geht.  Wenn  x  ^^^  Winkel  bezeichnet,  welchen  der  Krüm- 
mungsradius der  Bahn  mit  der  Normalen  einschliesst ,  so  haben  wir  wie 

vorher  ^s  =  —  ^ff  X-    ^^®  Gleichungen  (4)  gehen  über  in 

du         a«       ^         k^       ü 


dt       a«H-Ä:«  a«-f-ifc«    R 

U^  a«      ^^  jfc2         ü 


(IV) 


^    ^^       a^  +  ik«  a^-f-Ä;«     q 

Der  durch  die  Gleichungen  (1)  für  o>3   gegebene  Ausdruck  nimmt  nun 
die  Gestalt  an 

Es  kann  durch  geometrische  Betrachtungen  gezeigt  werden,  dass  diese 
Form  mit  der  in  (7)  gegebenen  identisch  ist. 

Zur  Bestimmung  des  Druckes  auf  die  Fläche  benutzen  wir  die  letzte  der 
Gleichungen  (2).  Diese  Belation  kann  in  einer  der  Formen  geschrieben  werden 

^        ""        "^    ==^Z^R.  (9) 


Die  Kngel  wird  die  Fläche  verlassen,  wenn  R  sein  Zeichen  wechselt. 
Dieses  wird  allgemein  eintreten,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Mittel- 
punktes der  Kugel  diejenige  ist,  welche  zu  verdanken  der  Bewegung  durch 
die  Hälfte  der  Projektion  des  Krümmungsradius  des  Normalschnittes  auf 
die  Bichtung  der  resultierenden  Kraft. 
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Diese  allgemeine  Lösung  wollen  wir  nun  für  einige  besondere  Pro- 
bleme verwerten. 

5.  Wie  ist  die  Bewegung  einer  Kugel  beschaffen,  welche  auf  einer 
vollkommen  rauhen  Ebene  rollt,  wenn  die  Besultante  aller  äusseren  Erfifte 
durch  ihren  Mittelpunkt  geht? 

In  diesem  Falle  haben  wir  qi  =  (X)  und  ^2  =  <3C ,  so  dass  ^1  =  0, 
und  ^2  =  0.  W&nn  daher  eine  homogene  Kugel  auf  einer  vollkommen 
rauhen  Ebene  unter  der  Wirkung  irgend  welcher  Kräfte  rollt,  deren  Resul- 
tante durch  den  Kugelmittelpunkt  geht,  so  ist  die  Bewegung  dieselbe, 

5 
als  wenn  die  Ebene  glatt  und  jede  Kraft  in  dem  Verhältnisse  -=-  reduziert 

wäre.    Die  Ebene  ist  die  einzige  Fläche,  welche  diese  Eigenschaft  ffir 
alle  Anfangsbedingungen  besitzt. 

6.  Die  Fläche,  auf  welcher  eine  homogene  Kugel  rollt,  ist  eine  voll- 
kommen rauhe  Kugelfläche  vom  Badius  b  —  a.  Welches  ist  die  Beschaffen- 
heit der  Bewegung  unter  denselben  Verhältnissen  wie  vorhin? 

Hier  haben  wir  ^  =  ^2=^9  womit  die  allgemeinen  Gleichungen 
(5)  geben: 

so  dass  mit  der  dritten  der  Oleichungen  (1) 

0  —j- «0)1  —  i;  ©2  =  tf, 

weil  aber  nach  (3) 

te  ooi  =  a  a>i  0)2,  v  ©jj  =  —  a  a)i  002, 

so  folgt  b  -fj  =  0,         (08  =Konst.  =  n. 

Cv  t 

Weil  jeder  Normalschnitt  hier  ein  Hauptschnitt  ist,  so  wollen  wir  zur 
Axe  SA  eine  Tangente  an  die  Bahn  nehmen  und  die  Geschwindigkeit 
des  Schwerpunktes  mit  U  bezeichnen ,  dann  ist  u  =  ^.  Folglich  ist  die 
Bewegung  des  Schwerpunktes  dieselbe,  als  wenn  die  ganze  Masse  ver- 

einigt  wäre  in  jenem  Punkte ,  wo  eine  Beschleunigung  — ^ — rg  — r—   in 

einer  Sichtung  senkrecht  zu  der  Bahn  wirkt,  und  alle  äusseren  Kräfte 

in  dem  Verhältnisse  -^ — j-^  reduziert  wären.    Infolge  der  gebräuchlichen 

Obereinkunft  bezüglich  der  relativen  Lage  der  Axen  SA,  SB^  SC  iak 
es  klar ,  dass ,  wenn  die  positive  Richtung  von  >S^  ^  in  der  Bewegnngs- 
richtung  liegt,    die  Winkelgeschwindigkeit  n  positiv  genommen  werden 
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mns8,  wenn  der  in  der  Fronte  sich  bewegende  Teil  der  Kugel  rechts  von 
SA  liegt,  und  die  additionale  Eraft  wird  auch  nach  der  rechten  Seite 
der  Tangente  hin  wirken,  wenn  sie  positiv  ist.  Weil  diese  Eraft  senk- 
recht zu  der  Bahn  wirkt,  so  wird  sie  in  der  Gleichung  der  lebendigen 
Eraft  nicht  erscheinen.  Daher  ist  die  Oeschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
in  irgend  einer  Lage  dieselbe,  als  wenn  er  daselbst  einfach  unter  der  Wir- 
kung der  reduzierten  Eräfto  angekommen  wäre.  Es  sei  O  der  Mittel- 
punkt der  festen  Eugel,  &  der  Winkel,  welchen  OS  mit  der  Vertikalen 
OZ  einschliesst,  tp  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  ZOS  mit  irgend 
einer  festen,  durch  O  Z  gehenden  Ebene  macht.  Damit  haben  wir  durch 
das  Prinzip  der  lebendigen  Eraft 

wo  L  eine  gewisse  konstante,  aus  den  Anfangsbedingungen  bestimmbare 
Grösse  bezeichnet.    Dieses  folgt  auch  aus  der  Gleichung  (8). 
Nehmen  wir  Momente  um  OZ,  so  kommt 


h^  dd- 


an 


sin^   dt\  dtj      o^-f-ifc«        dt 

welche  Belation  auch  durch  eine  Transformation  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (4)  gefunden  werden  kann.    Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

dt  a^-f-i*   & 

wo  E  eine  gewisse  Eonstante  bedeutet.    Diese  zwei  Gleichungen  werden 

dO"  d  \b 

für  die  Bestimmung  von  -r-  und  -^  bei  irgend  welchen  gegebenen  An- 

fangsbedingungen  genfigen.  Wenn  die  Eugel  anfangs  keine  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Flächennormale  besitzt,  so  ist  es  klar,  dass  n=0, 
und  die  additionale  äussere  Eraft  gleich  Null  ist.  In  diesem  Falle  kann  die 
Bewegung  der  Eugel  sehr  einfach  dadurch  gefunden  werden,  dass  wir 
sie  wie  einen  materiellen  Punkt  behandeln,  auf  welchen  die  reduzierten 
äusseren  Eräfte  wirken. 

7.  Eine  homogene  Eugel  bewegt  sich  unter  denselben  Verhältnissen 
wie  vorhin  auf  einer  vollkommen  rauhen  Cylinderfläche.  Wie  ist  die  Be- 
wegung beschaffen? 

Wir  nehmen  die  Axe  SÄ  parallel  zu  der  Erzeugungslinie  des 
Cylinders,  bezeichnen  mit  a  den  Halbmesser  der  Eugel.  Die  Erümmungs- 
linien  der  Fläche  sind  die  Mantellinien  und  die  Normalschnitte  derselben, 
80  dass  ^1  =  oo,  der  Erümmungsradius  eines  Normalschnittes  =  ^2  -*  «« 

womit  wir  erhalten  ^1  = »  ^o  =  0,  ^3  =0,  weil  X2  =  0  ist. 

es 
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Die  Gleichungen  (4)  und  (7)  gehen  daher  über  in 

diOa  UV 

a—z — =  -   . 
at        Qz 

Mittelst  dieser  Gleichungen  kann  die  Bewegung  bestimmt  werden. 

Die  zweite  dieser  Relationen  giebt  die  Bewegung  transversal  zu  den 
Erzeugungslinien  des  Cylinders;  wenn  Y  für  alle  Lagen  der  Kugel  auf 
derselben  Mantellinie  den  nämlichen  Wert  besitzt,  so  kann  diese  Gleichung 
unabhängig  von  den  beiden  anderen  gelöst  werden.  Die  Transversal- 
bewegung der  Kugel  ist  daher  dieselbe  unter  denselben  Anfangsverhält- 
nissen, wie  diejenige  einer  glatten  Kugel,  welche  genötigt  ist  zu  gleiten 
in  einer  zu  den  Mantellinien  senkrechten  Ebene  auf  dem  Querschnitte  des 

2 


Cylinders,  und  an  welcher  dieselben,  in  dem  Verhältnisse  -^ — ^^  redn- 


a^  +  fc' 
zierten  äusseren  Kräfte  wirken. 

Nach  der  Bestimmung  von  v  können  wir  in  folgender  Weise  vor- 
gehen. Es  sei  ip  der  Winkel,  welchen  die  durch  eine  Mantellinie  und 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehende  Normalebene  mit  einer  festen,  durch 

eine  Mantellinie  gehende  Ebene  einschliesst ,  dann  ist  v  —  g2-^'    ^ 

^  nicht  gleich  Null,  so  wird  die  erste  und  die  dritte  Gleichung 
du  k^  a^      Qz  V  ^^3 

Wenn  JC  für  alle  Lagen  der  Kugel  auf  derselben  Mantellinie  denselben 
Wert  besitzt,  dann  können  diese  Gleichungen  ohne  Schwierigkeit  gelöst 
werden.  Weil  v  und  ^2  ^^  Funktionen  von  (p  dargestellt  werden  können, 
so  haben  wir  in  diesem  Falle  zwei  lineare  Gleichungen,  um  u  und  acos 

zu  bestimmen.    Mit  ^=0  finden  wii*,  da  Ä;*  =  -=-a^, 

o 

wo  A  und  B  zwei  willkürliche  Konstante  bedeuten,  deren  Werte  mittelst 
der  An&ngswerte  von  u  und  0)3  bestimmt  werden  können. 

Besitzt  JIT  nicht  denselben  Wert  für  alle  Lagen  der  Kugel  auf  derselben 
Mantellinie,  bezeichnet  ^  den  von  der  Kugel  durchkreuzten  Weg,  gemessen 
entlang  einer  Mantellinio,  dann  ist 

f/J        dli     V 


Xi^rz. 


dt        d ip     ^2 
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Durch  die  Substitution  dieses  Wertes  von  u  erhalten  wir  zwei  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  $  und  ato^  als  Funktionen  von  q>.  Ein  Integral 
davon  ist  die  Gleichung  (8)  in  4,  welche  mittelst  des  Prinzipes  der  leben- 
digen Kraft  erhalten  wurde. 

8.  Eine  homogene  Eugei  rollt  unter  denselben  Verhältnissen  wie 
vorher  auf  der  vollkommen  rauhen  Fläche  eines  Kegels.  Wie  ist  die  B&* 
w^ung  beschaffen? 

Die  Krümmune[slinien  sind  hier  die  Mantellinien  und  ihre  orthogo- 
nalen Trajektorien.  Die  Axe  8A  nehmen  wir  parallel  zu  der  Genetratrii, 
dann  ist  (»^  =  (X) ,  q^  —  a  der  Krümmungsradius  eines  Normalschnittes 

senkrecht  zu  den  Mantellinien,  dj  =  —  ~»  ^2=0-    I^i®  Lagö  der  Kugel 

bestimmen  wir  durch  die  Distanz  r  ihres  Mittelpunktes  von  dem  Scheitel 

O  desjenigen  Kegels,  auf  welchem  der  Mittelpunkt  immer  liegt,  und  durch 

einen  Winkel  ip  solcher  Beschaffenheit,  dass  d  <f  der  Winkel  zwischen  zwd 

aufeinander  folgenden  Lagen  der  Distanz  r  ist,  und  nehmen  dtp  positiv, 

wenn  der  Mittelpunkt  sich  in  der  positiven  Richtung  von  SB  bewegt. 

Wenn  die  Kegelfläche  auf  einer  Ebene  abgewickelt  wäre,  so  ist  klar,  dass 

r  und  9)  die  gewöhnlichen  Polarcoordinaten  eines  Punktes  S  sein  würden. 

Wir  haben  hier 

^         dq>  dr  dip 

Die  Gleichungen  (4)  und  (7)  gehen  daher  über  in 

d^r         /^d(p>.^ g^  k^       r  d(p 

Hrr«^^  =  — ^r 

r  dt\     dt)       a^-f-P 

d{afo^)  __  r  dipdr 
dt  Q^  dt  dt 

Besitzen  die  äusseren  Kräfte  keine  Componente  senkrecht  zu  der  Normal- 

ebene  durch  eine  Mantellinie ,  so  ist  Y  =  0 ,  und  wir  haben  r  ^  -;?  =  A, 

dt 

wo  h  eine  von  den  Anfangswerten  von  r  und  v  abhängige  Konstante  be- 
deutet. 

Ist  auch  die  Componente  X  der  Kräfte,  entlang  einer  erzeugenden, 
eine  Funktion  von  r  allein,  dann  kann  ein  anderes  Integral  durch  das 
Prinzip  der  lebendigen  Kraft  gefunden  werden,  nämlich 
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wobei  K  eine  weitere  Konstante  bedeutet,  welche  mittelst  der  Anfangs- 
werte von  t/,  V  und  r  bestimmt  werden  kann. 

Ist  weiter  der  Eegel  ein  gerader  Kegel,  dessen  Halbwinkel  =  «,  so 
haben  wir  q^  =rtff  a,  mithin 

hcotga  „ 
r 
wo  K'  eine  dritte  Konstante  bezeichnet,  welche  von  den  Anfangswerten  der 
Grössen  0)3  und  r  abhängig  ist.  Die  Beweguugsgleichungen  des  Mittel- 
punktes der  Kugel  gleichen  jenen  eines  materiellen  Punktes  unter  der 
Wirkung  von  Gentralkräften.  Folglich  werden  r  und  9)  als  Funktionen 
der  Zeit  gefunden  werden,  wenn  wir  dieselben  ansehen  als  die  Goordinaten 
eines  freien,  sich  in  einer  Ebene  unter  der  Wirkung  einer  Centralkraft  be- 
wegenden materiellen  Punktes,  welche  repräsentiert  wird  durch 

wo  0)3  den  eben  gefundenen  Wert  besitzt. 

9.  Eine  homogene  Kugel  rollt  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  auf 
einer  vollkommen  rauhen  ümdrehungsfläche  mit  vertikaler  Axe  und  nach 
oben  gerichtetem  Scheitel.    Welches  ist  die  Bewegung  der  Kugel? 

Es  seien  die  beweglichen  Aien  von  C,  A  und  B  resp.  die  Normale 
der  Fläche,  eine  Tangente  zu  dem  Meridian  der  Fläche  in  dem  Berüh- 
rungspunkte und  eine  Senkrechte  zu  beiden.  Die  geometrische  Axe  der 
ümdrehungsfläche  werde  als  Axe  der  z  genommen  und  irgend  zwei  f^e 
zu  dieser  und  zu  einander  senkrechte  Linien  seien  die  Axen  der  x  und 
der  y,  F^  T  seien  die  Componenten  des  Keibungswiderstandes  parallel 
zu  den  Axen  SA  und  SB,  R  bezeichne  die  Normahreaktion  und  a  den 
Kadius  der  Kugel.  Die  Axe  S  C  mache  mit  der  Vertikalen  einen  Winkel  d, 
xp  sei  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen  C  Z  und  XZ. 

Die  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Axen  OX,  OY,  OZ  sind 

du)  d&  ^dxD 

*  dt  dt  dt 

Die  Bew  egungsgleichungen  bezüglich  der  sich  bewegenden  Axen  sind  daher 

doh  ^dip  dd      Fa  ,,v 

Tt  -^^^'*^d7"^^»rf7  =  ^"'  ^^^ 

-^  -t-  W3  8111  d  -77  +  «1  öö*  ^  -TT  = A~'  ^^^ 

dt  dt  dt  A 

wenn  die   Masse  der  Kugel  als  Masseneinheit  genommen  wird. 
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Bezeichnen  u^v^w  die  Geschwindigkeiten  des  Schwerpunktes  parallel 
zu  den  sich  bewegenden  Axen,  dann  haben  wir,  weil  w  =  0^ 

dt  dt      ^  ^  '        dt  dt  ^  ^ 

d&  .    ^d'ü)      ^  ,^. 

—  u-j- — v8in^-T-:=rl  —  gco8&,  (O) 

dt  ctz 

Die  geometrischen  Gleichungen  sind 

M  —  a  cog  =  0,     (7)         t;  4-  a  «1  =  0,  (8) 

Nennen  wir  ferner  Q  —  a  den  Krümmungsradius  des  Meridians  der  Fl&che, 
r  den  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Kugel  von  der  Aie  der  z^  dann 
haben  wir  auch 

a(a2'-=u  =  Q-j^f     (9)         —  aa>i  =  f  =  r^-  (10) 

Dieses  System  von  Gleichungen  bestimmt  die  Bewegung  vollständig. 
Die  Elimination  von  F,F\ujV  giebt 

(A  +  a2)  (^  +  «1  CO*  *  ^)  +  ^  0,8  «mi!^^  =  «7  a  «n  *,     (12) 

__«,,__«,«„^_  =  0.  (13) 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  0)1,0)2,^0)3, 
addieren  die  Besultate  und  integrieren  die  so  gewonnene  Gleichung,  als- 
dann gelangen  wir  zu 

{Ä  -h  «2)  (coi«  +  0)2 2)  H-  .äo)3*  =  a  +  2jffQ8in&d&,  (14) 

einer  Gleichung,  welche  wir  auch  mittelst  des  Prinzipes  der  lebendigen 
Kraft  h&tten  erhalten  können. 

Durch  (9),  (10)  und  (13)  ergiebt  sich 

^  =  0)1(1- %in*).  (15) 

Aus  (9),  (10)  und  (11)  folgt 

(A  -h  «')(^  -h  |cö*^o)i)  +  ^0)3  =  0.  (16) 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  und  die  Substitution  aus  (15)  giebt 

Aus  der  Gleichung  der  Meridiancurve  können  ^  und  r  als  Funktionen  von  & 
abgeleitet  werden,   folglich  ist  auch  P  eine  bekannte  Funktion  von  ^. 


<Ö8i 
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Indem  wir  die  Gleichung  (17)  nach  gewöhnlichen  Regeln  lösen,  eirfaalteD 
wir  wi  als  Funktion  von  ^,  sodann  können  (»2  und  cos  durch  (4)  und  (IS) 
bestimmt  werden.  Sind  coi  und  C02  ermittelt,  so  bestimmen  die  Glei- 
chungen (9)  und  (10)  ^  und  ijj  als  Funktionen  der  Zeit,  folglich  ist  die 
Bewegung  der  Eugel  gefunden. 

Ist  die  ümdrehungsfläche  eine  Eugelfläche,  dann  haben  wir  ^«/n^=r. 
In  diesem  Falle  ergiebt  sich  mit  (15) 

-——  =  0,         0)8=  KonsL  =  «. 
dt 

Aus  der  Gleichung  (16)  folgt 

{A  -H  <^^)(-^ -h  Cö<^ ^wi^  4- ^ 0)3  =  0,   ^  -f-  cotg^^fox  =  —  j^^i 

8in^d(O\-^C08d(O\ä&= — ^(o^ein^dd.  d(sin^(ai)—  —  —. ^to^sin^dd^ 

.    «  ^       Aws 

«in  ^  0)1  =  ff  +  — o  «3  CO«  0. 

A-^a^ 

2 

Mit  M-=l  ist  A  =  h\  also  auch,  weil  k^  =t«^ 

o 

.     «  /i  ^^«3  «        .>        2 

«2n ^  0)1  =  /J  +  -g — -^2 neos d  •=  ß  -h  ^ n C09 d. 

€ff     ~i     Ä/  I 

Durch  die  Gleichung  (14)  ergiebt  sich,  wenn  mit  b  der  Halbmesser  der 
festen  Eugel  bezeichnet  wird,  da  dann  ^  =  (a  +  6)  ist, 

{A  4-  a2)(ft)i2  4-  0)2  2)  +  j4o)3=a  +  2^(a-^  h)fein^d^, 

{A-h  a2)(o)i*H-  0)2  ^) -h  J.  «3  =a  — 2^(a  'hb)co9^. 
so  dass 

2      5«— 10^(a -l-^>)co«^       /-Iß  'h2nco8^\^      2 

^  = "7^ C ÜiiTe )  -"  7**- 

Da  jetzt  die  Werte  von  wi  und  0)2  bekannt  sind,  so  können  wir  mit  (9) 
und  (10)  auch  ^  und  ip  bestimmen. 

Zu  denselben  Besultaten  gelangen  wir  auch  mit  Hilfe  des  unter  4 
gegebenen  allgemeinen  Problemes,  die  Lösung  gestaltet  sich  dann  wie  folgt: 
In  diesem  Falle  sind  die  Meridiane  und  Paralellen  ErümmungsUnien.  Die 
Axe  des  Eörpers  nehmen  wir  als  Axe  der  jr,  mit  ^  bezeichnen  wir  den 
Winkel,  welchen  die  Axe  S  C  mit  der  Axe  der  z  einschliesst,  mit  ip  den 
Winkel,  welchen  die  Z  und  S  C  enthaltende  Ebene  mit  irgend  einer  festen 
vertikalen  Ebene  macht     Hier  ist 

.      (lip       ^       d&      ^  dtp 

vi=  8in  v-5—  »         V2  =    TT»         V3  =  CO8&—7-1  ' 

dt  dt  dt 

Damit  gehen  die  Gleichungen  (4)  über  in 
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dv  ^d\b  **  d^  ,.,, 

-^cos^-u^-^-au.,-.  (2) 

und  die  (8)  in 

wo  E  eine  gewisse  Eonstante  nnd  q  den  Krümmungsradius  des  Meridians 
bezeichnet.    Auch  haben  wir  durch  (7) 

dwz       UV  rl      sin&\  ... 

wo  r  den  Abstand  des  Mittelpunktes  der  Eugel  von  der  Axe  der  z  be- 
zeichnet.   Die  geometrischen  Gleichungen  (5)  werden 

de  dxjj  ,-,. 

"  =  ^17'        "  =  ^^7-  (^> 

Zum  Zwecke  der  Lösung  schreiben  wir  die  (2')  in  der  Gestalt 

dv  ^d\b  h^ 

welche  mit  (5")  übergeht  in 

dv       Q       ^  fc2 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  differentiieren,  so  erhalten  wir  mit  (4') 

d^v       Q       ^  dv       „        ^  ,^^ 


wo 


^=ÄO»)*«-iT*i<' -?"■"•> 


ist.  Q  und  r  können  aus  der  Gleichung  der  Meridiancurve  als  Funktionen 
von  e  gefunden  werden.  Folglich  ist  P  eine  bekannte  Funktion  von  ^. 
Durch  Auflösung  dieser  linearen  Differentialgleichung  erhalten  wir  v  als 
eine  Funktion  von  ^,  sodann  to^  mittetet  der  Relation 

weiter  u  durch  die  Gleichung  (S').  Sind  u  und  v  bekannt,  so  können  e 
und  \p  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (5')  bestimmt  werden. 

9.  Die  Axe  einer  vollkommen  rauhen  Rotationsfläche  ist  vertikal. 
Wie  müssen  die  Bewegungsverhftltnisse  beschaffen  sein,  damit  eine  schwere, 
homogene  Engel  auf  dieser  Fläche  so  rollen  kann,  dass  ihr  Mittelpunkt 
einen  horizontalen  Ereis  beschreibt?  Welches  ist  die  Zeit  einer  kleinen 
Schwingung,  wenn  dieses  Statium  stetiger  Bewegung  gestört  wird? 

Durch  die  Lösung  des  vorhergehenden  Problemes  haben  wir  die  Be- 
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iregung  einer  homogenen  Kugel  auf  einer  Rotationsfläche  mit  vertikaler 
Axe  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  bereits  im  allgemeinen  untersucht, 
so  dass  die  dort  gefundenen  Gleichungen  auch  hier  gelten  müssen.    Um 

die  Ausdrücke  zu  kürzen,  wollen  wir  hier  für  k^  seinen  Wert  -  a*  ein- 

o 

führen. 

Damit  die  Bewegung  eine  stetige  sein  kann,  müssen  die  Grössen 

u,  v,  (08,  *,  -^  sämtlich  konstant  sein.    Die  konstanten  Werte  von  ^,  -=^.  «3 
dt  ät 

seien  a,  jti,  n  resp.    Bezeichnet  c  den  konstanten  Wert  von  r ,  d.  i.  den 

Halbmesser   des  von   dem  Eugelmittelpunkte   beschriebenen  horizontalen 

Kreises,  dann  ist  nach  (5') 

ff 
ti  =  0,      V  =^ea,        so  dass        ©2  =  0,      «i  = |u. 

Die  Gleichung  (1')  nimmt  die  Gestalt  an 

—  c€08a,(ir=-  -=gs2na —  -^  a  n  sin  n . /.i. 

Aus  den  übrigen  dynamischen  Gleichungen,  welchen  diese  Werte  genügen, 
ergiebt  sich  keine  weitere  Relation  zwischen  den  Konstanten.  Soll  mithin 
die  Bewegung  eine  stetige  sein,  dann  ist  die  Bedingung  zu  erfüllen 

b   g        7  ft     , 

2  a/i       2  a     ' 
Paher  haben  wir  für  denselben  Wert  von  n  zwei  verschiedene  Werte  von  /i, 
welchen  verschiedene  Anfangs  werte  von  t;  entsprechen. 

Zufolge  der  Beziehung  a  a>i  =  —  t;  besitzen  odi  und  n  entgegenge- 
setzte Zeichen.  Daher  macht  die  Rotationsaxe ,  welche  notwendig  durch 
den  Berührungspunkt  der  Kugel  und  der  rauhen  Fläche  geht,  mit  der 
Vertikalen  einen  Winkel,  welcher  kleiner  als  der  durch  die  Normale  in 
dem  Berührungspunkte  mit  der  Vertikalen  eingeschlossene  Winkel  ist. 

Inspizieren  wir  den  Ausdruck  für  n,  so  zeigt  es  sich,  dass  derselbe 
ein  Minimum  ist,  wenn 

2  afi       2      a 

wofür  n^  =  35  ^  cotff  a,        11^  =^ -j  ^ -^- tg  a. 

Um  die  kleine  Schwingung  zu  finden ,    setzen  wir  ^  =  a  4-  ^'1 

/  =1  fx  -\-  -- — »  wobei  wir  annehmen ,    dass  «  und  11  alle  konstanten 
dt  dt 

Teile  von  ^  und   ~-  enthalten,  also  ^  und    -f-  nur  trigonometrische 

dt  dt 

Grössen  in  sich  einschliessen.    Es  sei  e  —  a  der  Krümmungsradhis  der 
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ümdrehungsfläche  in  dem  Berührungspunkte  mit  der  Kugel,  bei  stetiger 
Bewegung,  so  dass  sich  q  yon  e  nur  durch  kleine  Grössen  unterscheidet 
und  in  den  kleinen  Gliedern  gleich  e  gesetzt  werden  kann.  Für  den  Ab* 
stand  des  Eugelmittelpunktes  von  der  Axe  der  z  haben  wir  r=c  +  e coaa.e'. 
Mittelst  der  Gleichungen  (4')  und  (5")  ergiebt  sich 


a 


e  8in  a  —  c    , 

(»3  =  u ^  4-  n, 

a 

wo  n  den  ganzen  konstanten  Teil  von  (og  bedeutet. 

Ferner  erhalten  wir  mittelst  der  Gleichung  (2) 

1     d  ^  rfi/zx        g  da  diu         k^  d&      ^ 

a    dt\    dtj       a  dt  dt       a^  +  h^^  dt         ' 

PL  d^'        c  d^xij       e  cos  au  d^'        2     d^'      ^ 

a  dt        a    di^  a  dt        7      dt 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

(2     2jiA  ccro^ofN    ,  _  b    dip' 
7  a        J  a     dt' 

es  ist  die  Konstante  hier  gleich  Null,  weil  ^'  und  \p'  nur  trigonometrische 
Glieder  enthalten. 

Drittens  folgt  aus  der  Gleichung  (1') 

l^Tti^lV'l^Vdt)  cose^-j.,sin^^=^-j-sm^, 
e  d^d^      h  —  ecosa.^'  .         ^,^  r   9       e%      ^V^\ 

2  /  .                       ^,^  r         di/;\    /-           esina  —  c  ^,\ 
-4-  -Yysina  -h  cos a . <& )  ifi  -h  -^  l*!**"^  i^ ^  ) 

5     a 
=  -^ .  —  (sin  a  -+-  cosa.d^). 
1     a 

Diese  Gleichung  muss  entwickelt  und  auf  die  Form  gebracht  werden 

dt^ 

In  diesem  Falle  müssen  wir  £  =  0  haben,  weil  ^'  nur  trigonometrische  Aus- 
drücke  enthalten  kann.  Setzen  wir  in  dem  obigen  Ausdrucke  ^'  =  0,  dann 
ergiebt  sich  derselbe  Wert  für  n  wie  bei  der  stetigen  Bewegung.  Durch 
die  Entwickelung  der  vorstehenden  Gleichung  finden  wir 

A  =  iti*(  —  cos^a  -^r-frsin^a^  -h  u^ — ; — {2cos^a  +  -^sin^a^ 
^   \  7  J      ^   €sina\  7  J 

25 g^sina       10  g    .  10  g 

-+■  77: ^—5 „-  -^sinacosa  -¥•  -^--^  cos a. 

AQ   lA^ce         1    c  7    e 
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Damit  die  Bewegung  stetig  sein  kann,  ist  es  genügend  und  notwendig, 
dass  dieser  Wert  von  A  positiv  ausfällt.    Die  Zeit  einer  Schwingung  ist 

2n 

alsdann  -7=^- 

Es  ist  zu  beachten,  dass  diese  Untersuchung  nur  dann  zulässig  ist, 
wenn  a  und  daher  c  nicht  klein  ist,  denn  einige  der  vemachlftssigten 
Glieder  besitzen  c  in  ihren  Nennern  und  können  dann  wichtig  werden. 

10.  Eine  homogene,  schwere  Kugel  ist  mit  einer  vollkommen  rauhen 
vertikalen  Ebene,  welche  sich  mit  einer  konstanten  Winkelgeschwindigkeit 
um  eine  in  ihr  gelegene  feste,  vertikale  Axe  dreht,  in  Berührung.  Wie 
ist  die  Bewegung  dieser  Eugel  beschaffen? 

Wir  wählen  das  erforderliche  räumliche  Goordinatensystem  so,  dass 
die  Axe  der  z  mit  der  ümdrehungsaxe  zusammenfällt,  die  zu  ihr  senk- 
rechte Axe  der  x  fest  in  der  rauhen  Ebene,  welche  sich  mit  der  kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit  <»  drehen  möge,  und  nehmen  die  Axe  der 
z  positiv  vertikal  aufwärts.  Es  sei  a  der  Halbmesser  der  Kugel,  M  ihre 
Masse,  B  die  Normalreaktion  der  Ebene.  Die  Componenten  des  Reibungs- 
widerstandes in  dem  Berührungspunkte  von  Ebene  und  Kugel  parallel  zu 
den  Axen  der  x  und  der  z  bezeichnen  wir  mit  F^  und  JP«. 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Kugel  sind 

^-«'-  =  5-     (^)  -  — 2.^^|  =  |.  (2) 

Ferner  sind  die  Gleichungen  für  die  Botation 

—  o).a>y=  —   ^^y^g»      (4)  -jf -ha).<ü,  =  0,  (5) 


dt,  "^  Mh^       ^'  dt 

dong      Fg.a 


(6) 


dt        Mk^ 

Weiter  sind  die  Nebenbedingungen,  weil  der  Berührungspunkt  von  Kogei 
und  Ebene  relativ  in  Ruhe  zu  der  Ebene  ist, 

-^^H-aa,,  =  0,     (7)            ^_aa>.  =  0.  (8) 

Die  Lösung  dieser  Gleichungen  bewirken  wir  in  folgender  Weise.    Ans 
den  Nebenbedingungen  (7),  (8)  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

d^x            d<üg           ,           doig           1  d^x  ,^. 

-TT«  =—«-3—»        oder        -^— = 5-p,  (9) 

dt^               dt                          dt             a  dt^  ^  ' 

d^z         doig                             rfo),       1  d^z  ,-^. 

^=a-^,            oder        -j^^-j^,-  (10) 
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Jetzt  bekommen  vir  mit  (9)  und  (6) 

Mk*  d^a: 


F,=  - 


a*      dt* 


folgUch 

mit  (1) 

a«  +  i 

k^d^x 

a« 

dt* 

weü  *« 

=1«' 

ist. 

—  (o^a?  =  0,         "E"'7j72  ^®*^^^'  (^^) 


5 
Setzen  wir  der  Allgemeinheit  halber  8in^v  =  -=-^   so   erscheint   die 

Differentialgleichung 

d      X  9        .      O 

deren  Integration  giebt 

X  =  ^/"^-^  V  e^^-^'"',  (12) 

wo  E  und  (?  die  willkürlichen  Integrationskonstanten  bezeichnen. 

Femer  bekommen  wir  durch  Verbindung  der  Gleichungen  (10)  und  (4) 

-,~aa,.a,,=  --^:^,  (13) 


a-^j^ -h  00^77  =  0,         aa>y  4- (ü-r  =  JoL  (14) 


sowie  der  Gleichungen  (8)  und  (5) 

(2<0y         dz 
dt  dt 

Die  Substitution  des  Wertes  von  acDy  aus  (14)  in  (18)  giebt 

Mit  (8)  geht  diese  Belation  über  in 

7  d«^       2     , 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  nun  annehmen,  dass  die  Bewegung 
der  Kugel  von  dem  Buhezustande  aus  beginnt;  für  diesen  Augenblick  sei 
^£=0,  und  der  Schwerpunkt  der  Kugel  habe  die  Goordinaten  x=^xq^ 
y  =  0,  ^  =  0. 

Damit  haben  wir  für  die  Integrationskonstanten  in  (12) 

x^^E-^a,        0  =  E-G.        sodass        E=^a  =  % 
Demnach  wird 


(15) 
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Die  Gleichung  (14)  zeigt,  dass  mit  z=^0  die  Konstante  H=  0  ist,  da- 
her wird  die  (15) 

d^z  a^-t-k^d^z      k^ 

^2  +  y  «^  ^  =  —  y  <7,  -j^  H-  €08^  vi»^ z  =  —  ffsin^v. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt 

Z  =  — -^tff^vll  —  C08{iotC0SvV» 


5  ff 
oder        «  =  — jT- 


2  ->2 


Dieser  Ausdruck  wird  za  einem  Maximum  mit  ein*    , =  1 .  daher  ist 

der  Maximalwert  von  z  oder  die  Falltiefe  der  Kugel 

Zmax  —  ~~       o  • 

und  es  kann  die  Eugel  niemals  unter  diese  Tiefe  herabsinken.    Die  Zeit, 
welche  verfliesst  bis  zur  Erreichung  dieser  Tiefe,  folgt  aus  der  Gleichung 

"r  --  =  arc  [sin  =  1)  =  -^r-f 

yu  2 

sie  ist  mithin 


■  =  i/J.  (.8) 

also,  wie  die  Falltiefe,  nur  von  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Ebene  ab- 
hängig. 

Die  Bahn  des  Eugelmittelpunktes,  resp.  des  Berührungspunktes  von 

Kugel  und  Ebene,  ist  durch  die  Gleichungen  (16)  und  (17)  gegeben. 

I  Eliminieren  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  Zeit,  so  bekommen  wir  die 

Gleichung  der  Bahn  des  Berührungspunktes  auf  der  Ebene  in  rechtwin- 
keligen CToordinaten.     Damit  ist  die  Bewegung  der  Kugel  vollständig 
I  bestimmt. 

Für  den  Druck  der  Ebene  auf  die  Kugel  erhalten  wir  mit  (2)  und  (16) 


V.  Th.  Kap.  VII.  Reibung.  433 

Endlich  ergiebt  sich  noch  für  die  Componenten  des  ReibuDgswiderstandes 

und  es  ist  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Kugel  ihre  Falltiefe  erreicht, 

womit  sich  zeigt,  dass  in  diesem  Zeitmomente  die  Yertikalcomponente  des 
ReibuDgswiderstandes  grösser  als  das  Gewicht  der  Kugel  ist,  wie  dem 
sein  muss,  wenn  sie  nicht  weiter  herabsinken  soll. 

11.  Eine  homogene  Engel  roUt  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  in  irgend 
einer  Weise  auf  einer  YoUkommen  ranhen,  festen  Engel  mit  dem  Mittelpunkte  0. 
1)  Zeige,  dass  w&hrend  der  ganzen  Bewegung  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
S  der  rollenden  Kugel  gleich  derjenigen  ist,  welche  ein  materieller  Punkt  erlangt, 

wenn  er  eine  H($he  gleich  ^  des  Abetandes  des  Schwerpunktes  von  einer  festen  hori- 
zontalen Ebene  frei  durchfällt.  2)  Die  sich  bewegende  Kugel  wird  die  feste  Kugel 
▼erlassen,  wenn  die  Hohe  ihres  Schwerpunktes  über  0  gleich  y^tel  der  Hohe  der  festen 

Ebene  über  demselben  Punkte  ist  8)  Die  Horizontalgeschwindigkeit  von  S  ist  propor- 
tional der  Tangente  des  Winkels ,  welchen  die  Gerade  S  U  mit  dem  Horizonte  ein- 
schliesst,  wo  U  ein  fester  Punkt  auf  der  Vertikalen  durch  0  ist. 

12.  Eine  homogene  Kugel  rollt  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  auf  einer 
ToUkommen  rauhen  Cjlinderfläche  mit  unter  dem  Winkel  a  zum  Horizonte  geneigter 
Axe.  Der  Querschnitt  des  Cylinders  ist  so  beschaffen,  dass  der  Mittelpunkt  der  auf 
ihm  rollenden  Kugel  eine  Cycloide  beschreibt,  deren  Spitzen  auf  derselben  horizontalen 
Linie  liegen.  Beim  Beginne  der  Bewegung  ist  die  Kugel  in  Rnhe  und  ihr  Mittelpunkt 
ikWt  mit  einer  der  Spitzen  der  Cycloide  zusammen.    Bestimme  die  Bewegung. 

Die  Lage  der  Kugel  sei  bestimmt  durch  den  entlang  einer  Mantellinie  beschrie- 
benen Weg  ^  und  den  vom  Scheitel  aus  gemessenen  Cycloidenbogen  5.  Bezeichnet 
Ah  den  Krümmungsradius  der  Cycloide  für  ihren  Scheitel,  so  haben  wir 


/' 


. ,        -mfhg  cos  a   ^ 


dl  8  V 

Weil  1?  =  jT  tind  po^  +  «^  =  16  5^  ist,  finden  wir,  dass  —  konstant  ist.    Dieses  giebt 
dt  "  9z 

ohne  Schwierigkeit  

sin  a  , /35  b  g  l .  \  -./hgcos  a     \ 


^/lOftö    .     1  ~,/hgco3a    ^ 

u=z  sinaJ/ ^f^-frV  —  o-ü ^• 

r     cosa         1  r        2  6 


*«2 

Die  Belation  —  =  Rgnst.  ist  vorhanden,  wenn  1)  die  in  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
angreifenden  Kräfte  und  die  Gestalt  des  Cylinderquerschnittes  so  beschaffen  sind,  dass 
die  Tangentialcomponente  in  einem  konstanten  Verhältnisse  zu  ^  —^  steht,  2)  die 

Ci  S 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Mechanik,    n.  28 
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Bewegung  der  Engel  Tom  Buheznstande  aus  an  der  Stelle  Wginnt»  wo  ^  =  0  ist 
In  einem  solchen  Falle  besitzt  die  Normalebene  zu  dem  Querschnitte  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  eine  konstante  Winkelgeschwindigkeit  im  Räume  und  die  Bewegung 
der  Kugel  senkrecht  zu  den  Mantellinien  ist  unabhängig  von  deijenigen  entlang  den 
Mantellinien. 

18.  Eine  Kugel  rollt  auf  einem  vollkommen  rauhen  Kreiscylinder  vom  Halb- 
messer c  unter  der  Wirkung  keiner  Kraft.    Zeige,  dass  die  von  dem  Berflhrnngspunkte 

beschriebene  Bahn  die  Curve  x  =  A  sinj/     .  -  ist,  wenn  die  Cylinderfl&che  in  einer 

Ebene  ausgebreitet  wird.  Dieses  Resultat  lehrt,  dass  die  Kugel  sich  nicht  kontinuierlich 
in  einer  Bichtung  entlang  der  Länge  des  Cylinders  bewegen  kann,  wenn  nicht  der 
Berfihrungspunkt  eine  Mantellinie  beschreibt. 

14.  Eine  Kugel  rollt  auf  einem  vollkommen  rauhen  Kegel  so,  dass  die  Gleichung 

V 

der  Kegelfläche,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  S  stets  liegt,  —  =  ^  (9»)  ist.    An  dem 

Mittelpunkte  der  Kugel  wirkt  eine  nach  dem  Scheitel  gerichtete  Kraft.  Bestimme  das 
Kraftgesetz  so^  dass  irgend  eine  gegebene  Bahn  beschrieben  werden  kann. 

Wenn  die  Gleichung  der  Bahn  —  =  f{9>)  ist,  beweise,  dass  fär  die  Kraft  X  dann 
die  Gleichung  bestehen  muss 

wo  6)3  gegeben  ist  durch 

dg>  a       dg) 

15.  Ein  gerader  Kegel  rollt  mit  seinen  Mantellinien  auf  einer  vollkommen 
rauhen,  geneigten  Ebene  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft.    Bestinmie  die  Bewegung. 

Es  sei  2  a  der  Winkel  des  Kegels,  h  die  Länge  seiner  Axe,  (f  die  Horizontal- 
neigung der  Ebene,  Jif  der  Trägheitsradius  des  Kegels  für  eine  erzeugende  Linie,  9  die 
Neigung  der  Berttbrungslinie  von  Ebene  und  Kegel  zu  der  Bichtung  der  Componente 
der  Schwerkraft  parallel  zu  der  Ebene,  dann  ist  die  Bewegung  des  Kegeis  durch  die 
GleichuDg  definiert 

J2g>^       Z  ghsin^asinß    . 
d72  ""  "■  4  " "  fe^2^^^~  ***'''• 

16.  Eine  vollkommen  rauhe,  vertikale  Ebene  dreht  sich  mit  einer  gleichförmigen 
Winkelgeschwindigkeit  pi  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe  und  auch  mit  einer  gleich- 
förmigen Winkelgeschwindigkeit  52  um  eine  vertikale  Axe  in  ihr  selbst,  welche  die 
erstere  Axe  schneidet.  Eine  schwere,  homogene  Kugel  vom  Radius  c  wird  mit  der 
Ebene  in  Berührung  gebracht.  Beweise,  dass  die  Lage  des  Schwerpunktes  der  Kogel 
zu  einer  beliebigen  Zeit  t  durch  die  Gleichungen  gegeben  ist 

'S-'«"-»"«=«.  '»-'"*'•+'"(»-*")-»■ 

dabei  bezeichnet  z  den  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  horizontalen  Ebene  durch 
die  horizontale  Umdrehungsaxe ,  t  denjenigen  von  der  Ebene  durch  die  zwei  Axea. 
Zeige  ferner,  dass 
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/t  t  A.  V 

wenn  a  und  b  die  Anfangswerte  von  £  und  z,  u  und  v  jene  von  3-  und  -=-  sind. 

at  at 

4 — 16.    Routh,  Dynamics  &c. 

Im  zehnten  Kapitel  der  Dynamik  von  Bouth  findet  der  Leser  noch  weitere  der- 
artige Probleme. 


Achtes  EapiteL 

Bewegung  unveränderlicher,  materieller  Systeme  unter  dem  Einflüsse 

von  Stosskräften. 

Treffen  zwei  materielle  KCrper  während  ibrer  Bewegung  aufeinander,  so  entsteht 
eine  Erscheinung,  welche  wir  mit  dem  Kamen  Stoss  bezeichnen.  Durch  die  wechsel- 
seitige Wirkung  beider  Körper,  während  sie  sich  mit  ihren  Oberflächen  teilweise  be- 
r&hren,  werden  ihre  Bewegungen  in  Hinsicht  auf  Translation  und  Botation  im  allgemeinen 
eine  Modifikation  erfahren;  die  Bestimmung  der  Beschafifenbeit  derselben  in  dem  Falle 
von  Körpern,  deren  Lagen  und  Bewegungen  in  dem  Momente  vor  dem  Zusammentreffen 
bekannt  sind,  bildet  das  allgemeine  Problem  des  Stosses.  Der  Stossprozess  kann  in 
zwei  Abschnitte  von  sehr  kleiner  Zeitdauer  geteilt  werden.  Während  des  ersten  Zeit- 
intervalles  sind  die  zwei  Flächen,  mit  denen  sich  die  beiden  Körper  berühren,  genötigt 
gleiche  Geschwindigkeiten  in  der  Richtung  ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen  anzu- 
nehmen. In  dem  zweiten  Abschnitte  findet,  wenn  die  KOrper  nicht  unelastisch  sind, 
durch  die  Fähigkeit  der  KOrper  nach  erfolgter  Compression  sich  wieder  auszudehnen, 
eine  additioneile  Reaktion  zwischen  ihnen  statt,  deren  GrOsse  von  dem  Grade  der 
Elastizität  beider  Körper  abhängig  ist.  Ist  die  Bewegung  der  beiden  Körper  vor  dem 
Stosse  von  der  Art,  dass  sie  in  der  Richtung  derjenigen  geraden  Linie  erfolgt,  welche 
ihre  Schwerpunkte  verbindet,  so  entsteht  der  gerade  Centralstoss;  nach  stattgehabtem 
Zusammentreffen  bewegen  sich  ihre  Schwerpunkte  in  dieser  Linie  weiter,  wenn  nicht 
ihre  Geschwindigkeiten  durch  die  Wirkung  des  Stosses  gleich  Null  werden.  Sind  die 
Richtungen,  in  denen  sich  die  Schwerpunkte  der  Körper  vor  dem  Stosse  bewegen,  zu 
einander  geneigt  und  geht  die  gemeinschaftliche  Normale  ihrer  Oberfiächen  in  dem 
Momente  der  Berflbrung  durch  die  Schwerpunkte  beider,  so  entsteht  der  schiefe  Central- 
stoss,  nach  stattgehabter  Compression  und  Expansion  erfolgen  sodann  die  Bewegungen 
der  Schwerpunkte  in  gewissen  Richtungen.  Schneidet  die  gemeinschaftliche  Normale 
der  in  dem  Momente  des  Zusammentreffens  sich  berührenden  Flächen  nicht  die  Schwer 
punkte  der  KOrper,  dann  haben  wir  den  allgemeinen  Fall  des  Stosses  vor  uns. 

Gewöhnlich  wird  der  Stoss  sphärischer  KOrper,  welcher  entweder  ein  gerader 
oder  ein  schiefer  Centralstoss  sein  kann,  besonders  betrachtet  und  dabei  der  einfache 
Fall  angenommen,  dass  die  Körper  keine  Rotationsgeschwindigkeiten  vor  und  nach  dem 
Zusammentreffen  besitzen,  so  dass  wir  hier  die  erste  Abteilung  dem  Stosse  sphärischer 
Körper,  die  zweite  den  zusammengesetzten  Stossproblemen  widmen. 
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Erste  Abteilung. 

Sioss  sphärischer  Korper. 

I.  Bewegen  sich  zwei  glatte,  sphärische  Körper  so,  dass  ihre  Mittel- 
punkte dieselbe  gerade  Linie  beschreiben,  und  treffen  sie  zusammen,  so 
entsteht  der  gerade  Centralstoss.  Es  seien  mi^nio  die  Massen,  ui^u^  die 
Geschwindigkeiten  der  Körper  vor,  vi^vi  diejenigen  nach  dem  Stosse  und 
P  bezeichne  den  Widerstand,  welcher  während  eines  Zeitelementes  durch 
das  gegenseitige  Zusammenpressen  der  Körper  hervorgerufen  wird.     Die 

Geschwindigkeit,  welche  dadurch  der  stossende  Körper  in  dem  Zeitelemente 

p 

dt  verliert,  ist — dt^  diejenige  welche  der  gestossene  Körper    gewinnt, 

—  dt    Nach  der  Zeit  <,  gerechnet  vom  Beginn  der  Berührung  an,  müssen, 
wenn  t  kleiner  als  die  Stosszeit  gedacht  wird,  die  Gleichungen  bestehen 


f  Pdt  f 


Pdt 


tii =  ri,         U2  H =  t'2i 

Pdt,  m2  1*2  —  »12^2=  —  /  Pdt, 

und  giebt  die  Addition  dieser  Relationen 

niiVi  -h  m^  1*2  =  ntiUi  ■+-  m^  ?<2'  ^  (1) 

d.  h.  in  jedem  Augenblicke  während  der  Stosszeit  ist  die  Summe  der  Be- 
wegungsgrössen  beider  Körper  gleich  gross. 

Sind  nun  die  beiden  Körper  vollkommen  unelastisch,  so  werden  sie 
sich  nach  der  Stosszeit  ^,  in  welcher  die  gegenseitige  grösste  Compression 
eingetreten  ist,  mit  einer  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  t*  weiter  be- 
wegen, welche  mit  (1)  ist,  da  wir  nur  vi=^v2  =v  daselbst  zu  setzen  habeiii 

fWl  +  W*2 

Die  mechanische  Arbeit  J.,  welche  durch  die  Compression  filr  die  Bewe- 
gung beim  Stosse  unelastischer  Körper  verloren  geht,  ist 

^  =  ^^  (wi  ^— v*)-H  ^(«2  *— 1;«)=  2  (mi  ui  «-hm«  wg  *)—  g  (»«i  ■+•  ^**2)v^ 
oder  mit  (2) 

irii  -f-  nio  2 

Bei  vollkommen  unelastischen  Körpern  ist  der  Arbeitsverlust  gleich  dem 
Produkte  aus  dem  harmonischen  Mittel  beider  Massen  und  der  Fallhöhe, 
welche  der  Differenz  der  Geschwindigkeiten  dieser  Massen  vor  dem  Stosse 
entspricht. 

Weil  mit  (2)  auch 
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SO  folgt  noch 


V  =  ;%tli  -4-  ?>l2  lf2 "ö ^'i 

^l  =  ^(txi-t')^-h'2-(«2~t/)^  (4) 

Der  Verlust  an  mechanischer  Arbeit  ist  gleich  der  Summe  der  halben 
lebendigen  Kräfte,  die  den  Oeschwindigkeitsänderungen  (t/i  — r)  und  (u^ — v) 
entsprechen. 

Sind  die  beiden  Körper  vollkommen  elastisch,  dann  haben  wir  vom 
Beginn  der  Bei*ührung  bis  zum  Momente  der  grössten  gegenseitigen  Zu- 
sammendrückung ganz  dasselbe  wie  bei  vollkommen  unelastischen  Körpern, 
nach  diesem  Augenblicke  dehnen  sich  aber  die  Körper  wieder  aus  und 
nehmen  ihre  ursprüngliche  Gestalt  an,  wodurch  der  in  dem  ersten  Zeit- 
intervall des  Stosses  eingetretene  Arbeitsverlust  wieder  ersetzt  wird.  Daher 
haben  wir  für  den  Stoss  zweier  vollkommen  elastischer  Körper  die  beiden 
Gleichungen 

mil/j -f- »22  V2  =  »Witti-h  »12^2»     (^)       mi?'i^+ »l2  ^'2^  = ''llWi  ^4-1/12  t«2*«    (6) 

Aus  diesen  Relationen  ergeben  sich  für  die  Geschwindigkeiten  der  Körper 
nach  dem  Stosse  die  Werte 

2  »12  te2  -+-  (»h  —  WI2)  «1                     2  wii «1 —  (mi  —  ^12)1*2       /«v 
i'i  = ,  V2  = ( / 1 

Durch  die  Elimination  der  Massen  zwischen  diesen  Gleichungen  gelangen 
wir  zu  der  Relation  zwischen  den  Geschwindigkeiten 

so  dass  ri  -h  «j  =  i'2  h-  tc2i      oder      vi  —  i?2  =  "2 —  "1     ( 

?il  =  U2  4-t;2  —  Wl»  V2  ==  ^1 -+"  ^-1  ~"  ^2.    ^ 

Die  Einsetzung  dieser  Wei*te  von  v^  und  vi  nach  einander  in  die  (5)  und 
die  Auflösung  der  resultierenden  Gleichungen  nach  ri,  resp.  v^  giebt 

2  m2  (Wl  —  W2 )                                          2  Wli  O'i  —  W2)  /rA 

n  =  Ml ^-^-^ ^^%  i?2  =  «2  H ^^^^^ ^»  (Ö) 

mi  -f-  »n2  »h  +  wi2 

oder       Ml  --  t'i  =  2  ^  ^   ^,        t<2  —  ^2  =  ^  2         * ->      (10) 

mi  +  m2  »ii  H-  m2 

womit  der  Geschwindigkeitsverlust  und  der  Geschwindigkeitsgewinn  des 
stossenden  und  des  gestossenen  Körpers  bestimmt  sind. 
Bei  den.  vollkommen  unelastischen  Körpern  ist 

m  {ui  —  M2)  roj  (tii  —  ut)  .... 

Ml  —  Vi  ===  — — — — — ,       M2  —  r2  =  — zrjr^    '      y^^) 

nii  -H  nt2  Wl  rr-  Wl2 

Hiernach  ist  also  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  der  Geschwindig- 
keitsverlust des  stossenden  und  der  Geschwindigkeitsgewinn  des  gestossenen 
Körpers  doppelt  so  gross  als  bei  vollkommen  unelastischen  Körpern. 
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Sind  die  beiden  Körper  unvollkommen  elastisch,  iso  dehnen  sie  sich 
nach  erfolgter  (Kompression  nicht  ganz  bis  zu  ihrer  ursprünglichen  Gestalt 
wieder  aus  und  es  sind  deshalb  ihre  Elastizitätsco6fScienten ,  die  auf  dem 
Wege  des  Versuches  bestimmt  werden  müssen,  in  die  Bechnung  einzuf&hren. 
Bezeichnet  wieder  P  die  Kraft,  mit  welcher  die  beiden  KOrper  zusanmien- 
trefFen,  sind/1,/2  die  Querschnitte  der  Körper  senkrecht  zur  Stossrichtung, 
li ,  Z2  ihre  Längen,  dabei  die  Massen  in  Form  von  geraden  Prismen  denkend, 
El ,  £2  ihre  Elastizitätsmodule,  Xi ,  l^  <li6  Längen  der  grössten  Zusammen- 
pressungen,  so  bestehen  auf  Grund  der  Experimente  die  Beziehungen 


2 

.-  » 


oder,  mit  -^  =  J3,,  ^  =H^, 


,      P        ,  _P        hm 

^^1=^»  ^—   TT  '  3~  "~    17    ' 

Jai  Jj.2  Ao  JCti 

Der  Ausdruck  "^  wird  nach  Whewell  »Härte  des  Körpers*  genannt  und 

ist  diese  demnach  der  Tiefe  der  Zusammenpressung  umgekehrt  proportional. 
Bezeichnet  <r  die  Summe  der  Zusammenpressungen,  so  ist 

ff  =  ii  +  As  =  Pf—  +  V,  )  =P-^^-B '•       P=  fr.n<'- 

Die  auf  das  Zusammenpressen  verwendete  Arbeit  ist 

A'  _  («1  -^^8)'     mi.fn2    _,  p -  _  1 .  _^i ; ^  ^.2 
2  Wli  +7>l2  2\Hi-hÄ2      ' 


Ä 


cr=(u,-«2)/;^^4-  H 

wii  4-  m2     xii .  jCi2 

Wird  nach  erfolgter  Compression  von  dem  einen  Körper  das  jui  fache,  von 
dem  andern  das  jUo fache  an  Arbeit  zurückgegeben,  so  ist  der  gesamte 
Arbeitsverlust  nach  dem  Stosse 

,       ,•»  jy jSi  .  H2   ,  V  -t/   wii  1W2      Bi  -f-  H2 

H\  -f-  S2  TVii  -+-  W2     J5fi  •  -ffg 

so  ist  auch   A  =  ^''^:^'^ .  -^^11^  (l  -  ^^^J^  -^n .  (12) 

2  mi  +  fW2  V  Hi-h  Ho     J 

Die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  bestimmen  sich  nun  mit  Hilfe 
der  beiden  Gleichungen 

mi  Vi  -I-  mj  t'2  =  Wh  Ui  •+-  WI2  ^^21 

miri2+»i2i'2^=wiitci2-f-m2ti2*— (wi— ti«)^ (I----0— Tct      )' 

rwi  -T-  »«2  V  xii  -f-ii«     -' 
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Aus  ihnen  folgt  durch  eine  kleine  Bechnung,  wobei  der  Bequemlichkeit 
halber  zunächst  V2  —  «2  =  —  *^  gesetzt  werden  kann, 

womit  der  Geschwindigkeitsverlust  und  der  Geschwindigkeitsgewinn,  sowie 
auch  die  Geschwindigkeit  nach  erfolgter  Gollision,  des  stossenden  und  des 
gestossenen  Körpers  bekannt  sind. 

Durch  die  Addition  der  Gleichungen  (13)  und  (14)  erhalten  wir  die 
von  den  Massen  der  Körper  unabhängige  Relation: 

,,  _ ,, = („,  _  „,)  /^s±k:^  .         (15) 

welche  sagt,  dass  das  Verhältnis  aus  der  relativen  Geschwindigkeit  der 
zwei  Körper  nach  dem  Stosse  und  derjenigen  vor  dem  Stosse  ein  konstantes 
ist,  so  lange  als  die  materielle  Beschaffenheit  der  Körper  sich  nicht  ändert. 

Mit  /ii  =  /i2  =  1  resultieren  aus  den  Gleichungen  (12)  bis  (15)  die 
Gesetze  für  den  Stoss  vollkommen  elastischer  Körper,  mit  /d  =  jci2  =  0  die- 
jenigen für  den  Stoss  unelastischer  Körper. 

Sind  die  Kölner  von  gleicher  Elastizität,  so  ist,  wenn  |ti  =  f^  ge- 
setzt wird, 


A  = ^ — (1  —  €*)  . 


(16) 


t<l— Vi=(wi  -tl2)-  —-  — (l-h€),    fo—tl2=(tli— W2) ^^ (1+c), 

i'2  —  v\  =  («1  —  «2)  «1    oder    e  ui  -h  t'i  =  c  «2  -f-  v^.    (A) 

Sind  noch  die  aufeinander  treffenden  Massen  einander  gleich,  dann  haben  wir 

-4=   -— ^-— m.(l— a«),  «1  — i'i=2(««i  — «2)(l+«)  =  i'2  — «2,|       /jyx 

V2 — t;i  =  (t«i  —  ti2)€,    oder    ««i-H fi  =  €U2 -l-i*2. 
Nehmen  wir  an,  dass  die  Geschwindigkeit  des  gestossenen  Körpers  gleich 
Null  und  seine  Masse  im  Vergleich  mit  derjenigen  des  stossenden  Körpers 
unendlich  gross  ist,  so  bekommen  wir  mit  (13)  und  (14) 

n  =  ~  ^1  /^  -    ^  ^^       '       r2  =  0,  (18) 

d.  h.  der  kleinere  Körper  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  zurückgeworfen, 

welche  sich  zu  der  Stossgeschwindigkeit  wie^— „^-  -\1 — ^:1  verhält, 

JJ-l  -f-  /Z2 

und  der  grössere  Körper  erfährt  durch  die  CoUision  keine  schätzbare  Be- 
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wegnng.    Dieses  ist  offenbar  der  Fall,  wenn  Körper  auf  die  Erde  stossen 
und  zurückprallen,  die  Erde  erleidet  dadurch  keine  Bewegungsftnderung. 
Sind  in  diesem  Falle  die  Elastizitäten  der  Körper  einander  gleich, 
so  ist 

Vi  =  —  Wi«,  V2  =  0.  (18') 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 

2  i'i  ^       ^1 

Ml*  Ä 

weil  ui^  =  2g /r,  vi'^  ^2ghi  gesetzt  werden  kann.  Dieser  Umstand  ist 
zur  experimentellen  Bestimmung  des  Wertes  des  GoöfBcienten  /»,  resp.  e 
benutzt  worden,  denn  h  ist  die  Höhe,  aus  welcher  die  Masse  m^  auf  die 
fest  unterstützte  Masse  m^  herabfällt ,  und  Ai  die  Höhe ,  auf  welche  die 
Masse  mi  nach  dem  Aufschlagen  zm*ücksteigt.  Newton  und  Morin  fanden 
auf  diesem  Wege  nachstehende  Besultato: 


Material: 

Wert  von  ii  =  t^: 

Elfenbein 

0-78 

Glas 

0-879 

Kork,  Stahl,  Wolle 

0-309 

Holz 

fast  =  0 

Gnsseisen 

fast  =  1. 

II.  Bewegen  sich  zwei  sphärische  Körper  von  den  Massen  mj,  m^ 
mit  den  konstanten  Translationsgeschwindigkeiten  uu  u^  m  beliebten 
Kichtungen,  jedoch  so,  dass  sie  in  einem  gewissen  Zeitmomente  zusammen- 
treffen, dann  entsteht  der  schiefe  Gentralstoss.  Es  handelt  sich  hier 
darum,  zu  bestimmen,  mit  welchen  Geschwindigkeiten  und  in  welchen 
Bichtungen  sich  diese  Körper,  nach  stati^efundener  Collision,  weiter  be- 
wegen. 

Sind  ai,  «2  die  Winkel,  welche  die  Bichtungen  der  Geschwindig- 
keiten ui ,  tis  mit  der  gemeinschaftlichen  Normalen  der  Oberflächen  beider 
Körper  in  dem  Augenblicke  des  Zusammentreffens  einschliessen ,  so  sind 
die  Componenten  dieser  Geschwindigkeiten  senkrecht  und  parallel  zu  ge- 
nannter Normallinie  uisinai^  u^einot  und  uicosa-i^  u^cosa^^  erstere 
erleiden  durch  die  Collision  keine  Veränderung,  dagegen  ändern  sich  letz- 
tere wie  die  Geschwindigkeiten  ui,  u^  beim  geraden  Gentralstosse.  Die 
veränderten  Normalgeschwindigkeiten  setzen  sich  momentan  nach  erfolg- 
tem Stosse  mit  den  Componenten  ui  ein  ai ,  t{2  sin  a^  zu  den  Geschwmdig- 
keiten  zusammen,  mit  denen  sich  die  Körper  nach  dem  Stosse  weiter 
bewegen. 

Die  Geschwindigkeiten  vi ,  v%  in  der  Bichtung  der  gemeinschaftlichen 
Normalen,  nach  stattgefundener  Collision,  sind 
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niz 


mi   -h  7ll2 


(i + /sim±Bmr).  (2) 


ri  =  «x  cotf  ai  —  (wi  co^ofi  — 1*2  cosaz) 

rg  =  Hg  CO«  «2  "^  (Wl  CO8  «1  —  M2  CO*  «2  ) 

mi  -t-  1W2 
ans  welchen  Gleichungen  sich  ergiebt 

i»2  —  Vi  =  (wi  cos  ai  —  «2  CO«  a^),         „        ^^ 

xii  4-  XI2 

Sind  die  Elastizitäten  beider  Körper  einander  gleich,  so  folgt 

»12 
mi  -4-  WI2 


j/inW-^iSz 


(3) 


i'i  =  tii  cos  ai  —  (ui  cos  «1  —  ti2  CO«  «2) 


(1  + «), 


=  U2  cos  «2  "*■  (Wl  CO«  «i  —  W2  CO«  «2) 


(1  +  *), 


(4) 


Wli  +  »112 
1'2  —  *'l  =  0«1  cos  «1  —  W2  COS  «2)  •  ^« 

Die  resultierenden  Geschwindigkeiten  wi,  w^  des  ersten  und  zweiten  Kör- 
pers nach  dem  Stosse  gehen  hervor  aus  den  Geschwindigkeiten  t^,  nisinai^ 
und  1*29  u^sina^^  sie  sind  offenbar 

Wi  =  y«!  ^  «m^  «1  H-  Vi  ^  ter2  =  V"2  ^  ^i'*^  «2  -+■  ^'2 *•  (5) 

Bezeichnen  noch  ßi  und  /?2  die  Winkel,  welche  diese  Geschwindigkeiten 
mit  der  gemeinschaftlichen  Normalen  beider  Körper  einschliessen,  so  haben 
wir  für  dieselben  die  Gleichungen 


tgßi  = 


Ui  sin  ai 


iffßi  = 


ti2  Sin  az 


(6) 


Vi  t'2 

Die  ganze  Bewegung  erfolgt  in  der  Ebene  der  Richtungen  der  Geschwin- 
digkeiten ux  und  tc2-  Sind  die  Elastizitäten  und  die  Massen  beider  Körper 
einander  gleich,  so  haben  wir  mit  (4) 


Vi  =  ui  cos  «1 s"  (wi  cos  «1  — 1^8  cos  ao)  (1  -t-  e), 

fg  =  U2  CO«  «2  4"  "ö"  (Wl  CO« Ofi  —  IC2  CO«««)  (1  +  «)i 


(7) 


1*2 t'i  =  {Ui  COS  «i  —  U2  CO«  «2)  •  ^* 

Ist  die  stossende  Masse  mi  im  Vergleich  zur  gestossenen  Masse  m^  un- 
endlich klein  und  die  Geschwindigkeit  1^2  =  0,  so  folgt  bei  gleicher  Elasti- 
zität aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6) 

Vi  =  —  Ui  cos  «1  .  «,  V2  =  0, 

wi  =  ui  \  sin^ai  ■+■  cosai^.  e,  w^  =0,  fg  ßi=z tgcci^ 

und  sind  in  diesem  Falle  beide  Körper  vollkommen  elastisch,  so  ergiebt 
sich  mit  «  =  1 
Vi  =  —  U\  cos «1 ,       ^2  =  Ot       i'^i  =  wi  1       M^o  •=  0,       tg  ßi-=  —  tg  ai, 

41 A  =  —  2^  «1 , 
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d.  h.  die  Reflezionsgescbwindigkeit  ist  gleich  der  Eiofallsgeschwindigkeit 
und  der  Beflexionswinkel  ist  gleich  dem  Einfallswinkel  für  den  stossenden 
Körper,  die  Ruhelage  des  gestossenen  Körpers  bleibt  unalteriert. 

Sind  die  aufeinander  treffenden  Körper  nicht  vollkommen  glatt,  so 
entsteht  eine  Reibung  von  der  Grösse  F,  welche  die  Geschwindigkeits- 
componenten  in  der  Richtung  der  Berührungsebene  vei*ändert.  Ist  P  die 
iStosskraft,  9  der  Reibungscoefficient ,  so  ist  F=(f,.P=q).9np^  wenn 
m  die  stossende  Masse  und  p  die  von  der  Stosskraft  erzeugte  Normal- 
acceleration  bezeichnet,  dadurch  ist  die  negative  Acceleration  der  Beibang 

F 

während  des  Stosses  —  =  (p.p.    Die  Reibung  und  die  durch  dieselbe er- 

m       ^ 

zeugte  Geschwindigkeitsänderung  ist  also  ^mal  so  gross  als  die  Stoss- 
kraft, resp.  als  die  durch  den  Stoss  erzeugte  Änderung  in  der  Nonnal- 
geschwindigkeit. 

Fällt  z.  B.  eine  Masse  mi  auf  einen  horizontal  fortlaufenden  Schlitten 
senkrecht  herab  und  wird  die  Geschwindigkeit  ui  dieser  Masse  ganz  ver- 
nichtet, so  erleidet  die  Bewegung  des  Schlittens  von  der  Masse  ni^  die 

Verzögerung  =z-^ — ?i-   und  daher  auch  die  Geschwindigkeit 

desselben  den  Verlust  —^ — ^ — «1. 

Stösst  eine  Masse  mi  gegen  eine  unbewegliche  Masse  ms  unter  dem 
Winkel  a,  dann  ist  mg  =qo,  u^  =0,  also  vi  =  — uieosa.e^  v^  =0» 
folglich  die  Änderung  in  der  Normalgeschwiudigkeit  nico8tt{l  +  ('),  wo- 
durch die  durch  die  Reibung  bewirkte  Änderung  in  der  Tangentialge- 
schwindigkeit  gleich  (pui{l -^  €)co8a  ist.  Nach  dem  Stosse  geht  also 
die  Seitengeschwindigkeit  ui sin a  über  in  ui sina  —  q>ui{l  -h  e) cosa 
=  ui  I  sin  a  —  9  (1  +  f)  co«  a  j ,  und  ist  bei  vollkommen  elastischen  Kör- 
pern tii  {sin  a  —  2  9  cos  a),  bei  unelastischen  Körpern  u\  {sin  a  —  q>€as  a). 

Für  die  gegen  die  Bande  stossenden  Billardbälle  hat  Coriolis  ff,  =  0,2 
gefunden. 

Im  Jahre  1639  veröffentlichte  J.  Marc  Marci  de  Crownland,  ein  angarischer 
Arzt,  za  Prag  ein  Werk  unter  dem  Titel  ,De  Proportione  Motos,  sen  Begala  Sphjmica*. 
in  welchem  er  den  Stoss  vollkommen  elastischer  and  demjenigen  vollkommen  unelasti- 
scher EOrper  behandelte.  (Montucula,  Histoire  des  Math6matiqueS|  Tom.  II,  p.  -406.) 
£r  beschäftigte  sich  hauptsächlich  mit  der  Betrachtung  vollkommen  elastischer  Koiper 
und  kam  zu  denselben  Regeln  für  ihren  Stoss,  welche  nun  allgemein  angenommen  sind. 
Dieses  Werk,  das  früheste,  in  welchem  die  Theorie  des  Stosses  richtig  zusammen- 
gestellt worden  ist,  geriet  in  allgemeine  Vergessenheit  bei  der  ganzen  gelehrten  Welt 
Der  fragliche  Gegenstand  wurde  wieder  richtig  erforscht  durch  die  unabhängigen  Be- 
mtlhungen  von  Wallis,  Wren  und  Huyghens,  welche  unstreitig  nicht  die  geringste 
Kenntnis  von  der  Existenz  des  Marci'schen  Werkes  hatten.    Die  Gesetze  des  Stosses 
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Yollkommen  unelastischer  KOrper  legte  Wallis  nieder  (Phil.  Trans.  1668,  p.  864),  die- 
jenigen ToUkommen  elastischer  KOrper  Wren  (Phil.  Trans.  1668,  p.  867)  nnd  Hujghens 
(Phil.  Trans ,  1669,  p.  925,  und  Journal  des  S^avans,  vom  18.  März  1669).  Wren  und 
Lawrence  Book  hatten  mehrere  Jahre  Tor  dem,  zur  Erläuterung  des  Prinzipcs  des 
Stosses,  vor  der  Königlichen  Gesellschaft  verschiedene  Experimente  ausgeftlhrt.  Die 
Sehlussfolgerungen  von  Wallis,  Wren  und  Huyghens,  welche  der  Königlichen  Gresell- 
schaft  der  Wissenschaften  zu  London  in  einer  sehr  kurzen  Schrift  vorgelegt  worden 
sind,  wurden  später  ausf&hrlicher  gegehen  durch  Wallis  (Mechanica,  Pars  Tertia,  1671), 
Kein  (Introductio  ad  Veram  Physicam,  Lect  12,  13,  14)  und  Mariotte  (Trait^  de  Per- 
cussion).  Vorhanden  sind  einige  sinnreiche  Experimente  zur  Erläuterung  der  Theorie 
des  Stosses  von  Smeaton  (Phil.  Trans.,  April  18,  1782).  Die  Grundsätze  fflr  den  Stoss 
unvollkommen  elastischer  KOrper  stellte  Newton  zuerst  zusammen  (Principia,  Lih.  I; 
Scholium  to  the  Laws  of  Motion);  derselhe  hat  auf  experiroentollem  Wege  die  Richtigkeit 
der  Gleichung  (A)  unter  (16)  fflr  einen  beliebigen  Wert  von  e  zwischen  Null  und  der  Ein- 
heit dargethan.  Die  vorhergehenden  Philosophen  haben  ihre  Aufmerksamkeit  auf  jene 
Fälle  allein  gerichtet,  in  denen  angenommen  ist,  dass  6  entweder  gleich  Null,  oder  gleich 
der  Einheit  sei.  Der  physikalische  Wert  von  Newton's  Verallgemeinerung  ist  schlagender, 
wenn  beachtet  wird,  dass  natürliche  Körper  niemals  mit  vollkommener  Elastizität  begabt 
sind.  Der  Leser  findet  auch  die  Theorie  des  Stosses  unvollkommen  elastischer  Kugeln  in 
den  Werken:  Choe  des  Corps,  Prix  de  TAcadömie,  Tom.  I,  von  Maclaurin,  und  Oours 
de  Math^matique,  Tom.  III,  von  Bossut.  Die  Resultate  einer  Reihe  von  Experimenten 
auf  die  Elastizität  der  Körper,  ausgeführt  durch  Mr.  Hodgkinson,  werden  gefunden 
in  Vol.  III,  p.  534,  of  the  Reports  of  the  British  Association  for  the  Advencement  of 
Science,  wo  er  gezeigt  hat,  dass  die  Grosse  £  in  der  Gleichung  (A)  nicht,  wie  wir  an- 
gaben, und  wogen  der  mathematischen  Einfachheit  gewohnlich  annehmen,  gänzlich 
unabhängig  ist  von  den  Geschwindigkeiten  der  zusammenstossenden  KOrper,  wie  Newton 
bewiesen  hat,  sondern  dass  sie  mit  wachsender  relativer  Geschwindigkeit  abnimmt 
und  beinahe  einen  konstanten  Wert  annimmt,  wenn  die  relative  Stossgeschwindigkeit 
beträchtlich  wird. 

1.  Zwei  unelastische  Kugeln  bewegen  sich  in  entgegengesetzten 
Richtungen  mit  gegebenen  Geschwindigkeiten.  Welches  sind  ihre  Ge- 
schwindigkeiten nach  dem  Stosse? 

Sind  mi,  m^  die  Massen  der  Körper,  ai,  a^,  ibre  Geschwindigkeiten 
Yor  dem  Stosse ,  dann  sind  mit  (2)  in  (I) ,  wenn  wir  daselbst  ui  =  ai , 
«i2  =  —  02  setzen,  die  verlangten  Geschwindigkeiten 

Vi  = — =  V%. 

Wenn  mia\  ^m^a^,  ist,  so  werden  die  beiden  Körper  nach  dem  Stosse 
mit  gemeinschaftlicher  Geschwindigkeit  in  der  Sichtung  der  Geschwindig- 
keit üi  sich  weiter  bewegen,  ist  dagegen  mi  ai  <  »12  ^2,  so  erfolgt  die  Be- 
wegung in  entgegengesetzter  Bichtung.  Sind  die  Bewegungsgrössen  beider 
Körper  vor  dem  Stosse,  absolut  genommen,  einander  gleich,  dann  kommen 
durch  den  Stoss  beide  Körper  zur  Bube. 

Wallis,  Mechan.;  Pars  Tertia,  de  Percussione,  Prop.  IV. 
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2.  Zwei  vollkommen  elastische  KOrper  bewegen  sich  in  entg^en- 
gesetzten  Richtungen  mit  gegebenen  Geschwindigkeiten  a^  — a^.  Wel- 
ches sind  ihre  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse? 

Mit  den  bereits  angewendeten  Bezeichnungen  erhalten  wir  durch  die 
Formeln  (16),  indem  wir  daselbst  «=1  setzen,  als  Arbeitsverlust  A = 0, 
wie  dem  sein  muss,  ferner 

ai  —  i'i  =  2  {üi  -h  02) ^-     »         «;2  +  «2  =  2  («i  -h  ^2) 


V2  —  l'l  =  «!-+-  «21 

aus  welchen  Beziehungen  sich  ergiebt 

_  wii  ffj  —  »12  «1        2  WI2  02  _  ^^1  ^2  —  »^2  ^2        2  iHi  aj 

Wallis,  Ib.,  de  Elatere  et  Hesilitione,  Prop.  X. 

3.  Drei  vollkommen  elastische  Kugeln  von  den  Massen  nii,  »12,  ms 
liegen  mit  ihren  Mittelpunkten  in  einer  geraden  Linie.  Die  Masse  mi 
wird  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  nach  der  Masse  m^  hin  ge- 
worfen. Welches  muss  die  Grösse  der  Masse  m^  sein,  damit  die  durch 
ihre  Yermittelung  der  Masse  in^  mitgeteilte  Geschwindigkeit  die  grOsste 
sein  kann? 

Es  sei  ai  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  mi  geworfen  wird,  a^ 
die  Geschwindigkeit,  welche  m^  erlangt,  nachdem  mi  angestossen  hat,  a% 
diejenige,  welche  ms  durch  den  Stoss  von  m2  mitgeteilt  wird. 
Hier  ist  offenbar 

2  nix  ^1  2  9112  ao 

Ml  -+-  »i2  in^  -f-  wis 

und  daher 

4mim2ai  4miai 


az  = 


{mi  -h  mz)  {mz  +  »13)       /- wi 

»»2 


Weil  nun  die  Geschwindigkeit  ^3  ein  Maximum  sein  soll,  so  muss  der 
Ausdnick  f^^^  -+-  lV?>i2  -^^s)  ^in  Minimum  sein,  folglich  ergiebt  sich, 
wenn  wir  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  m2  differentiieren,  die  Bedingung 
hl 5  (?W2  -f-  mz)  =  0,       oder      m2^  —  nii //i8=  0, 

woraus  folgt  mz  ■=  y^i  ^''s- 

HuyghenP,  Phil.  Trans.,  1669,  p.  928. 
Wolff,  Elcroenta  Matheseos  Universae,  Tom.  II,  p.  158. 

4.    Zwei  glatte,  vollkommen  elastische  Kugeln  bew^en  sich  mit 
gegebenen  Geschwindigkeiten  in  gegebenen  Richtungen  und  stossen  gegen 


i 
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einander.    Welches  sind  ihre  Geschwindigkeiten  und  die  Sichtungen  ihrer 
Bewegungen  nach  dem  Stosse? 

Mit  den  Formeln  (4)  unter  (11)  erhalten  wir,  weil  im  vorliegenden 
Falle  €  =  1  ist, 

Vi  =  ui  cos  ai  —  J  (ui  cos  «i  —  «2  cos  «2) 


1*2  =  1*2  cos  «2  +  2  (ui  COS  «1  -+-  W2  COS  «2) 


nti  4-  m« 


woraus  sich  ergiebt 

OTi  —  ntz  2  wi2ie2  ^0«  «g  »^2  —  mi  2  mi  Ui  cos  ai 

Vi  = Ml  cö«  «1  H »    t'2  = te2  cosao  H 

mi  ■+-  fll2  mi  4-  »^2  THi  -h  m2  ■*  »ii  -h  m2 

Daher  sind  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  sich  die  Kugeln  nach  dem 
Stosse  weiter  bewegen,  nach  (5)  unter  (11) 

und  ihre  Sichtungen  bestimmen  sich  mit  (6)  durch 

(ö'  A  =  —  ^'**  ^1 '  (?  ft  =  —  ^2W  «2- 

^  t'2 

Keül,  Introdüctio  ad  Yeram  Pbysicam,  Lect.  14. 

5.  Zwei  nnTollkommen  elastische  KOrper  bewegen  sich  in  derselben  Richtung 
mit  ihren  Schwerpunkten  in  einer  geraden  Linie  und  mit  gegebenen  Greschwindigkeiten ; 
der  nachfolgende  holt  den  yorhergehenden  ein  und  CoUision  entsteht.  Welches  sind 
die  Geschwindigkeiten  der  zwei  Körper  nach  dem  Stosse? 

Mit  den  in  (I)  eingeffthrten  Bezeichnungen  ist 

«ii  Ux  4-  »I2  «2        •''2  ("1  —  W2)  t»!  Uj  ■+-  «I2  U2       mi  (ui  —  Uo) 

.wii4-i»2  mi-+-fW2  OTx-hm2  wi-h*«« 

Maclaurin,  Choc  des  Corps,  p.  30,  Prix  de  FAcad^mie,  Tom.  1. 

6.  Zu  bestimmen,  mit  welcher  Geschwindigkeit  ein  Ball  auf  einen  anderen 
gleichen  BaU,  welcher  sich  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  bewegt,  stossen  muss, 
damit  der  stossende  Ball  zur  Ruhe  kommen  kann,  wenn  die  gemeinschaftliche  Elastizi- 
tät fi,  resp.  e,  beider  Bälle  bekannt  ist. 

Ist  U2  die  Geschwindigkeit  des  Balles,  welcher  gestossen  wird,  u^  diejenige  des 
stossenden  Balles,  so  finden  wir  mit  (10) 

7.  Man  soU  die  Elastizität  zweier  Kugeln  A,  B,  Ton  gleichem  Materiale,  und 
das  Verhältnis  ihrer  Massen  so  bestimmen,  damit,  wenn  A  auf  die  ruhende  B  stOsst, 
A  in  die  Buhe  zurflckkehren  und  B  sich  mit  dem  n^^  Teile  von  .^'s  Geschwindigkeit 
weiter  bewegen  kann. 

Bind  mx,  ffi2  die  Massen  von  A,B,  so  wird  gefunden  werden 

1        nio 

6  =  —»       — ^  =  n. 
n        tili 


446      Beweg,  unveränderl.  Systeme  anter  d.  Einflüsse  t.  Stosskr&ften.    V.  Th.  Kap.  YHI. 

8.  Zwei  Tollkommen  elastische  Kugeln  treffen  direkt  mit  gleichen  Geschwin- 
digkeiten zusammen.  Welches  ist  die  Relation  zwischen  ihren  Massen,  wenn  nach  dem 
Stosse  eine  derselben  in  Ruhe  bleibt? 

]f}2 :  fRi  =  8 : 1, 

wobei  ^2  die  Masse  der  in  Ruhe  bleibenden  Kugel  bezeichnet. 

9.  Man  soll  die  Geschwindigkeiten  zweier  KCrper  A,  B  von  gegebener  ElaatiziULt 
und  gegebenen  Massen,  die  sich  in  derselben  Richtung  bewegen,  so  bestimmen,  damit 
nach  dem  Stosse  A  in  Ruhe  bleibt  und  B  sich  mit  einer  bestimmten  Geschwindigkeit 
weiter  bewegt 

Sind  t}}},  m2  die  Massen  von  A,B,  ist  s  der  gemeinschaftliche  Elastizit&ta- 
co^fficient,  v  die  Geschwindigkeit  von  B  nach  dem  Stosse,  sind  endlich  die  yerlangten 
Gresch windigkeiten  von  A,B  vor  dem  Stosse  u^yU^t  ^  ^^^^  gefunden  werden 

l-he       Wo  ewio  —  Wi 

e     nti-^m^  "      s  {nii  -4-  «2) 

Maclaurin,  Choc  des  Corps,  p.  b2,  Prii  de  TAcad^mie,  Tom.  I. 

10.  Ein  sphärischer  KOrper  A  stOsst  direkt  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit 
auf  einen  ruhenden  sphärischen  KOrper  B  von  gleicher,  gegebener  Elastizität  Man 
soll  die  Masse  einer  dritten  Kugel  finden,  welche,  wenn  sie  sich  mit  der  Geschwindi^^- 
keit  von  A  vor  dem  Stosse  bewegt,  dieselbe  Bewegungsgrösse  besitzt,  die  B  nach  dem 
Stosse  eigen  ist. 

Lasse  sein  »t^,  m^  die  Massen  von  A,  B,  e  die  gemeinsame  Elastizität  von  A,  B,  m^ 
die  Masse  des  verlangten  Körpers,  so  ist 


11.  A,  B,  C  sind  drei  vollkommen  elastische  Bälle,  ihre  Mittelpunkte  liegen 
in  einer  geraden  Linie ,  ihre  Massen  verhalten  sich  wie  2:3:5;  B  und  C  sind  in 
Ruhe.  A  stOsst  auf  B  mit  einer  Geschwindigkeit  gleich  der  Einheit  und  B  muss 
sodann  auf  C  stossen.  Welches  ist  die  Geschwindigkeit  von  B  nach  dem  ersten  Zu- 
sammentreffen ,  und  welches  sind  die  Geschwindigkeiten  von  B  und  C  nach  dem  zweiten 
Zusammentreffen?  Kommen  ^-1  und  B  nach  der  ersten  Collision  wieder  zusammen 
oder  nicht? 

Nach  dem    ersten   Zusammenstoss  ist  die  Geschwindigkeit  von  B  gleich  -r-> 

8  1 

nach  dem  zweiten  ist  diejenige  von  C  gleich  -z-  und  die  von  B  gleich  -r-  in  einer 

entgegengesetzten  Richtung.    A  und  B  trennen  sich,  um  nie  wieder  zusammen  zn 
kommen. 

12.  Eine  gewisse  Anzahl  von  Bällen,  gegebener,  gemeinsamer  Elastizität,  J],  A^* 
A^f"  liegt  mit  den  Mittelpunkten  in  einer  geraden  Linie.  Der  Ball  Ai  wird  mit 
einer  gewissen  Geschwindigkeit  so  geworfen,  dass  er  auf  den  Ball  A^  stOsst,  sodann 
stosst  A2  auf  ^3  und  so  fort.  Man  soll  die  Massen  der  Bälle  ^1,  ^2*  -^s»  • « •  ^  ^~ 
stimmen ,  damit  jeder  der  Bälle  nach  dem  Stosse  auf  den  nächsten  zur  Ruhe  kommt» 
auch  soll  man  die  Geschwindigkeit  des  n^^  Balles  nach  seiner  Collision  mit  dem  n— l'^" 
Balle  ermitteln. 
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Ist  Ci  die  ursprüngliche  Geschwindigkeit  von  Ai,  so  ist  die  verlangte  Ge- 
schwindigkeit des  n^en  Balles  6«— ^Cx,  auch  ist  An  =  — ^' 

18.  Eine  beliebige  Anzahl  Kngeln  mit  gegebener  Elavtizit&t  ist  so  geordnet,  dass 
die  Kngelmittelpnnkte  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Eine  gegebene  Geschwindigkeit 
wird  einer  der  änssersten  Kugeln  mitgeteilt,  welche  dieselbe  in  direkten  Stoss  mit  der 
anliegenden  Kugel  der  Reibe  bringt.  Wie  gross  ist  die  von  der  letzten  Kugel  dadurch 
erlangte  Geschwindigkeit?  • 

Wenn  r  die  Zahl  der  Kugeln,  e  ihren  gemeinschaftlichen  Elastizit&tscoSfficienten 
bezeichnet,  mi,  m^,  m^,,  ,,nir  ihre  Massen  sind  und  a  die  Geschwindigkeit  bedeutet, 
mit  welcher  die  erste  Kugel  geworfen  wird,  dann  ist  die  Geschwindigkeit  v,  welche 
durch  die  Masse  nw  erlangt  wird^  gegeben  durch  die  Gleichung 

Maclaurin,  Choc  des  Corps,  p.  54,  Prix  de  TAcad.,  Tom.  I. 

14.  Eine  gewisse  Zahl  gleicher  Kugeln  ist  auf  einem  glatten  Tische  in  eine 
gerade  Linie  gebracht  worden  und  schliesst  zusammen.  Die  aufeinander  folgenden 
Kugeln  sind  miteinander  durch  gleiche,  unelastische  Fftden  verbunden.  Der  ersten 
Kugel  wird  eine  Geschwindigkeit  in  der  Bichtung  der  Linie  mitgeteilt,  in  welcher  die 
Kugelmittelpunkte  liegen,  um  sie  von  der  zweiten  abzusondern.  Welche  Zeit  verfliesst 
bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  die  letzte  Kugel  beginnt  sich  zu  bewegen? 

Ist  n  die  Zahl  der  Kugeln,  a  die  Länge  eines  jeden  der  Yerbindungsföden, 
u  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  erste  Kugel  geworfen  wird,  dann  ist  die  ver- 
langte Zeit 

n{u — 1)    a 


«  = 


1.2        u 


15.  Zwei  Bälle  von  der  Elastizität  e  werden  längs  einer  glatten,  in  einer 
horizontalen  Ebene  liegenden,  festen  Rohre,  welche  die  Gestalt  einer  geschlossenen 
Curve  besitzt,  von  zwei  beliebigen  Punkten  in  der  Röhre  geworfen.  Uj,  »2  seien  die 
gleichgerichteten  Wurfgeschwindigkeiten  und  l  sei  die  Länge  der  Röhre.  Wie  gross 
ist  der  Zeitabschnitt  zwischen  dem  ersten  und  (n  — 1)'«»  Stosse? 

l        e-»  — 1 
Der  verlangte  Zeitabschnitt  ist  gleich 


Ml  — «2      1  — 


e 


16.  Drei  gleiche  Bälle  A,  Bj  C  von  der  Elastizität  e  sind  auf  eine  glatte, 
horizontale  Ebene  so  gelegt,  dass  ihre  Mittelpunkte  in  einer  geraden  Linie  sich  be- 
finden. Denselben  sind  Geschwindigkeiten  in  der  Richtung  ABC  erteilt,  jene  von 
A  und  C  sind  jede  grösser  als  die  von  B.  Nachdem  zwei  Stösse  stattgefunden  haben, 
sind  die  Geschwindigkeiten  von  A  und  B  einander  gleich.  Welches  ist  das  Verhältnis 
aus  der  anfänglichen,  relativen  Geschwindigkeit  von  C,  B  und  derjenigen  von  A,  B*f 

1    (1  -  e)2 


2      1  +  e 


ist  das  verlangte  Verhältnis. 


17.  Zwischen  zwei  Kugeln  von  gegebener  Masse  ist  eine  Reihe  von  Kugeln  ge- 
legt.    Eine  Geschwindigkeit  wird  einer  der  äusseren  Kugeln  erteilt,  um  sie  in  direkten 
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Stoss  mit  einer  der  dazwischen  kommenden  Kugeln  zu  bringen.  Wie  müssen  die 
Grossen  der  dazwischen  liegenden  Kugeln  beschaffen  sein,  wenn  die  Geschwindigkeit, 
welche  die  letzte  Kugel  erlangt ,  die  grOsstmOgliche  sein  soll?  Welches  ist  diese  Ge- 
schwindigkeit,  wenn  die  Beihe  aus  einer  unendlich  grossen  Zahl  von  Kugeln  gebildet 
wird?    S&mtliche  Kugeln  seien  rollkommen  elastisch  im  letzten  Falle. 

Die  dazwischen  liegenden  Massen  müssen  geometrische  Mittel  zwischen  den 
beiden  äusseren  Massen  sein.  Wenn  die  Kugeln  vollkommen  elastisch  sind,  mi,  m« 
die  Massen  der  äusseren  Kugeln,  a^»  a^  die  Geschwindigkeiten,  welche  mi  mitgeteilt, 
m^  erlangt,  bezeichnen,  so  ist  bei  einer  unendlich  grossen  Zahl  der  eingeschalteten 
Kugeln  

18.  Eine  unvollkommen  elastische  Kugel  stOsst  auf  eine  Ebene.  Man  soll  dea 
Einfallswinkel  und  den  Beflexionswinkel  so  bestimmen,  damit  die  Geschwindigkeit  vor 

dem  Aufschlage  zu  der  Geschwindigkeit  nach  demselben  in  dem  Verhältnisse  y  2 : 1 

steht,  wenn  der  ElastizitätscoSfficient  e  =  1 :  ]/3  ist. 

Der  Einfallswinkel  ist  gleich  rr  ä»  der  Reflexionswinkel  =  -r-^' 

b  4 

19.  Die  Kante  eines  glatten,  elliptischen  Tisches  ist  von  einem  vertikalen  Bande 
umgeben.  Ein  vollkommen  elastischer  Ball  werde  längs  dem  Tisch  aus  einem  seiner 
Brennpunkte  in  einer  Richtung  geworfen,  welche  mit  der  grossen  Axe  einen  gegebenen 
Winkel  einschliesst.  Wie  gross  ist  die  Neigung  seiner  Spur  zu  derselben  Axe  zwischen 
dem  n'«»  und  (n  -h  1)<«»  Anschlage? 

Wenn  &,  &h  den  gegebenen,  resp.  den  verlangten  Winkel,  e  die  Excentrizitit 
der  Ellipse  darstellt,  so  wird  die  Relation  gefunden  werden 

20.  Eine  unelastische,  sich  mit  einer  gegebenen  Greschwindigkeit  bewegende 
Kugel  A  stOsst  auf  eine  ruhende,  unelastische  Kugel  B.  Die  Linie,  welche  die  Mittel- 
punkte der  zwei  Kugeln  in  dem  Momente  des  Stosses  verbindet,  macht  einen  gegebenen 
Winkel  mit  der  Richtung  der  Bewegung  von  A.  Welches  ist  die  Geschwindigkeit  von 
A  nach  dem  Stosse? 

Ist  a  der  gegebene  Winkel,  sind  ni],  m^  die  Massen  der  Kugeln  A^  By  v,  f  die 
Geschwindigkeiten  von  A  vor  und  nach  dem  Stosse,  so  finden  wir 


V  =  uj/  si 


siffi  a  -h , — -X  cos^  a. 

(mj  4-  tii2)2 

21.  Eine  sich  bewegende  Kugel  A  wird  von  einer  gleichen  Kugel  B  getroffen, 
welche  dieselbe  Geschwindigkeit  besitzt;  die  beiden  Geschwindigkeitsrichtungen  schliessen 
einen  Winkel  a  ein.  In  dem  Augenblicke  des  Stosses  fällt  die  die  Mittelpunkte  der 
Kugeln  verbindende  Linie  mit  der  Richtung  der  Bewegung  von  B  zusammen.  Welches 
sind  die  Geschwindigkeiten  der  Kugehi  nach  dem  Stosse?  Für  welchen  Wert  von  a 
ist  die  Geschwindigkeit  von  A  ein  Maximum?  Der  gemeinschaftliche  Elastizitits- 
coef&cient  sei  e, 

Ist  u  die  Geschwindigkeit  einer  jeden  der  Kugeln  A^  B  vor  dem  Stosse,  sind 
^if^i  ihre  Geschwindigkeiten  nach  demselben,  so  wird  gefunden  werden 
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1      .  .2 

1-e 


Ffir  das  Maximum  von  u  muss  sein  cos  a  = 


3  — 


22.  Drei  vollkommen  elastische  Kugeln  J.,  B,  C  befinden  sich  in  den  drei  Eck- 
pankten  eines  ebenen  Dreiecks  mit  bekannten  Winkeln.  Man  soll  die  Massen  der 
Kageln  Tergleiehen,  wenn  A  schief  auf  B  stossend  so  zurückgeworfen  wird,  dass  sie 
C  trifft  und  von  da  in  ihre  erste  Lage  zurückkehrt.  Die  Hittelpunkte  der  Kugeln  At  B 
und  A,  C  liegen  in  dem  Momente  des  Stosses  in  geraden  Linien,  welche  senkrecht  zu 
den  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten  sind.  Die  Durchmesser  der  Kugeln  sind  un- 
bedeutend im  Vergleich  zu  den  Längen  der  Dreiecksseiten. 

Sind  mit  m^,  mg  die  Massen  der  Kugeln  At  B,  C,  a,  ß,  y  die  Winkel  des  Dreiecks, 
in  deren  Scheiteln  Ay  £,  C  plaziert  sind,  so  ergiebt  sich 

tW2  _      sin  ß  «lg sin  y 

fWi  ""  sin  (a  —  yY      »4  ""  «n  (/9  —  a) 

23.  Eine  Kugel  A,  welche  sich  in  der  Richtung  EAF 
(Fig.  148)  mit  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  bewegt,  stGsst 
auf  eine  ruhende  Kugel  B  und  es  sind  beide  Kugeln  von 
gleicher  Elastizität.  Annehmend  AF'  sei  die  Richtung  der 
Bewegung  von  A  nach'  dem  Stosse  und  KABL  sei  eine  ge* 
rade^  durch  die  Mittelpunkte  der  Kugeln  gehende  Linie  in  dem 
Momente  des  Stosses,  zu  finden  die  Werte  der  Winkel  EAK 
und  FAF',  wenn  der  letztere  Winkel  seinen  grOssten  Wert  hat. 

Wenn  n  das  Verhältnis  der  Masse  Ton  A  zu  deijenigen 
von  B,  €  der  gemeinschaftliche  ElastizitätscoSfficient,  ^EAK=:&, 
2i.FAF'=9  ist,  dann  wird  sich  ergeben 


2l/(n4-l)(n-c) 


1—23.    Walton,  p.  208—218. 


24.  Zwei  Bälle  sind  in  einer  geraden  Linie  beweglich,  nur  auf  den  einen  der- 
selben werde  durch  eine  Kraft  gewirkt,  welche  konstant  und  immer  nach  dem  anderen 
Balle  gerichtet  ist  Zu  yergleichen  die  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  StOssen 
Terfliessenden  Zeiten. 

SS  sei  17  =  der  relativen  Geschwindigkeit  der  Bälle  gerade  vor  dem  ersten  Zu- 
sammentreffen, dann  ist  ev  ihre   relative  Geschwindigkeit  gerade  danach;    folglich 

werden  die  Bälle  nach  einer  Zeit  gleich  wieder  in  Berührung  sein,  wenn  9  die 


9> 


2e'iv 


Beschleunigung  bezeichnet.    Gleicherweise  ist  die  nächste  Zwischenzeit >  die  fol- 


9 


gende' und  so  fort.    Also  ist  e  das  Verhältnis  der  Zeiten  zwischen  zwei  aufeinander 


folgenden  ZusammenstOssen. 

Walton,  p.  226. 

F.  Kraft,  Probl.  d,  anftlyt.  Mechanik.    XL 


29 
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25.  Ein  Körper  von  bekannter  Elastizität  föllt  ans  einer  gegebenen  Hohe  auf 
eine  harte  horizontale  Ebene  und  prallt  kontinuierlich  zurück  bis  seine  ganze  Geschwin- 
digkeit zerstört  ist    Welches  ist  der  ganze  von  ihm  beschriebene  Weg? 

Es  bezeichne  h  die  gegebene  Höhe,  e  den  Elastizitätscoöificienten ,  s  den  tct- 
langten  Weg,  so  ist 

l-h62, 

26.  Zwei  vollkommen  elastische  Bälle  beginnen  in  demselben  Augenblicke  aas 
verschiedenen  Funkten  der  nämlichen  vertikalen  Linie  zu  fallen  und  stossen  auf  eine 
vollkommen  harte,  unter  einem  Winkel  von  450  zum  Horizont  geneigte  Ebene,  sodann 
bewegen  sie  sich  entlang  einer  festen,  horizontalen  Ebene  mit  den  erlangten  Ge- 
schwindigkeiten. Welche  Strecke  werden  sie  auf  der  horizontalen  Ebene  durchlaufen, 
ehe  Collision  stattfindet? 

Wenn  J^ij  h^  die  Höhen  bezeichnen,  welche  sie  durchfallen,  und  8  der  verlangte 
Weg  ist,  so  besteht  die  Beziehung 

25—26.  Walton,  p.  227. 

27.  Ein  materieller  Punkt  von  der  Elastizität  e  fällt  mit  der  Geschwindigkeit 
Null  aus  einer  Höhe  h  in  einem  gleichförmigen  Medium,  welchem  eine  Widerstands- 
beschleunigung k  v^  zukommt,  auf  eine  vollkommen  harte,  horizontale  Ebene  stossend« 
sodann  steigt  und  fällt  er  wechselweise.  Welches  ist  der  ganze  Weg  des  Punktes  bis 
zum  Eintritte  der  Ruhe? 

Der  verlangte  Weg  ist  =  Ä  -^  ±  i  ^~*^         . 

A:  1  -  ^2 

Bordoni,  Memorie  della  Societa  ItaHana,  1816,  p.  162.     Walton,  p.  247. 

28.  Zwei  Kanonen,  von  denen  jede  frei  zurückprallen  kann,  di£ferieren  nur  in 
ihren  Gewichten  und  in  den  Gewichten  ihrer  Kugeln.  Annehmend,  dass  in  irgend 
einem  Augenblicke  während  der  Explosion  dje  Explosionskraft  nur  von  dem  Baume 
abhängt,  welchen  das  Pulvergas  einnimmt,  zu  vergleichen  1)  die  auftauchendt-n  Ge- 
schwindigkeiten der  Kugeln,  2)  die  hervorgehenden  Geschwindigkeiten  von  Kugeln» 
welche  aus  derselben  Kanone  abgefeuert  werden,  wenn  sie  frei  zum  Zurückstoss  und 
wenn  sie  fest  ist 

1)  Es  seien  m^,  !»£  die  Massen  der  Kugeln,  Mi,  M2  diejenigen  der  Kanonen, 
Vi,  V2  die  auftretenden  Geschwindigkeiten  der  Kugeln,  dann  ist 


2)    Es  sei  m  die  Masse  der  Kugel,  M  diejenige  der  Kanone ,  Vi  die  Geschwin- 
digkeit der  Kugel,  wenn  die  Kanone  frei,  v^  diejenige,  wenn  sie  fest  ist,  dann  wird  sein 


i?i :  172  =  V^tf  :  y  w  -t-  3f . 
Cayley,  Messenger  of  Mathemalics,  Vol.  V,  p.  48.      Walton,  p.  288. 

29.  Ein  UD vollkommen  elastischer,  der  Wirkung  der  Schwerkraft 
unterliegender,  materieUer  Punkt  wird  aus  einem  bestimmten  Punkte  in 
einer  horizontalen  Ebene  mit  einer  gegebenen  Geschwindigheit  und  in  einer 


y.  Th.  Kap.  VIIL  Stoss  sphärischer  KOrper.  451 

gegebenen  Bichtung  geworfen.  Welches  ist  die  Einfalls-  und  Beflezions- 
geschwindigkeit ,  die  ganze  Flugweite  mit  der  entsprechenden  Flugzeit, 
nachdem  der  materielle  Punkt  durch  das  Abspringen  irgend  eine  Anzahl 
parabolische  Bogen  beschrieben  hat? 

Es  sei  €  die  Elastizität  des  materiellen  Punktes,  u^  die  Geschwin- 
digkeit an  jedem  Ende  des  af^  parabolischen  Bogens,  a^  die  Horizontal- 
neignng  der  Gurve  in  diesem  Punkte,  t^  die  Zeit,  welche  bis  zum  a^ 
Aufschlage  verfliesst,  ««  der  Abstand  des  af"^  Stosspunktes  von  der  An- 
fangslage des  materiellen  Punktes. 

Durch  die  Theorie  des  Stosses  haben  wir 

und  dm-ch  die  Eigenschaften  der  Bewegung  von  Projektilen 

2 

Jtj,  = U:c+l^na^^l,         (3)  j8:,=^Ux-j-l€08ax^iJtg.  (4) 

ff 

Aus  (1)  geht  offenbar  hervor,  dass 

tix  C08  ccx  =-  ui  cos  «1 ,  (5) 

wo  ui  die  gegebene  Geschwindigkeit  und  ai  den  gegebenen  Wurfwinkel 
bezeichnet. 

Ferner  erhalten  wir  durch  (2),  le^.  sin  a,  =  v,  setzend, 

und  daher,  durch  Integration, 

wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Weil  aber  gleichzeitig  07=1, 
?.a.  =  t;i,  so  ist  C'«  =  vi,  mithin 

Vg  =  Vi  €*~ \  Ux sin  ttx  =  Ml  sin  «i  fi*~ ^.  (6) 

Nun  bekommen  wir  mit  (5)  und  (6) 

womit  die  Wurfverhältnisse  für  jede  der  parabolischen  Bahnen  bestimmt  sind 
Weiter  ergiebt  sich  mit  (8)  und  (6) 

Jtx=^  —  UisinaiS*,  (7) 

ff 

integrierend  und  eine  Konstante  addierend 

2  tii  sin  «16*         ^ 

tj,  =  — ~ T-hC; 

ff  «  —  1 

aber  es  ist  ^o  =  0»  folglich    0  =  -^^ — ^^ ^  +  C,     und  daher 

ff        €—1 

2  ui  sin  «1    1  —  €* 

g  1  —€ 

Endlieh  folgt  aus  (4)  und  (7) 
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2 

9 
mithin  durch  (5) 

ui  *  sin  2  «1 

9 
wodurch,  wenn  wir  integrieren  und  beachten,  dass  «o  =  0, 

ux^sin^oLx    1  — €* 

9  1  —  « 

Bordonii  Memorie  della  Societa  Italiana,  Tom.  XVII,  P.  1,  p.  191,  1816. 
Walton,  p.  254. 

30.  Ein  sphärisches  Atom  von  der  Elastizität  e  wird  mit  einer  Geschwindigkeit 
t?  unter  einem  Elevationswinkel  a  geworfen,  in  dem  Augenblicke,  wo  dasselbe  seine 
grOsste  Hohe  erreicht,  stOsst  es  horizontal  auf  einen  gleichen,  materiellen  Punkt 

welcher  mit  einer  Geschwindigkeit  -^  v  vertikal  abwärts  fällt.    Wie  gross  ist  der  Ab- 
stand der  beiden  materiellen  Punkte  von  einander  am  Ende  von  t  Sekunden  nach 

dem  Stosse? 

1  i 

Der  verlangte  Abstand  ist  gleich  -5- 1^  ( (1  ■+-  4  e*  cos"^  a)2. 

Walton,  p.  256. 

31.  Ein  schwerer  Punkt  ist  unter  einem  gegebenen  Winkel  zu  der  geneigten 
Ebene  AB  (Fig.  149)  geworfen  worden;  er  schreitet  fort  die 
Ebene  hinaufzusteigen,  indem  er  eine  Reihe  von  parabolischen 
Bogen  springt.  Welches  ist  der  EinfaUs-  und  der  Reflexions- 
winkel nach  ein«r  beliebigen  Zahl  von  Aufschlägen? 

Lasse  sein   i  die  Horizontalneigung  der  Ebene,   ox  den 
Figur  149.  Reflexionswinkel  in  dem  a?'««  Bogen,  /?,  - 1  den  Einfallswinkel  in 

dem  {x  —  1)'^  Bogen,  e  die  Elastizität  des  materiellen  Punktes,  dann  ist 

.  (1— fi)««— U^ai  .    ^ 

^  1  — e  — 2(1  —  %Jt—^)tgxtgax  *" 

Bordoni,  Memorie  delk  Societa  Italiana,  Tom.  XVII,  P.  1,  p.  191,  1816. 

32.  Eine  Kugel  von  der  Elastizität  6  wird  mit  einer  Geschwindigkeit  t;  in 
einer  mit  dem  Horizonte  den  Winkel  a  +  i  einschliessenden  Richtung  geworfen  und 
springt  von  einer  durch  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  gehenden  Ebene  ab,  weldie 
die  Horizontalneigung  i  besitzt.  Zu  bestimmen  die  Relation  zwischen  H^i  -ß^+it  i2«+2f 
drei  aufeinander  folgenden  Wurfweiten  auf  der  geneigten  Ebene  nach  rc,  o;  +  1,  «  +  2 
Zurttckprallungen  resp.  und  zu  finden  den  Abstand  desjenigen  Punktes  vom  Anfiuigs- 
punkte,  in  welchem  das  Hflpfen  authOrt. 

Wenn  coig  ;^  =  (1  —  e)cotgi,  so  ist 

Äx  -h  a  —  (6  -f-  6  2)  Ä,  ^  1  -I-  «3  2?^  =  0 , 
und  der  verlangte  Abstand  ist  gleich 

2V^  sin  ß  sin  acos(a-\-  (i) 
g  sin  i  cos^  /9 
31  und  32.  Walton,  p.  262. 
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83.  Ein  vollkommen  elastischer  Ball  wird  in  einen  glatten»  cylindrischen  Bronnen 
Ton  einem  Punkte  in  dem  Umfangs  der  kreisförmigen  Mflndnng  ans  geworfen.  Zeige, 
dass  die  Intervalle  zwischen  den  Reflexionen  gleich  sind,  wenn  der  Ball  beliebig  viele 
Male  von  der  Oberfläche  des  Cylinders  znrQckgeworfen  wird.  Beweise  auch,  dass  der 
Ball  die  Oberfl&che  des  Wassers  in  dem  Momente  der  nf^>*  Reflexion  erreicht,  wenn 

der  Ball  horizontal  in  einer  Richtnng  geworfen  wird,  welche  einen  Winkel  —  mit  der 

Tangente  an  den  Mnnd  im  Wnr^nnkte  macht,  und  wenn  der  der  Wnxlgeschwindig- 
keit  zu  verdankende  Weg  gleich  ist 

(Halbmesser)^       ^         *  n2 


Tiefe 


(n  sin  ^) 


34.  Ein  vollkommen  elastischer  Ball  stOsst  mit  einer  Geschwindigkeit  v  und 
unter  einem  Winkel  a  zum  Horizont  auf  eine  geneigte  Ebene.  Die  Stossrichtung  be- 
findet sich  in  einer  vertikalen  Ebene,  welche  zu  dem  Schnitte  der  geneigten  Ebene 
mit  dem  Horizonte  parallel  ist.  Nach  dem  Zurückwerfen  fällt  der  Ball  auf  diese 
Ebene.    Zeige,  dass 

2  V  sin  a  sin  l  =  yghf 
wenn  X  die  Horizontalneigung  der  Ebene  und  h  der  Abstand  des  ersten  Stosspunktes 
von  der  horizontalen  Ebene  ist. 

35.  Ein  Ball,  welcher  von  irgend  einem  Punkte  in  einer  der  Wände  eines 
rechteckigen  Zimmers  geworfen  wird,  kehrt  in  den  Wurfpunkt  zurück,  nachdem  er 
die  drei  anderen  getroffen  hat,  ehe  er  auf  den  Boden  fällt.  Zeige,  dass  der  der  Wurf- 
geschwindigkeit zu  verdankende  Weg  grosser  als  eine  Diagonale  des  Fussbodens  ist. 

33—35.  Walton,  p.  644,  645. 


Zweite  Abteilang. 

Die  Systeme  besitzen  eine  Translations-  und  Rotations- 
bewegung. 

Wirken  zwei  starre  Körper  aufeinander  ein,  dann  erfahren  ihre  Bewegungen 
sowohl  bezüglich  der  Translation  als  auch  der  Botation  im  allgemeinen  eine  Modi- 
fikation. Die  Bestimmung  der  Beschaffenheit  derselben  in  dem  Falle  von  KOrpem, 
deren  Lagen  und  Bewegungen  vor  dem  Momente  des  Zusammentreffens  gegeben  sind, 
bildet,  wie  bereits  bemerkt,  das  allgemeine  Problem  des  Stosses.  Der  Stossprozess 
kann  in  zwei  Abschnitte  unangebbar  kleiner  Zeitdauer  zerlegt  werden.  Während  des 
ersten  Zeitinterralles  sind  die  zwei  Flächen,  mit  denen  sich  die  beiden  Eorper  be- 
rühren, gleiche  Geschwindigkeiten  in  der  Richtung  ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen 
anzunehmen  genötigt.  In  dem  zweiten  Abschnitte  findet,  wenn  die  EOrper  nicht  un- 
elastisch sind,  eine  teilweise  oder  vollkommene  Wiederersetzung  der  dadurch  verlorenen 
Xraft  statt,  welche  additionelle  Reaktion  gleich  a  M  ist,  wenn  «  den  gemeinschaftlichen 
Elastizitätsmodulus  beider  EOrper,  R  die  Grosse  der  Compressionskraft  bezeichnet. 
Sind  «>x,  092,  <03  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  einen  der  EOrper  um  seine  Haupt- 
axen,  Vj,  «2»  ^s  ^^  Componenten  der  Geschwindigkeit  seines  Schwerpunktes  am  Schlüsse 
der  ersten  Periode  während  der  Berührung,  a>|',  002',  0)3',  Viy  V2,  v^  die  analogen  Grossen 
4^  andern,  so  bekommen  wir  für  die  durch  die  Compressionskraft  veränderte  Bewegung 
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des  ersten  Körpers  sechs  Gleichnngen,  welche  zusammen  mit  bekannten  Grössen  die 
Symbole  «»i,  «2,  0)3,  v^,  %  v^,  R  enthalten,  ebenso  für  den  zweiten  Körper  in  gleicher 
Weise  die  Gleichungen  mit  den  Symbolen  mi,  cogS  o^^  Vi,  v^'i  Vq,  R,  Im  Ganzen  ge- 
langen wir  also  zu  zwölf  Gleichungen  mit  dreizehn  Veränderlichen.  Eine  weitere 
Gleichung  ist  durch  die  Bedingung  an  die  Hand  gegeben,  dass  die  Punkte  der  zwei 
Körper,  in  denen  sie  sich  berühren,  gleiche  Geschwindigkeiten  in  der  Richtung  der 
gemeinschaftlichen  Normalen  besitzen  werden.  Mithin  werden  wir  im  Stande  sein, 
-die  Modifikation  der  Bewegungen  der  zwei  Körper,  welche  durch  die  Compreesions- 
kraft  erzeugt  wird,  und  auch  die  Grösse  der  Compressionskraft  zu  bestimmen.  Handelt 
es  sich  um  elastische  Körper,  dann  muss  noch  eine  Modifikation  hinzugefflgt  werden, 
infolge  der  Bestitutionskraft  e  R,  welche  aus  der  Untersuchung  fOr  den  ersten  Teil  des 
Zusammenwirkens  beider  Körper  als  eine  bekannte  Kraft  hervorgeht.  Ist  einer  der 
zwei  Körper  unbeweglich,  so  vereinfacht  sich  die  beschriebene  Untersuchungsmethode. 
In  diesem  Falle  reduzieren  sich  offenbar  die  dreizehn  erwähnten  Gleichungen  auf 
sieben  und  die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  der  zwei  Berührungsflächen  ist  gleich 
Null.  Zur  weiteren  Information  Über  diesen  Gegenstand  wird  der  Leser  Terwiesen 
auf  Poisson,  Tratte  de  M^canique,  Tom.  11,  p.  254,  seconde  Edition,  und  Schell,  Theorie 
der  Bewegung  und  der  Kräfte. 


Erster  Abschnitt. 

.   Bewegung  eines  einzelnen  Körpers  parallel  einer  Ebene. 

Die  Oberflächen  sind  vollkommen  glatt. 

I.  Ein  Stab  von  unvollkommener  Elastizität  bewegt  sich  irgendwie 
in  einer  vertikalen  Ebene  imd  trifft  auf  eine  glatte,  horizontale  Ebene. 
Welches  ist  die  Anfangsbew^ung  des  Stabes  nach  dem  Stosse? 

Zuerst  nehmen  wir  an,  dass  der  Stab  unelastisch  ist. 

In  diesem  Falle  wird  das  Stabende,  welches  die  horizontale  Ebene 
trifft,  nach  dem  Stosse  fortfahren  auf  dieser  Ebene  zu  gleiten,  ohne  sich 
selbst  wieder  zu  trennen. 

Lasse  sein  PQ  (Fig.  150)  die  Lage  des  Stabes  zu  einer  beliebigen 
Zeit  nach  dem  Zusammentreffen  mit  der  Ebene,  KL 
den  Schnitt  der  horizontalen  Ebene  mit  der  durch  PQ 
gelegten  vertikalen  Ebene,  S  den  Schwerpunkt  von  P$. 
Ziehe  SM  senkrecht  zu  KL,  Ferner  setze  QS  =  a, 
Figur  160.  MS=^y,  2i.SQM=^0^,  k=  dem  Trägheitsradius  des 
Stabes  um  S,  M=  seiner  Masse,  w,  a)'=  den  Winkelgeschwindigkeiten  des 
Stabes  um  S^  genommen  in  der  Sichtung  der  Pfeile  in  der  Figur,  augen- 
blicklich vor  und  momentan  nach  dem  Zusammentreffen,  ti,  v  =  den  ver- 
tikalen Geschwindigkeiten  von  Ä,  positiv  abwärts  genommen,  gerade  vor 
und  gerade  nach  dem  Zusammentreffen,  P=  der  Stosskraft. 

Da  ö/—  o)  die  durch  den  Stoss  eraeugte  Winkelgeschwindigkeit  i%t 
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80  haben  wir,  wenn  ß  den  Wert  von  ^  in  dem  Momente  des  Zusammen- 
treffens bezeichnet, 

Pacosß 

imd,  weil  u-v  die  Geschwindigkeit  von  iS  unmittelber  nach  der  Collision  ist, 

tt-i;=J.  (2) 

Hierzu  tritt  noch  die  geometrische  Bedingung 

y  ==  a  ein  &. 
Die  Differentiation  der  letzten  Gleichung  giebt 

dv  ^  d& 

wo  t  die  Zeit  von  dem  Augenblicke  des  Stosses  bis  zu  der  Ankunft  des 

Stabes  in  der  durch  die  Figur  dargestellten  Lage  bezeichnet.    Folglich 

dv    d& 
haben  wir,  da  —  v,  —  &/  die  Werte  von  -—^  -^-  in   dem   Augenblicke 

at     dt 

nach  dem  Zusammentreffen  sind, 

v^=  acosß  .ca.  (3) 

Jetzt  erhalten  wir  durch  die  Gleichuugen  (1),  (2),  (3) 

Nachdem  so  die  Stosskraft  bestimmt  worden  ist,  ergiebt  sich  mit  (1) 

oder,  weil  h^  =  —a^  ist, 

,      3  u  cos  ß  -h  aa 

oacos^ß  -i-  a 

und  mit  (2) 

2«  —  anacosß aucosß-h  k^ca 

^  3  w  cos  ß  -i-  a(o 

Nun  wollen  wir  annehmen,  dass  der  Stab  unvollkommen  elastisch  ist, 

und  seine  Elastizität  mit  e  bezeichnen. 

In  diesem  Falle  muss  der  durch  (4)  fOr  P  gegebene  Wert  in  dem 

Verhältnisse  (1  +  £):  1  vergrössert  werden,  sonach  haben  wir  hier  anstatt 

der  Gleichung  (4) 

u  —  a  0)  cos  ß 


p=(l  ^€)Mk^ 


a^  cos^  ß  -^  k' 


456  StoBs,  Bewegung  eines  Körpers  parallel  einer  Ebene.     Y.  Th.  Kap.yiIL 

-womit  die  Grösse  der  Eraft  beim  Zusammentreffen  bestimmt  ist.    Die 
Substitution  dieses  Wertes  von  P  in  die  (1)  giebt 

/  /i        \  /»  tt  --ata €08 ß 

_  {k^  —  d^e  cos^  /?)  cö  4-  (1  -h  €)auco8ß 
"  a^  €os^  ß -i-Jc^  ' 

,__  (a  +  3a«  co8^ ß)(o  -f-  8(1  4-  b)uco8 ß 

3  a  €08^  ß  -i-  a 
und  wenn  wir  denselben  noch  in  (2)  einführen 

__a^u  co8^  ß '—  ek^u  -h  {1  -h  e)k^aooco8ß 

~  a^C08^ß'>rk^  ' 

_  3  M  008^^  jS  +  «  w  -f-  (1  +  e)  a  0}  co8  ß 

Die  Geschwindigkeit  von  S  parallel  zu  der  Ebene  KL  wird  nach  dem 
Zusammentreffen  ebenso  gross  sein  wie  vor  demselben. 

Das  Stabende  P  wird  sich  jetzt  von  der  horizontalen  Ebene  wieder 
trennen,  weil  v  kleiner  und  a/  grösser  ist,  wenn  e  einen  endlichen  Wert 
besitzt,  als  wenn  es  gleich  Null  ist. 

2.  Die  Kante  B  G  einer  vertikalen  Platte  befindet  sich  auf  einer 
Linie  O  Y  (Fig.  151)  grösster  Schräge  einer  schiefen  Ebene.  Nachdem 
sie  auf  der  Ebene  entlang  einer  gegebenen  Strecke  geglitten  ist,  stösst 
sie  gegen  ein  kleines  Hindernis  bei  C.  Welches  ist  die  Impulsivreaktion 
des  Hindernisses  und  die  Bewegung  der  Platte  augenblicklich  nach  dem 
Zusammentreffen? 

Es  sei  iS  der  Schwerpunkt  der  Platte  ÄBCD^  SH  =  a  rechtwinkelig 

zu  OF,  0J[  parallel  zu  HS^  O  der  Anfangspunkt 
der  Bewegung,  CH=-b,  M=  der  Masse  der  Platte, 
k  =  ihrem  Trägheitshalbmesser  um  5,  <?  =  der  Ge- 
schwindigkeit von  S  momentan  vor  dem  Stosse. 

Zuerst  nehmen  wir  an,  dass  die  Platte  voll- 
kommen unelastisch  sei. 

Figur  151. 

In  diesem  Falle  wird  der  Punkt  C  der  Lamina  während  der  Stoss- 
zeit  mit  dem  Hindernisse  in  Berührung  bleiben  und  die  Platte  um  diesen 
Punkt  rotieren.  Bezeichnen  /2i,  B^  die  Oomponenten  der  impulsiven 
Beaktion  des  Hindernisses  parallel  zu  den  C!oordinatenaxen  OJC^  OT^  u^  v 
die  Geschwindigkeiten  von  S  parallel  zu  diesen  Geraden  fUr  die  VoU^ 
endung  des  Stosses,  ist  m  die  Winkelgeschwindigkeit  zu  derselben  Zeit 
um  S,  dann  haben  wir  f&r  die  Translationsbewegung 
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Mu  =  Ri,     (1)  Mv^^Mc-Rz,  (2) 

und  fBr  die  Rotationsbewegung 

Mk^(ö  =  R2a  —  Rib.  (8) 

Femer  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  C  der  Platte  parallel  zu  O  JT 

u  —  w.C  8.  C08  Zinsen,  oder  w  — ftw, 

wobei  das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  aus  der  Bewegung  von  8^  das 
zweite  aus  der  Rotation  der  Platte  um  8  hervorgeht. 

Ebenso  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  C  parallel  zu  O  Y 
V  —  fü.C  S,8in2i,8CHf  oder  v  —  aco. 

Aber  während  des  Stosses  bleibt  der  Punkt  C  der  Platte,  weil  sie  un- 
elastisch ist,  in  Buhe,  folglich  haben  wir  offenbar 

u  —  &  CO  =  0,     (4),  V  —  a  0)  =  0.  (5) 

Jetzt  erhalten  wir  sofort  die  Werte  der  Beaktionen  Ri  und  R^ ,  nämlich 
mit  (1)  und  (4),  sowie  mit  (2)  und  (5),  dieselben  sind 

Äi  =  Ml  0),     (6)  Ä2  =  M{o  —  a  w).  (7) 

Die  Substitution  dieser  Werte  von  jRi  und  R^  in  (3)  giebt 

A;2  la  =  a  (?  —  a^  0)  —  J®  0), 
und  daher  ist 


ac  ahe  a^e 


ö>  =  — s 77; ri;>  M  =  — = TS 7-s»  V  = 


J 

Mit  diesem  Werte  von  o)  gehen  die  Belationen  (6)  und  (7)  über  in 

Ist  der  Stab  elastisch,  so  erhalten  wir  mithin 

und  daher  wird  durch  (1),  (2),  (3) 

_ (1  4-  g) g 6 c         _  a»-(&g  +  A;g)€  _    (l  +  €)a(? 

"""a^+ft^-l-ifc«'     ^^    a«4-62-hÄ2    '      ^  -  a«  +  &«  4- ifc«* 
1  D.  2.    WaltoD,  p.  578—582. 

3.  Ein  gerader  stabfOrmiger  Körper,  welcher  in  einer  vertikalen 
Ebene  um  ein  Gharnier  an  dem  einen  seiner  Enden  drehbar  ist,  stützt  sich 
auf  einen  Dübel,  in  einer  horizontalen  Ebene  mit  der  Drehaxe  gelegen.  Wel- 
cher Stoss  muss  den  Stab  in  vertikaler  Bichtung  von  unten  treffen,  damit 
er  gerade  in  die  vertikale  Lage  gelangen  kann? 

Es  sei  OA  (Fig.  152)  der  Stab  in  einer  belie- 
bigen Lage  seines  Emporsteigens,  O  das  Charnier,  die 
Horizontale  O^in  der  Ebene  der  Bewegung  Abscissen-, 
die  Vertikale  O  Y  Ordinatenaxe,  M  —  der  Masse  des 
Stabes,  -a/Äj'2=   seinem  Trägheitsmomente  um    O, 
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m  =  der  Masse  eines  Stabelementes  beim  Punkte  P,  dessen  Coordinaten  x^  y 

sind  OP  =  r,  2iA0X=^'»,  OÄ=^a. 

Weil  hier  nur  die  Schwerkraft  in  dieser  Lage  auf  den  Stab  wirkt, 

so  ist  die  Oleichung  für  die  Bestimmung  der  Rotation  um  0 

d^^  _       2{mgx) Mgx  ^      gacoad- 

'dt^''~  2  (mV«)  ""  "~  MF^  ""  2¥2~ ' 

d& 
Die  Multiplikation  mit  2-j-  und  die  hierauf  bewirkte  Integration  giebt 

dt 

Bezeichnet  nun  m  die  Winkelgeschwindigkeit,  welche  dem  Stabe  durch  den 

d& 
Stoss  mitgeteilt  worden  ist,  so  ist  —  =  «,  wenn  ^  =  0,  daher  C  =  co*, 

mithin 

Damit  der  Stab  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  gleich  Null  in  die  verti- 
kale Position  O  Y  gelangt,  muss  —  =  0  sein,  wenn  *  =  «  ^^^-  ^^^ 
erforderliche  Winkelgeschwindigkeit  ergiebt  sich  demnach  aus  der  Gleichung 

/in. 

0  =  a>«  — 


F«' 


und  es  ist     •  0.8  =  ?",     «  =  ^ 


*"  =Tc'^'     "^    k' 


Die  Or(^sse  des  Impulses  ist  daher  so  zu  bestimmen,  dass  er  dem  Stabe 

diese  Winkelgeschwindigkeit  mitteilt.    Um  dieselbe  zu  finden,  verfiBihren 

wir  folgendermassen.    Es  sei  OA  (Fig.  152  a)  der  Stab  in  einer  horizon- 

5     p       talen  Lage  und  der  Stoss  erfolge  bei  P  mit  einer  Kraft  F. 

rA 


^        ]       T      Dieses  wird  eine  Impulsivreaktion  B  des  Chamiers  vertikal 

^        abwärts  verursachen.    Nun  denken  wir  uns  den  Stab  als 

einen  freien  Körper,  R  und  F  als  gleichzeitige  Impulse 

nehmend,   dann  ist  mit  Bücksicht  auf  die  Erhaltung  der  Bewegung  des 

Schwerpunktes  S  für  diesen  Punkt 

dy     r-R 

und,  wenn  wi  die  Winkelgeschwindigkeit  zu  einer  beliebigen  Zeit  w&hrend 
der  Impulsivwirkung  bezeichnet,  Mk^  das  Trägheitsmoment  des  Stabes 
um  S  ist, 

F.SP  +  Ä.ÖS  .  ^, 

^^  =  — m^ — "^^- 

Aber  beim  Beginn  des  Stosses  ist  e  =  0,  F=0,  i?  =  0,  -^=0,  «i  =0, 

dt 
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folglich  sind  auch  die  Konstanten  C  und  C  gleich  Null,  am  Ende  der 
Stosswirkung  muss  toi  =  co  sein,  mithin  haben  wir 

dt         M  ^  Mk^ 

Weil  nun  -^  =  OS. 0),  und  a>  =  ^^^»  so  ist  auch 
dt  k  ^ 

'^^'    y    ^     M  '  Je'    -  Mk^ 

Zwischen  diesen  zwei  Gleichungen  haben  wir  R  zu  eliminieren,  wodurch 
wir  finden 

._  M(k^  H-  Ö'S^)  Y^ 


F= 


ÖP  *' 


oder,  weil  Mk'^  =  Mk^  H-  M.  OÄ«, 

OP  3  '^     3      OP 

womit  die  verlangte  Stosskraft  bestimmt  ist. 

Mittelst  derselben  Gleichungen  finden  wir  auch  den  Druck  auf  das 
Charni^r  O,  es  ergiebt  sich 

R^MY^g.^'-^l^-, 

^    ^         k\OP 


In  dem  besonderen  Falle,  wo  i^  ==  OiS.  ÄP  ist,  haben  wir  B  =  0,  so  dass 
dann  kein  Druck  auf  das  Charnier  stattfindet,  dieses  geschieht,  wenn  P 
der  Stossmittelpunkt  ist. 

4.  Ein  gerader,  stabförmiger  Körper  AB  (Fig.  153)  befindet  sich 
ursprünglich  in  einer  vertikalen  Lage^  vom  Punkte  O  herab  in  der  Linie 
O  Y  hängend.  Das  Ende  A  des  Stabes  werde  von  O  aus  mit  einer  ge- 
gebenen ]Qeschwindigkeit  entlang  einer  glatten,  horizontalen  Binne  O  JT  ge- 
worfen.   Welches  ist  die  Bewegung  des  Stabes? 

^    ^  Es  sei  ^  £  die  Lage  des  Stabes  nach  der  Zeit  ^, 

X  gerechnet  von  dem  Wurfe  aus  O  an,  /S  sein  Schwer- 
punkt, SH rechtwinkelig  zu  O  Jf,  OH=x^  SH  =  y, 
2i,0A8  =  &^  AS  =  a,  Jf  =  der  Masse  des  Stabes, 
A;  =  seinem  Trägheitsradius  um  S. 
^^"^^  "^-  Damit  haben  wir  für  die  Bewegung  des  Stabes 

zu  einer  beliebigen  Zeit  t  nach  dem  Wurfe  durch  das  Prinzip  der  Erhal- 
tung der  lebendigen  Kraft 

und  durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 


7> 
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^=6".  .  (2) 

Die  VereiniguDg  dieser  beiden  Gleichungen  giebt 

*l(5f)'+*'(5f)'l  =  ^--^^«- 

Nun  besteht  hier  stets  die  geometrische  Bedingung 

1/  =  a  sin  &9 
mithin  ist  auch 

M  («2  co8^  ^  4-  ik«)  (^y  =-C"-h2Mga  sin  ^.  (3) 

Bezeichnet  P  die  Wurfstärke,  welche  dem  Ende  A  des  Stabes  mitgeteilt 

worden  ist,  u  die  Geschwindigkeit  von  A  durch  den  Wurf,  a>  die  Winkel- 

geschwindigheit  des  Stabes  um  S  momentan  nach  dem  Stosse,  t;  die  5 

durch  den  Stoss  erteilte  Translationsgeschwindigkeit,   dann  werden  wir 

haben 

Jf.v  =  P,         Mk^.(o  =  P.a.  (4) 

Ferner  wird  die  Geschwindigkeit  von  A  entlang  OJC  gleich  sein 

V  -h  am, 

wo  das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  der  Bewegung  von  S,  das  zweite 
der  Botation  um  S  zu  verdanken  ist.  Weil  aber,  durch  die  Annahme, 
die  Geschwindigkeit  von  A  auch  gleich  u  ist,  so  kommt  die  Relation: 

Die  Gleichungen  (4)  geben  uns  ib^co  =  at',  so  dass  wir  erhalten 

a^  k^u  au 

TT       /7  9" 

Nun  haben  wir  gleichzeitig  ^  =  -j^»  -y  =  o),  folglich  ist  mit  (8) 

^  (it 

Mk^(o^=^C"-h2Mffa, 
und  daher 

Die  Gleichung  (2)  sagt  uns ,  dass  der  Wert  von  -^  konstant  sein  muss,  es 

at 

ergiebt  sich  mithin  noch 

womit  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  S  parallel  zur  Axe  0  JTond 
der  Wert  von  x  am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  t  der  Bewegung  bestimiDt 
ist.  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  ist  für  jede  seiner  Lagen  durch 
die  Gleichung  (5)  gegeben. 
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5.  Ein  unelastischer  Stab  AB  (Fig.  154),  welcher  befähigt  ist, 
sich  in  einer  vertikalen  Ebene  um  eine  feste  horizontale  Axe  durch  A  zu 
drehen,  stösst  gegen  ein  festes  Hindernis  bei  C  Welches  ist  der  Stoss 
auf  die  Aze? 

».  Es  sei  S^  der  Schwerpunkt  des  Stabes  AB^  AN 

eine  horizontale  Linie  in  der  Ebene  der  Bewegung 
If  durch  den  Punkt  A^  Jf=  der  Masse  des  Stabes, 
2i.SAN=&^  zu  einer  beliebigen,  vom  Beginne  der 
Bewegung  an  gerechneten  Zeit  t  des  Herabsinkens  des 
Stabes,  a  =  dem  Anfangswerte  von  &,  k  =  dem  Träg- 
"*^" "^'  heitshalbmesser  des  Stabes  um  Ä,  AS  =  a. 

Für  die  Botationsbewegung  des  Stabes  während  seines  Niedersinkens 
besteht  die  Gleichung 

multiplizieren  wii-  ihre  Seiten  mit  2-p  und  integrieren,  so  wird 

d& 

Aber  es  ist  &  =  a,  wenn  ---  =  0,  folglich 

dt 

0  ^=2Mffa8ina-h  C\ 
und  daher 

d& 

Es  sei  nun  2(.CAN=rß  und  in  dem  Augenblicke  vor  dem  Stosse-j-  =  o), 

dt 

dann  ist  auch 

(a*  -+-  Ä:*)  o}^  =  2^  a  (sin  ß  —  sin  a).  (1) 

Die  Impulsivreaktionen  des  Hindernisses  C  und  der  Axe  A  in  dem  Mo- 
mente des  Zusammentreffens,  welche  beide  rechtwinkelig  zu  der  Länge  des 
Stabes  wirken  werden,  wollen  wir  mit  R  und  R'  bezeichnen.  Der  Effekt 
von  B  ist  der,  die  ganze  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  um  J.  zu  zer- 
stören, indem  ihm  diese  Beaktion  eine  gleiche,  entgegengesetzt  gerichtete 
Winkelgeschwindigkeit  erteilt,  folglich  haben  wir,  CA  =  c  setzend, 

Jffl>(a«-i-Ä:2)  =  Äc.  (2) 

Ferner  ist  die  Differenz  der  Momente  von  R  und  R'  um  den  Schwerpunkt 
des  Stabes  22  (c  —  a)  —  JB'a,  und  es  muss  sein 

B{c  —  a)  —  ira=zMk^(o.  (3) 

Durch  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhalten  wir  nun 
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R'ac  =  M<o\(c—a)(a^-\-k^)  —  ck^\, 

B  =  Mwla  — 

und  daher  mittelst  (1) 

'^        a*  H-  ft*     V  <?      -/ 

Wenn  B'=  0,  so  ist 

a =  0,         also         c  = » 

c  a 

es  ist  mithin  in  diesem  Falle  C  der  Schwingungsmittelpunkt  (Stossmittel- 

punkt)  des  Stabes  in  dem  Momente  des  Zusammentreffens. 

Ist  der  Stab  elastisch,  dann  müssen  wir  den  durch  (2)  gegebenen 

Wert  von  R  in  dem  Verhältnisse  (1  4-  e) :  1  grösser  nehmen ,  wo  e  die 

Elastizität  des  Stabes  bezeichnet,  und  es  ergiebt  sich  in  diesem  Falle 

durch  (3) 

Ä'=  ^  I (1  +  ^)  (c  -  a)  (a« -f- Jk«)  -  a-«}. 

6.    Ein  gerader,  stabförmiger  Körper,  welcher  sich  ohne  Rotation 

entlang  einer  glatten,  horizontalen  Ebene  bewegt,  stösst  auf  einen  festen, 

zu  dieser  Ebene  rechtwinkeligen  Stab.    Welches  ist  die  Impulsivreaktion 

des  Stabes  und  die  Bewegung  des  Körpers  infolge  des  Zusammentreffens? 

Es  sei  AB  (Fig.  155)  die  Lage  des  Körpers  in  dem  Momente  des 

Zusammentreffens,  O  der  Ort  des  Hindernisses, 
S  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  S'S  die  Linie, 
in  welcher  sich  der  Schwerpunkt  S  vor  der  Colli- 
sion  bewegt.  Lege  in  der  Ebene  der  Bewegung 
zwei  unbegrenzte  Gerade  OJT,  FOF'  so,  dass 
sie  senkrecht  alifeinander  stehen  und  OJC  mit  AB 
Figur  155.  zusammenfällt,  wobei  TOY'  die  SS'  in  S'  schnei- 

den möge.  Ferner  sei  R=  der  Impulsivreaktion  von  O,  welche  entlang 
der  Linie  O  Y*  ausgeübt  werden  wird ,  u  =  der  Geschwindigkeit  von  S 
vor  dem  Zusammentreffen,  2^0S' S  ^  a^  OS  =  c^  k  =^  dem  Trägheits- 
halbmesser von  AB  um  S,  M=:  der  Masse  des  Körpers.  Endlich  be- 
zeichne mit  Vg^  Vy  die  Geschwindigkeiten  von  S  parallel  zu  den  Goor- 
dinatenaxen  gerade  nach  dem  Stosse  und  mit  w  die  Winkelgeschwindig- 
keit des  Körpers  um  S. 

Damit  erhalten  wir  durch  die  Gleichungen  der  Stossbewegung 

Mvx  =  Mu  ein  a,     (1)  Mv^  =  Mu  coea^-R,  (2) 

J/Ä2  ü)  =  fi  C.  (3) 
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Ferner  muss  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  O  des  Eörpers  in  der  Bich- 
tung  O y  in  dem  Augenblicke  nach  dem  Zusanmientreffen  Vy—  cod  sein, 
wo  Vy  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Bewegung  von  iS,  —  (?<»  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  Bewegung  des  Eörpers  um  S  zu  verdanken  ist. 
Wenn  der  Körper  unelastisch  ist,  so  ist  die  Wirkung  des  Stosses  die  der 
Zerstörung  der  zu  J.J3  senkrechten  Gomponente  der  Geschwindigkeit  von 
O,  folglich  muss  Vy  gleich  cva  sein. 
Wir  haben  sonach  durch  (2) 

ilf  c  0)  =  Mu  €08  a  —  R^ 
und  daher  mit  Hilfe  von  (8) 


oder 

PolgUch  ist  durch  (3) 

und  demnach  mit  (2) 


cu  cos  a 

Mk^  u  cos  tt 
c2  +  /fe2    ' 

k^ucoeu      e'ucoaa 


R= 


Vr,  =  U  €08  et ^ ^^r  —  — ü i^^  • 

Auch  ist  durch  (1) 

r,  =  t/  8in  a. 

Mithin  haben  wir  jetzt  vollständig  die  augenblickliche  Bewegung  des 
Körpers  nach  dem  Stosse  und  die  Impulsivreaktion  des  Stabes  bei  O  be- 
stimmt. 

Es  kann  dargethan  werden,  dass  der  Körper  nach  Vollzug  der 
wechselseitigen  Aufeinanderwirkung,  wenn  die  ursprüngliche  Bewegung 
des  Körpers  genau  so  ist,  wie  dieses  unsere  besondere  Figur  darstellt, 
sich  selbst  von  dem  Hindernisse  trennen  und  sich  dann  frei  mit  den  Ge- 
schwindigkeiten t;«,  ?-y,  a>,  deren  Werte  wir  oben  erhalten  haben,  weiter 
bewegen  wird.  In  der  That  würden  wir  finden,  wenn  wir  annehmen 
würden,  der  Körper  berühre  immer  das  Hindernis,  dass  das  Hindernis 
eine  kontinuierliche  Attraktion  anstatt  einer  Beaktion  ausgeübt  haben  würde. 

4—6.  Walton,  p.  582—586. 

7.  Ein  Faden  ist  rund  um  den  umfang  einer  kreisrunden  Bolle  ge- 
wunden, das  freie  Fadenende  ist  an  einen  festen  Punkt  gefesselt.  Die 
Bolle  wird  in  die  Höhe  gehoben  und  so  fallen  gelassen,  dass  der  Faden 
in  dem  Augenblicke,  in  welchem  er  straff  wird,  vertikal  und  zu  einer 
Tangente  an  die  Bolle  wird.  Dabei  finde  die  ganze  Bewegung  in  einer 
Ebene  statt.  Welches  ist  die  Stärke  des  Impulses  und  die  Bewegung 
der  Bolle  nach  dem  Stosse? 
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Die  Bolle  fällt  in  dem  ersten  Zeitintervall  ohne  Botation. 

Es  sei  V  die  Geschwindigkeit  ihres  Mittelpunktes  in  dem  Augen- 
blicke, wo  der  Faden  straff  wird,  v  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes, 
w  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Bolle  gerade  nach  dem  Stosse ,  T  die 
Impulsivspannung  des  Fadens,  Mk^  das  Trägheitsmoment  der  Bolle  um 
ihre  Axe,  a  ihr  Badius. 

Um  die  unbekannte  Spannung  in  den  Bewegungsgleichungen  zu  yer- 
meiden,  nehmen  wir  Momente  um  den  Berührungspunkt  des  Fadens  und 
der  Bolle,  dann  erhalten  wir 

M{v  —  v)  rt  -4-  Mk^  Ol  =  0.  (1) 

Gerade  nach  dem  Stosse  hat  der  Teil  der  Bolle,  welcher  mit  dem  Faden 
in  Berührung  ist,  keine  Geschwindigkeit,  folglich  muss  sein 

t;'^ao/=0.  (2) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt  sich 

av 


o»  = 


a^-f-Jfc« 


Besteht  die  Bolle  aus  einem  homogenen  Cylinder,  so  haben  wir  k^  =  -^a^, 

also 

,      2     V  ,2 

Für  die  Grösse  der  Impulsivspannung  des  Fadens  haben  wir 

—  T=M{v'-v),        folglich         r=yJf.r.  (3) 

Der  Mittelpunkt  der  Bolle  beginnt  vertikal  abwärts  zu  fallen  und  es  wirkt 
an  demselben  keine  horizontale  Kraft,  so  dass  er  kontinuierlich  in  einer 
vertikalen  Linie  fällt  und  mithin  die  Bewegung  des  Fadens  nach  dem 
Stosse  durchweg  vertikal  ist.  Nehmen  wir  nun  au,  es  sei  F  die  anftng- 
liehe  Spannung  des  Fadens,  dann  wird  die  Bewegung  der  Bolle  ebenso 
erfolgen,  als  fiele  dieselbe  auf  einer  vollkommen  rauhen,  geneigten  Ebene, 

deren  Beibungswiderstand  F  und  deren  Horizontalneigung  gleich  ^  ist 

Dadurch  haben  wir  die  Bewegungsgleichungen 

Mj^^Mg-^F,        Ma-^-h  Mk^^=z  Mag,         a:=^a». 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich 

d^^      2  ^      l  ^, 
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2 
Die  Geschwindigkeit  gerade  nach  dem  Stosse  ist  v  =  -q-  t^ ,  so  dass  zur 

Zeit  «  =  0,  ^  =  w',  «  =  0,  folglich  C  =  v ,  D  =  0,  mithin 

dt 

womit  die  gleichförmig  beschlemiigte  Bewegung  der  JRoUe  nach  dem  Stosse 
vollständig  gegeben  ist. 

Haben  wir  es  mit  einem  elastischen  Faden  zu  thun,  dann  ist  die 
Yorhin  gefundene  Impulsivspannung  mit  dem  Faktor  (1  +  e)  zu  multi- 
plizieren um  die  Impulsivspannung  für  diesen  Fall  zu  erhalten,  dieselbe 
ist  also 

r=y(l-h6)Jft;. 

Ffir  die  Bewegung  der  Rolle,  welche  Folge  dieser  bekannten  Impulsiv- 
kraft,  ist 

M(v-  v)  = Q-  Jf  (1  +  e)  V,         oder        v  —  v  = ö-  (1  ■+"  «)  «S 

Mk^ai=-^Mva(l  -h «),  oder         k^a/  =  -^va{l  -*-€), 

aus  welchen  Relationen  sich  ergiebt 

v  =  ^(2t;-«),         «  =  __(H-«)  =  _._(1  +  ,). 
Der  von  der  Rolle  nach  dem  Stosse  in  der  Zeit  t  zurückgelegte  Weg  ist 

a!  =  vt-h^gt^  =  ^i2v-e)'t^gt^ 
wenn  von  einer  weiteren  Dehnung  des  Fadens  abgesehen  wird. 

Bonth,  Dynamics,  p.  181. 

8.  Eine  freie  Platte  von  beliebiger  Gestalt  dreht  sich  in  ihrer 
eigenen  Ebene  um  ein  Momentancentrum  C  und  stOsst  auf  ein  Hindernis 
bei  P,  gelegen  in  der  geraden  Linie,  welche  den  Schwerpunkt  S  der  Platte 
und  das  Momentancentrum  verbindet.  Wie  muss  die  Lage  des  Punktes 
P  beschaffen  sein,  damit  die  Grösse  des  Stosses  ein  Maiimum  sein  kann? 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  das  Hindernis  P  fest  ist. 

'Ea  sei  SP  =  w,  B=  der  Stosskraft,  GS=h,  cd  die  Winkelge- 
schwindigkeit um  den  Schwerpunkt  vor,  oa'  diejenige  um  denselben  Punkt 
nach  dem  Stosse.  Die  Translationsgeschwindigkeit  von  S  gerade  vor  dem 
Stosse  ist  dann  hm  und  es  sei  noch  v  diejenige  nach  dem  Stosse.  Da- 
durch bekommen  wir  die  Gleichungen 

7.  Krftft,  PzobL  d.  »iiAlyt  Mechanik.    II.  30 
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v  — Aco  =  — -.,  (1) 


0)  —  0) 


und  wenn  wir  annehmen,  dass  der  Stosspunkt  nach  dem  Stosse  zur  Buhe 
gekommen  ist,  erhalten  wir  noch 

V  — Ä«=-.  0.  (2) 

Indem  wir  nun  die  Wei*te  von  v\  to  darch  die  Gleichungen  (1)  bestim- 
men, in  die  (2)  einfuhren  und  die  resultierende  Gleichung  für  R  auflösen, 
ergiebt  sich 

Dieser  Ausdruck  ist  zu  einem  Maximum  zu  machen.  Differentiieren  wir 
nach  B  und  x  und  setzen  den  Differentialquotienten  gleich  Null,  so  folgt 

80  dass  für  das  Maximum  von  R  diese  Gleichung  liefert 

a:2+  2Aa?  — ä2  =  0,  a?=  —  A±  VÄ^  +  fc«.  (3) 

Einer  dieser  Werte  von  x  ist  positiv,  der  andere  negativ.  Die  entsprechend 
maximalen  Stosspunkte  liegen  aber  in  entgegengesetzten  Richtungen.  Es 
ist  also  ein  Punkt  P  vorhanden,  mit  welchem  der  Körper  in  der  Fronte, 
und  ein  Punkt  P',  mit  welchem  er  nach  hinten  während  seiner  eigenen 
Translation  im  Baume  mit  grösserer  Kraft  als  mit  jedem  anderen  Punkte 
stösst. 

Es  mag  gezeigt  werden,  dass  die  zwei  Punkte  P,  P'  von  G  gleich 
weit  entfernt  sind,  dass  ferner,  wenn  O  der  Schwingungsmittelpunkt  mit 
Bezug  auf  C  als  Aufhängepunkt  ist,  alsdann  die  Belation  besteht 

C~P^  =  GS.CO. 

Wenn  P  zum  Aufhängepunkt  gemacht  wird,  so  ist  P'  der  ent- 
sprechende Schwingungsmittelpunkt,  auch  wird  PP'  durch  S  und  O  har- 
monisch geteilt.  Die  Grössen  der  beiden  Stösse  in  P  und  P'  sind  um- 
gekehrt proportional  den  Abständen  dieser  Punkte  von  S. 

Zweitens  wollen  wir  annehmen,  das  das  Hindernis  ein  freier,  mate- 
rieller Punkt  von  der  Masse  m  ist. 

Ausser  der  Gleichung  (1)  haben  wir  hier  noch  die  Gleichung  für 
die^Bewegung  des  Punktes  m.  Ist  F'  die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes 
nach  dem  Stosse,  dann  muss  sein 

m 
Nach  erfolgtem  Stosse  wird  der  Stosspunkt  beider  Körper  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit besitzen,  so  dass  wir  hier  an  Stelle  der  Gleichung  (2)  haben 

=  V  -h  XiO. 
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Die  Elimination  ?on  a»',  v ,  V  giebt 


Dieser  Ausdnick  wird  zu  einem  Maximum  mit 

a?=  -A±//Ä24-Äafl-H— Y  W 

Daher  fallen  die  Punkte  P,  P'  mit  den  vorhin  gefundenen  nicht  zusam- 
men, es  sei  denn  m  unendlich  gross,  um  zu  finden,  wann  der  Stosspunkt 
mit  dem  Schwingungsmittelpunkte  zusammenfällt,  müssen  wir  A;^  =  Aa; 

setzen.    Dieses  giebt  —  =  — = —    oder ,  wenn  Z  =  a?  ■+-  A  die  Lange  des 

m  Ä 

«infachen  äquivalenten  Pendels  bezeichnet,  —  =  -r-  •    Weil   F'  =  —  t  so 

va        h  m 

ist  es  klar,  dass  einem  Maximalwerte  von  R  auch  ein  solcher  von  V' 

-entspricht.     Folglich  können  die  zwei  durch  die  Gleichung  (4)  gefundenen 

Punkte  die  Mittelpunkte  grösster  Stossgeschwindigkeit  genannt  werden. 

Es  giebt  hier  ooch  einzelne  besondere  Punkte  des  Körpers,  deren 

Lagen  gefunden  werden  können.    Wir  können  verlangen  den  Punkt  zu 

£nden,  mit  welchem  der  Körper  auf  ein  festes  Hindernis  stossen  muss, 

damit  die  Lineargeschwindigkeit   des   Schwerpunktes  oder  die  Winkelge- 

:8ch windigkeit  ein  Maximum  sein  kann.    Diese  Punkte  nannte  Poinsot  die 

Oentra  maximaler  Reflexion  und  Conversion  resp.    Die  Gleichung  (1)  lehrt 

uns,   dass  wenn  v  ein  Maximum,  B  entweder  ein  Maximum  oder  ein 

!Minimum  ist,  folglich  kann  gezeigt  werden,  dass  der  erste  dieser  Punkte 

mit  dem  Punkte  grössten  Stosses  zusammenfällt.    Damit  ca  ein  Maximum 

werde ,  haben  wir  o)  — t^ty-o  zu  einem  Maximum  zu  machen.     Setzen  wir 

für   B  seinen  Wert,    so  bekommen  wir  a?*  —  2  -=-  a?  =  0.     Mit  0  als 

n 

k^ 
Schwingungsmittelpunkt  haben  wir  SO  =  y*  welche  Länge  durch  A'  dar- 
gestellt sein  mag^  dann  wird 

^2_2A'a?~Jfc«  =  0.  (5) 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  die  nämlichen  Funktionen  von  U  und 
Je  wie  jene  der  Gleichung  (8)  von  h  und  Jb,  ausgenommen,  dass  die  Zeichen 
•entgegengesetzt  sind.  Nun  liegen  C  und  O  auf  entgegengesetzten  Seiten 
Ton  /S,  folglich  stellen  die  Lagen  der  zwei  Centra  maximaler  Conversion 
2U  O  und  iS  die  nämliche  Belation  her  wie  die  zwei  Centra  maximaler 
Reflexion  zu  0  und  S.    Wenn*  der  Auf  hängepunkt  von  O  nach  O  verlegt 
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wird,  so  wechseln  die  Lagen  der  Centra  maiimaler  Beflexion  und  Con- 
Version, 

Poinsot,  Sur  la  percossion  des  corps,  Lionyille's  Journal,  1857. 
Routh,  Dynamics,  p.  134 

9.  Ein  gleichfOnniger,  horizontaler  Stab  f&Ut  auf  den  Boden  infolge  der  Wir- 
kung der  Schwerkraft  und  stOsst  mit  dem  einen  Ende  gegen  einen  Stein.  Vergleiche- 
den  Stoss,  den  er  erhält,  mit  demjenigen,  welchen  er  erhalten  haben  würde^  wenn  beide 
Stabenden  gleichzeitig  gegen  zwei  Steine  gestossen  hätten  und  die  StOsse  rechtwinkelig 
in  dem  Stabe  stattfinden. 

Der  Stoss,  welchen  er  empf&ngt,  ist  gleich  der  H&lfte  deijenigen  Stosskraft,. 
welche  bei  der  zweiten  Annahme  auf  den  Stab  wirken  wird^  bei  welcher  er  jeden  der 
zwei  Steine  trifft. 

10.  Ein  Ende  eines  geraden,  sprOden  Stabes  wird  mit  der  Hand  gehalten  und 
sein  anderes  Ende  gegen  einen  Tisch  geschlagen,  bis  der  Stab  bricht.  Wo  liegt  der 
Bruchpunkt? 

Bezeichnet  a  die  Länge  des  Stabes,  dann  wird  der  Bruch  in  einem  Abstande^ 
Ton  dem  festgehaltenen  Ende  stattfinden,  welcher  gleich  a:)/^  ist. 

11.  Ein  dfinner,  gleichförmiger,  spröder  Stab,  welcher  sich  um  den  einen  seiner 
Endpunkte  drehen  kann,  wird  durch  einen  gegebenen  Impuls  in  einem  gegebenen  Punkt» 
getroffen.    In  welchem  Punkte  besitzt  der  Stab  die  grösste  Neigung  zu  zerbrechen? 

Bezeichnet  l  die  Länge  des  Stabes,  a  den  Abstand  des  Stosspanktes  von  deok 

freien  Ende,  dann  ist,  wenn  a<-^lf  der  Bruchpunkt  von  dem  festen  Ende  um  Strecke- 
st"* 1 
-= entfernt,  ist  aber  a> -^l,  so  fällt  der  verlangte  Punkt  mit  dem  Stos»- 

punkte  zusammen. 

12.  Ein  vollkommen  unelastischer  Stab  gleitet  in  der  Richtung  seiner  Länge 
eine  geneigte  Ebene  hinab  und  trifft  auf  eine  horizontale  Ebene.  Wie  gross  sind  die 
Impulse,  welche  auf  die  zwei  Stabenden  in  dem  Augenblicke  des  Stosses  ansgeflbi 
werden? 

Ist  V  die  Geschwindigkeit  des  Stabes  in  dem  Augenblick  vor  dem  Stosse,  m  seine 

Masse,  a  die  Neigung  der  Ebene,  dann  sind  die  durch  das  höhere  und  das  tiefere  Ende 

erfahrenen  Impulse 

1    m  Vsin  2  a  m  Vsin  a 


z — » 


4    2  -4-  cos  2  a  2  -i-  cos  2  a 

13.  Ein  hohler  Ereiscylinder,  welcher  an  beiden  Enden  offen  ist,  kann  sich  um 
einen  Durchmesser  eines  seiner  Enden  bewegen.  Welches  ist  der  Abstand  der  Linie 
des  Stossmittelpunktes  von  diesem  festen  Diameter? 

Bezeichnet  a  den  Badins  des  Ojlinders,  h  seine  Länge,  dann  ist  der  verlangt« 

aß      2 
Abstand  gleich  -r  ^"  q"  &• 

Mit  y  =  dem  Abstände  der  verlangten  Linie  von  der  Drehaxe  ist  allgemein 

Trägheitsmoment 
^  ~"  statisches  Moment' 
9-13.    Walton,  p.  586—588. 
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14.  Ein  gleichförmiger  Stab  CE  (Fig.   156)  dreht  eich  am  eine  Axe  OX, 
Y  welche  mit  ihm  deo  Pankt  C  gemeinsch^tlich  hat.    Bestimme»  die 

rS  rechtwinkeligen   Coordin^ten    CF  =  Xf    FO  =  y    des    Stossmittel- 
panktes  0. 

Bezeichnet  h  die  Projektion  ÖD  der  Stabl&nge  anf  der  Um- 
drehangsaxe,  r  den  Abstand  des  Stabendes  E  von. dieser  Aze,  M  die 
Masse  des  Stabes,  dann  ist 

Figur  156.  _  Oentrifagalkraftmoment  _^  3  2  . 

"     statisches  Moment      ~   1  ,*     "'S* 

—  Jlfr2 
Trägheitsmoment       8  2 

^     Statisches  Moment       1  _.         3    ' 

15.  Eine  rechtwinkelige  Dreiecksfläche  ODE  (Fig.  156)  dreht  sich  um  die 
£athede  CD ;  ihre  Masse  sei  M,  ihre  Katheten  C  D  und  D  E  seien  gleich  h  und  r  resp. 
Welches  sind  die  Coordinaten  des  Stossmittelpanktes  ? 

Bezeichnet  0  die  Lage  des  verlangten  Punktes  und  sind  seine  rechtwinkeligen 
"Coordinaten  CF  =  a,  FO  =  hj  dann  haben  wir 

a=- =  jh,  b  =  - =  ^r. 

16.  Eine  freie  Platte  von  beliebiger  Gestalt  dreht  sich  in  ihrer  eigenen  Ebene 
um  ein  Momentancentrum  C  und  stOsst  anf  ein  festes  Hindernis  P,  gelegen  in  der 
Geraden,  welche  den  Schwerpunkt  S  und  C  verbindet.  Zu  finden  die  Lage  von  P 
«istens  so,  dass  der  Schwerpunkt  S  zur  Buhe  gelangt,  zweitens  so,  dass  seine  Ge- 
schwindigkeit nach  dem  Stosse  dieselbe  von  entgegengesetzter  Bichtung  werden  kann. 

Im  ersten  Falle  rouss  P  entweder  mit  S  oder  mit  dem  Schwingnngsmittelpunkte 
zusammenfallen.    Im  zweiten  Falle  werden  die  Punkte  Xr=  SP  durch  die  Gleichung 

gefunden  ^^  ~  ö^t  ®  +  "o  =  ^  ^^  05=  h  ist. 


Zweiter  AbschnitL 

Bewegung  mehrerer  Körper  parallel  einer  Ebene. 
Die  Oberflächen  sind  voUkommen  glatt. 

1.  Eine  schwere  Kugel  K  (Fig.  157,  S.  470)  fUlt  aus  einer  gegebenen 
Höhe  auf  einen  ruhenden  Körper,  dessen  obere  Fläche  eine  glatte,  geneigte 
Ebene  bildet.  Der  Körper  kann  mit  seiner  unteren  ebenen  Fläche  frei 
entlang  einer  glatten  horizontalen  Ebene  gleiten.  Die  vertikale  Ebene  durch 
die  Schwerpunkte  der  Kugel  und  des  Körpers  schneidet  die  geneigte  Ebene 
in  einer  Linie  grösster  Schiefe.    Welches  sind  nach  erfolgtem  Stosse  die 
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anfänglichen  Bewegungen  der  Engel  und  des  Körpers,  wenn  beide  al» 
vollkommen  unelastisch  angenommen  werden? 

Es  sei  ABS  der  Schnitt  des  Körpers  durch 
diejenige  vertikale  Ebene,  welche  die  Schwerpunkte 
des  Körpers  und  der  Kugel  enthält,  A  H  der  Schnitt 
dieser  Ebene  mit  der  horizontalen  Ebene.  Femer  lasse 
sein  V  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  gerade  vor  dem 
Zusammentreffen  mit  dem  Körper,  u,  v  die  Componenten 
ihrer  Geschwindigkeit,  senkrecht  und  parallel  zu  der  Hypothenuse  des^ 
rechtwinkeligen  Dreieckes  ABH,  u  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 
parallel  zu  AH  'm  dem  Augenblicke  nach  dem  Stosse,  m  die  Masse  der 
Kugel,  m  diejenige  des  Körpers,  P  die  Stosskraft,  2i.BAH=a, 

Der  Stoss  erfolgt  rechtwinkelig  %xi  AB  und  sind  die  Gleichungen 
für  die  Bewegung  der  Kugel 

mu=^mVco8a  —  P,     (1)  v^Vsina^  (2) 

auch  ist  die  Gleichung  fQr  die  Bewegung  des  Körpers 

mu  =■  P  ein  a.  (3) 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  vier  unbekannte  Grössen  u^v^u\P^  so 
dass  zur  Lösung  der  Aufgabe  noch  eine  weitere  Gleichung  erforderlich  ist. 
Da  die  beiden  Körper  vollkommen  unelastisch  sind,  so  ist  die  Wirkung 
des  Stosses  nur  die,  das  Eindringen  des  einen  Körpers  in  den  anderen 
Körper  zu  verhindern,  ohne  irgend  ein  Zurückprallen  zu  verursachen,  welche» 
nur  resultieren  könnte  aus  dem  Vorhandensein  von  Elastizität.  Folglich 
muss  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  rechtwinkelig  %m  AB  nach  der 
Gollision  gleich  sein  der  Geschwindigkeit  irgend  eines  bestimmten  Punktes 
in  dieser  Linie,  genommen  in  der  nämlichen  Richtung.  Nun  ist  die  Ge- 
schwindigkeit eines  beliebigen  Punktes  in  BA  senkrecht  zu  AB  gleich 
uaina^  SO  dass  wir  als  weitere  Gleichung  erhalten 

U8in  a  =  u.  (4) 

Zufolge  der  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  ergiebt  sich 

m P sin^ a  =  mm  Vcos a  —  m'P, 

daher  P  =  — ^ — ; — -, ,  (5) 

womit  die  Intensität  des  Stosses  bestimmt  ist. 
Mit  (3)  und  (5)  bekommen  wir 

,      m  V  sin  a  C08  a  ,^^ 

u  = r^ — — — ?»  (O) 

msin^a  -h  m 

wodurch  die  Bewegung  des  Körpers  bekannt  ist. 

Mit  (6)  und  (4)  ergiebt  sich  schliesslich  als  Geschwindigkeit  der 

Kugel  in  senkrechter  Richtung  zu  der  geneigten  Ebene 
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m  Vsin^  a  cos  a  ,„v 

«  =  — r-ö — :r~^'  ^'f 

m  «m*  a  -^  m 
D*Arcy,  M^moires  de  TAcadämie  des  Sciences  de  Paris  1747,  p.  344. 

2.  Zwei  Billardkugeln  B  und  C  (Fig.  158)  liegen  in  Berührung 
auf  einem  glatten  Tische.  In  welcher  Bichtung  muss  der  Ball  B  durch 
einen  dritten  Ball  Ä  gestossen  werden,  so  dass  er  in  einer  gegebenen 
Bichtung  BD  abgeht,  wenn  die  Bälle  von  gleichem  Volumen,  gleichem 
Gewichte  und  vollkommen  glatt  sind? 

Es  mache  die  Richtung  ÄB^  welche  sieb 
durch  die  geradlinige  Verbindung  der  Mittelpunkte- 
von  A  und  B  in  dem  Momente  der  CJoUision  er- 
giebt,  einen  Winkel  &  mit  der  geraden  Linie  CBE^ 
welche  durch  die  Mittelpunkte  der  ruhenden  Kugeln* 
läuft,  und  es  sei  2^.  CBD  =  a. 
^*"  ^'^'  Denken  wir  uns  zuerst  die  Bälle  als  unelastisch. 

Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  von  Ä  in  der  Richtung  AB  vor 
und  nach  dem  Zusammentreffen  seien  a,  a  resp.;  b,c  seien  die  Geschwin- 
digkeiten von  B,C;  m  stelle  die  Masse  einer  jeden  der  Kugeln,  JR  die  In- 
tensität des  Stosses  zwischen  JL,  jB,  S  diejenige  zwischen  B^  O  dar. 

Damit  erhalten  wir  für  die  Bewegung  von  JB,  indem  wir  die  Kräfte 
senkrecht  und  parallel  zu  CE  zerlegen, 

mb8ina=  Bsind'^     (1)  mbcosa  =  Rcosd-  —  S^  (2) 

und  für  die  Bewegung  von  G 

mc  =  5.  (3) 

Femer  ist  hier,  weil  nach  der  Collision  die  Geschwindigkeiten  von  B  und  G 
in  der  Richtung  EG  gleich  sein  müssen, 

bcosa  =  c.  (4) 

Die  Gleichungen  (8)  und  (4)  geben 

m  b  €08  a  =  S, 
weshalb  mit  (2) 

m  b  cos  a=  B  cos  ^  —  mb  cos  a,         B  cos  &  =^2mb  cos  a.  (5) 

Nun  bekommen  wir  mit  (1)  und  (5) 

m b sin a cos d'  =z2mb cos a sin d-,     d.  i.      tg^  =^  -^ tg a, 

wodurch  der  Punkt  bestimmt  ist,  in  welchem  A  mit  B  zusammentreffen  muss. 
Denken  wir  uns  nun  die  Bälle  elastisch,  dann  nehmen  die  Grössen  B 
und  8  in  dem  Verhältnisse  (1  +  e) :  1  zu.  Hier  wird  offenbar  die  Rich- 
tung der  Bewegung  von  E  nicht  durch  irgend  eine  Alteration  der  abso- 
luten Grössen  von  B  und  iS  beeinflusst,  wenn  das  Verhältnis  aus  ihren 
Intensitäten  konstant  bleibt  Daher  sehen  wir,  dass  die  Betrachtung 
elastischer  Bälle  die  Lösung  der  Aufgabe  nicht  modifizieren  wird. 
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8.  Ein  Billardball  stösst  gleichzeitig  auf  zwei  andere  in  Berührung 
ruhende  Billardbälle.  Welches  ist  die  Bewegung  der  drei  Bälle  nach  der 
Collision  ? 

Es  sei  A  (Fig.  159)  der  Mittelpunkt  des  stossenden 
Balles  in  dem  Augenblicke  des  Zusammentreffens  mit 
.   den  Bällen  A\A'\  deren  Mittelpunkte  A\A"  sind. 
Ziehe  die  Halbstrahlen  AA!a\  AA"d'  und  die  ge- 
meinschaftliche Tangente  JL  a  an  die  zwei  Bälle  J.',  Ä'. 
Figur  159.  Dann  wird  offenbar  nach  dem  Stosse  die  Bewegung 

Yon  A  die  Linie  Aa  erzeugen,  während  A\Ä'  die 
geraden  Linien  Äa\  Ä'a  beschreiben.  Lasse  sein  tc,  v  die  Oeschwindig- 
keiten  von  A  in  dem  Augenblicke  vor  und  nach  dem  Zusammentreffen, 
V  die  Geschwindigkeit  eines  jeden  der  Bälle  Ä^Ä\    Weil  das  Dreieck 

A  ÄÄ'  offenbar  ein  gleichseitiges  ist,  so  haben  wir  2i.aAd ^-^n  =  2i,aAa". 

Nun  bezeichne  noch  P  die  Stosskraft  zwischen  A^Ä  und  A^Ä\  m  die 
Masse  eines  jeden  der  Bälle. 
Damit  ist 

TV 

mv  =  mu  —  2  Pco8-^f     (l)  mv' =  P.  (2) 

Zunächst  wollen  wir  voraussetzen,  dass  die  Bälle  vollkommen  unelastisch 
sind.  In  diesem  Falle  müssen  in  dem  Augenblicke  nach  dem  Zusammen- 
treffen sowohl  die  Bälle  A,  A\  als  auch  die  Bälle  A  Ä'  in  Berührung  sich 
bewegen,  folglich  müssen  wir  haben 

,  n 

V  =  VC08-' 

b 
Dadurch  ergiebt  sich  mit  (2) 

6 
und  sonach  durch  (1) 

1  -f-  2  coa^  -^ 
o 

also  ist 

Sind  ferner  die  Bälle  elastisch,  dann  haben  wir,  wenn  £  ihre  gemein- 
schaftliche Elastizität  bezeichnet,  den  Wert  von  P  in  (3)  mit  (1  ■+• «)  m 
multiplizieren,  um  in  diesem  Falle  die  Stosskraft  zu  bekommen,  so  dass  jetzt 

P  =  (l4-6)^mu,  W 


HS 
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und  demnach  durch  (1) 

3  1 

Endlich  geben  noch  die  Gleichungen  (2)  und  (4) 

n/ß  -1/3 

mv  =  (1  H-  €)-^^'mu,        v  =  -^^(1  4-€)m. 

5  5 

MaclanriD,  Treatise  of  Flnzions.  D*Alembert,  Tratte  de  Dynarnique,  p.  227. 

4.  Ein  Ball  C  (Fig.  160)  stösst  auf  einen  unelastischen  Balken  AB 
mit  einer  gegebenen,  zu  der  Länge  des  Balkens  senkrechten  Geschwindig- 
keit. Welches  sind  die  GrOsse  des  Stosses  und  der  Anfangszustand  der 
Bewegung  des  Balkens  und  des  Balles? 

Es  sei  S  der  Schwerpunkt  des  Balkens  A  B^  m  seine  Masse,  Tc  sein 
Trägheitsradius  um  Sy  E  der  Berührungspunkt  des  l'al- 
kens  und  Balles  mit  dem  Mittelpunkte  (7,  E8=^a, 
_  u  =  der  Geschwindigkeit  des   Balles  im   Augenblicke 
vor  dem  Aufschlagen,  v  =  seiner  Geschwindigkeit  augen- 
^'^  ^  blicklich  darauf,  B  =  der  Grösse  des  gegenseitigen  Im- 

pulses, v=  der  Geschwindigkeit  von  Ä,  c»  =  der  Win- 
Figur  ICO.         kelgeschwindigkeit  des  Balkens   um  S  eben  nach  der 
Collision,  m  =  der  Masse  des  Balles. 

Für  die  Anfangsbewegung  des  Balles  nach  der  Collision  besteht  die 

Gleichung 

mv  =  mu  —  5,  (1) 

und  für  die  Anfangsbewegung  des  Balkens  haben  wir  die  Bedingungen 

inv'=R,     (2)  m'ifc«a)  =  Äa;  (3) 

auch  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  E  des  Balkens  gleich 

v'-ha  0)', 

das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  geht  hervor  aus  der  Bewegung  von  S, 

das  zweite  aus  der  Botation  um  S.    Weil  aber  beide  Körper  unelastisch 

sind ,  so  muss  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  E  des  Balkens  nach  dem 

Stosse  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  E  des  ^Balles  sein,  d.  i. 

gleich  der  Geschwindigkeit  seines  Mittelpunktes  C,  folglich  besteht  noch 

die  Gleichung 

V  =  v-i-  aco.  (4) 

Aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  ergiebt  sich 

R        B       Ba^ 


daher  ist         12  = 


1  a*         (m  4-  m)  Ä*  -h  m  a^ 

m       m       m  h^ 
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Substituieren  wir  diesen  Wert  von  B  in  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)^ 
so  folgt 

~  {m-h  m) i^  -h  ma*  "~  (in  -♦-  in')  k^  4-  m a* 

k^u  mau 


V  =  7 TTTÜ S»  0)  = 


(m  -h  m) k^  -i-  ma^  (m  4-  m) k^  -h  ma^ 

1—4.  Walton,  p  602—607. 

5.  Vier  gleiche  Stäbe,  jeder  von  der  Länge  2  a  und  der  Masse  m, 
sind  frei  so  miteinander  verbunden,  dass  sie  ein  Rhombus  bilden.  Das 
System  fällt  aus  der  Buhe  mit  einer  Diagonale  in  vertikaler  Richtung 
unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  und  stösst  auf  eine  feste,  unelastische, 
horizontale  Ebene.    Welches  ist  die  daraus  hervorgehende  Bewegung? 

Lasse  sein  AB,  BC^  CD,  DA  die  Stäbe,  A C  die  vertikale  Dia- 
gonale, welche  mit  ihrem  Endpunkte  A  auf  die  horizontale  Ebene  stösst, 
F=  der  Geschwindigkeit  eines  jeden  Punktes  des  Rhombus  gerade  toi 
dem  Stosse ,  a  =  dem  Winkel ,  welchen  jeder  Stab  mit  der  Vertikalen 
macht.  Ferner  bezeichne  u  die  horizontale,  v  die  vertikale  Geschwindig- 
keit des  Schwerpunktes  des  Systemes  und  w  die  Winkelgeschwindigkeit 
eines  jeden  der  oberen  Stäbe  gerade  nach  dem  Stosse.  Dann  sind  die 
Effektivkräfte  eines  jeden  der  oberen  Stäbe  äquivalent  der  vertikalen  Kraft 
m{v—V),  der  horizontalen  Kraft  m u ,  welche  Kräfte  in  dem  Schwer- 
punkte angreifen,  und  einem  Kräftepaare,  das  bestrebt  ist,  den  Winkel  a 
zu  vergrössern.  Ist  B  der  Impuls  bei  C,  welcher  infolge  der  symmetri- 
schen Beschaffenheit  des  Rhombus  bezüglich  A  C  eine  horizontale  Richtung 
besitzt ,  dann  bekommen  wir ,  Momente  um  B  nehmend ,  zur  Vermeidung 
der  unbekannten  Reaktion  bei  B  in  unseren  Gleichungen,  für  den  Stab  BC 

mk^oo  '\-  m{v  —  V)a sin a  —  mua cos a  =  —  JB .  2  a cos a.  (1) 
Jeder  der  tieferen  Stäbe  wird  beginnen,  sich  um  sein  Ende  A  als  einen 
festen  Punkt  zu  drehen.  Wenn  m  die  Winkelgeschwindigkeit  des  einen 
dieser  Stäbe  gerade  nach  dem  Stosse  ist,  so  wird  das  augenblickliche 
Moment  um  A  gerade  nach  dem  Stosse  m(a^-h  k^)(o'  und  gerade  vor 
dem  Stosse  m  Vasina  sein.  Der  Unterschied  dieser  zwei  Momente  ist 
das  Moment  der  Effektivkräfte  an  einem  der  beiden  tieferen  Stäbe  um  A. 
Nehmen  wir  nun  Momente  um  A  für  die  zwei  Stäbe  AB^  BC  zusam- 
men, so  erhalten  wir 

fn{k^  H-  a*)(»'—  m  Vasina  —  mk^to  -hmiv  --  V)astna  -^^  mu.iacasa 

=  R.Aacosa.  (2) 

Weil  die  zwei  Stäbe  mit  der  Vertikalen  während  der  ganzen  Bewegung 
gleiche  Winkel  einschliessen,  so  ist  femer 

ft)'=  w.  (S) 
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Weiter  müssen,  weil  die  zwei  Stäbe  bei  B  miteinander  verbunden  sind^ 
die  Geschwindigkeiten  der  Endpunkte  der  zwei  Stäbe  nach  Richtung  und 
Grösse  gleich  sein.  Indem  wir  diese  in  horizontaler  und  vertikaler  Rich- 
tung zerlegen,  bekommen  wir 

M  -♦-  a  w  cos a  =  2ao/ cos a,     (4)        v  —  ato sin a  =  2 a o)' sin a.     (5) 

Diese  fünf  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  der  anfänglichen  Be- 
wegung. 

Indem  wir  B  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  eliminieren,, 

ii,  V,  (o  mittelst  der  geometrischen  Bedingungen  durch  co  ausdrücken^ 
finden  wir 

3  Vsina  ^. 

"^  ""  Y '  ä(i  ^SJfn^a)  ^^ 

In  diesem  Probleme  kann  die  Einführung  der  unbekannten  Reaktion  R 
durch  den  Gebrauch  des  Prinzipes  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ver- 
mieden werden.  Nehmen  wir  an,  dass  das  System  eine  solche  kleine  Ver- 
schiebung erhalte,  durch  welche  die  Neigung  eines  jeden  Stabes  zu  der 
Vertikalen  um  die  nämliche  kleine  Grösse  ia  wächst,  dann  giebt  diese» 
Prinzip 

mk^iaSa  —  tn{v  —  V)6(Sacosa)  4-  mu8{asina)  -h  m{h^  ■+■  a^)ai'Sa 

-t-  m  VS{acosa)  =  0, 

welche  Gleichung  sich  reduzieren  lässt  auf 

(2k^  +  a^oD  —  Vasina  -\-  S{v  —  V)a  sin  a  -{-uacosa  =-0^ 
und  die  Lösung  kann  wie  vorher  fortgesetzt  werden. 

Es  mag  dem  Leser  überlassen  bleiben  zu  zeigen,  dass  das  Rhombus 

durch  den  Stoss  ;j ,  ^     von  seiner  Bewegungsgrösse  verliert,   dass 

ferner  die  Richtung  der  Impulsivwirkung  an  den  Charnieren  J?,  D  mit 

dem   Horizonte  einen  Winkel  macht,   dessen  trigonometrische  Tangente 

,  .  ,    .  .   Ssin^a  —  2 
gleich  ist 

Die  auf  den  Stoss  folgende  Bewegung  kann  sehr  leicht  durch  die 
Methode  der  lebendigen  Kraft  gefunden  werden,  wir  wollen  jedoch  hier 
in  einer  anderen  Weise  vorgehen.     Die  Effektivkräfte  an  jedem  der  oberen 

dv        d  tA 

Stäbe  werden  durch  die  Differentialquotienten  dargestellt  sein  m  — »  »w  — » 

mJb*-r-;   das  Moment   fQr    einen  jeden    der   unteren   Stäbe   wird   sein 
dt 

m(ik*-t-a*)^ —    Bezeichnet  nun  &  den  Winkel,   welchen  ii^end  einer 

dt 
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der  Stäbe  mit  der  Vertikalen  zu  der  Zeit  t  einschliesst,  dann  erhalten  wir« 
indem  wir  in  derselben  Weise  wie  vorher  Momente  nehmen, 

m  K^  — — \-  m-T-a  sin  ^  —  m  ^—  a  cos  o*  =  —  ic .  2  cos  ^-hmga  sin  ix,  (1 ) 
dt  dt  dt 

/fo         9\d(o  ,«rfa)  dv       ,    ^  du  ci  ft 

m  ik^  -+-  a^)  — mk^-z — h  m  -t"  a «m ^  H-  m -r- •  o  a cö« ^ 

^  dt  dt  dt  dt 

=  12 . 4  a cos d"  -h  2mga sin ^.         (2') 

Die  geometrischen  Gleichungen  sind  dieselben  wie  jene,  welche  oben  ge- 
geben worden  sind,  wir  haben  jetzt  nur  ^  för  a  zu  schreiben. 

Indem  wir  nun  B  eliminieren  und  die  Werte  für  t«,  t?  substituieren, 
bekommen  wir 


(2A:2_Ha2)^-ha« 


9  sin  ^  -=-  (o)  sin  &)  ■+■  cos  &  ^r(f^  cos  &) 
dt  dt 


=  4ff  asind^. 

Die  Multiplikation  beider  Seiten  dieser  Gleichung  mit  a>  =  —  und  die 

Integration  giebt 

|2  (Ä»  -h  a«)  +  8  a^sin^^\(o^  =  C—^gacosd-. 

Beim  Beginne  der  Bewegung  ist  &  =  a  und  o)  hat  den  durch  die  Glei- 
chung (6)  gegebenen  Wert.  Wir  finden  dadurch,  dass  die  Winkelge- 
schwindigkeit 0),  wenn  die  Neigung  irgend  eines  der  Stäbe  zu  der  Ver- 
tikalen gleich  ^  ist,  aus  der  Gleichung  resultiert 

/i       o    .  o  r.\     o       9  F^         sin^a  So,  „. 

(1  -h  3  sm^  ^)  0)2  =  -T— g- . Q    .  o     -H  —  {cos  a  —  cos  d). 

4  a*    1  -h  osin^a        a 

Ronth,  Dynamics,  p.  132. 

6.  Ein  Cylinder  dreht  sich  mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindig- 
keit um  seine  horizontale  Axe;  plötzlich  beginnt  derselbe  ein  aus  un- 
elastischem Materiale  bestehendes  Gewicht  mittelst  eines  um  ihn  gewun- 
denen, unelastischen  Fadens  aufwärts  zu  ziehen.  Wie  gross  ist  die  Zeit 
während  welcher  das  System  die  Bewegung  fortsetzt?  Wie  gross  muss 
der  ursprüngliche  Abstand  des  Gewichtes  von  dem  Cylinder  sein,  damit 
in  dem  Augenblicke,  wo  die  Bewegung  aufhört,  das  Gewicht  den  Cylinder 
gerade  berührt? 

Lasse  sein  a  =  dem  Halbmesser  des  Cylinders,  m  =  seiner  Masse, 
2;=  dem  Trägheitsradius  für  seine  Axe,  m=  der  Masse  des  Gewichtes, 
0),  (o  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Cylinders  gerade  vor  und  gerade 
nach  dem  Beginn  des  Aufwärtsziehens  des  Gewichtes,  u  =  der  Geschwin- 
digkeit des  Gewichtes  beim  Anfange  seiner  Bewegung,  P=  der  Impulsiv- 
kraft, die  anfangs  durch  den  Faden  auf  das  Gewicht  ausgeübt  wird. 
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Damit  haben  wir  die  Bewegungsgleichungen 

Pa  P 

aber  es  ist  u  =  a  oo',  folglich 

P  Pa^ 


m  m 


k^ 


,   ,  ,  -,       mm  a<ok^  matok^  ,,. 

und  daher         p=^^^     ,        »*=    /^g  .  ^Tä'  (1) 

Nun  bezeichne  ^  den  Winkel,  durch  welchen  sich  der  Cylinder  um  seine 
Axe  während  der  Zeit  t^  gerechnet  vom  Beginne  des  Aufsteigens  des  Ge- 
wichtes an,  dreht,  x  die  entsprechende  Entfernung  des  Gewichtes  von  der 
horizontalen  Ebene  durch  die  Cylinderaxe.  Alsdann  ist  vermöge  des  Prin- 
zipes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 

Bedeutet  noch  b  den  Wert  von  o?  beim  Beginne  des  Aufsteigens  des  Ge- 
wichtes, so  ist  durch  die  Geometfie  klar,  dass 

a7H-a*  =  6,        folglich         a-z-  =  — tt' 

dt  at 

Dadurch  geht  die  (2)  über  in 

m'  a*  4-  m  Ä*  /rf  a?N  *      g.    ,  ^ 

5 (-77  1    =2maa?-f-c7. 

a^  \dtJ  ^ 

d  tXi 
Indem  wir  bezüglich  t  differentiieren,  sodann  mit  2  -=-  teilen,  bekommen  wir 

d^x 

(m'  a^  -^  m  A;*)  -r-^  =  m'  a*^, 

und  wenn  wir  jetzt  integrieren,  so  wird 

{jn  a^  +  m  k^)  -^    =m'  a^gt-h  C. 

Mit  ^  =  0  ist   j^  =  — "i  folglich  0=  —{m'a^-hmk^)u,  oder  durch  (1) 

C  =  —  m  a  a>  ifc^  demnach 

d  X 
im' a^  -h  mk^)——  =  m'a^gt  —  maaok^.  (3) 

dt 

Eine  nochmalige  Integration  bezüglich  t  liefert 

(m'  a*  4-  m  Ä;*)  0?  =  C  4-  -x-  m'  a^  ^  i^  —  m  a  o)  A;*  t 
Aber  mit  <  =  0  ist  a?  =  6,  folglich  C  =  (m'  a^  -+-  m  fc^)  5,  daher 

(m' a^  +mk^)x  =  {m  a^  +  mk^)h^-^m  a^gt^  —  maixik^t.    (4) 
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Ist  i  die  Zeit,  nach  welcher  die  Bewegung  für  einen  Augenblick  aufhOrt^ 

■dann  ist  mit  (8),  weil  -—  =  0 ,  wenn  t^i  ist, 

d% 

A         '    2    •  1.2  /      mwÄ;« 

mag 
Temer  folgt  aus  (4),  weil  a?  =  0,  wenn  « = «'  ist. 

Ima^  -h  mk^)b  =  mamk^t' —  7:  rna^gi^=  ■—=: — y — » 

2  "^  Zm  g 


•80  dass  6  =  ^ — >    7  ,  9         ,  -.  - 

Im g\ma^  -{-  m ic*) 

yfeil  für  einen  homogenen  Gylinder  h^=z-^a^  ist,  so  können  wir  noch 

schreiben 

mcoa  ,  m^fo^a^ 


M  IIb     W     %*  ^ 

t  =  77— /-  »  0  = 


2m' g  im' g  (2  m' -hm) 

7.  Zwei  unelastische  Kugeln  mit  den  Mittelpunkten  Ä^a  sind  an 
-starre  Stäbe  CA^ca  (Fig.  161)  gefesselt,  welche  sich  in  einer  einzigen 
Ebene  um  zu  dieser  Ebene  senkrechte  Axen  C,  c  bewegen,  und  es  stossen 
-die  Kugeln  mit  gegebenen  Geschwindigkeiten  gegen  einander.  Welches 
^ind  die  anftnglichen  Oeschwindigkeiten  der  Kugeln  nach  dem  Stosse? 

^  Lege  durch  die  Mittelpunkte  Ä,  a  der 

beiden  Kugeln  in  dem  Augenblicke  ihrer 
'ofl  Berührung  eine  unbegrenzte  Gerade  aß, 
von  C,  c  ziehe  die  geraden  Linien  CG^eg 
*"'  rechtwinkelig  zu  aß.   Lasse  sein  GO=C, 

^g  =  c,  i2, 0)  die  Winkelgeschwindigkeiten  von  (7^4,  ca  um  C,  c  resp. 
unmittelbar  vor,  Si\  (a  diejenigen  unmittelbar  nach  dem  Stosse,  wobei  die 
Winkelbewegungen  gerechnet  werden  sollen  in  der  Sichtung  der  Pfeile» 
P  die  Stosskraft,  J  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  A  mit  ihrem  Stabe 
AG  Mm  die  Axe  durch  (7,  t  dasjenige  der  anderen  Kugel  mit  Stab  um 
die  Axe  durch  c. 

Weil  ä'— ß  die  Winkelgeschwindigkeit  ist,  welche  CA  gewinnt 
4ind  m  —  m   diejenige,  welche  ca  durch  den  Stoss  verliert,  so  haben  wir 

J(Ä'-  Ä)  =  P.  (7,         t (ft>  —  m)  =  P.c.  (1) 

Da  die  beiden  Kugeln  unelastisch  sind,  so  wird  der  Punkt  B  der  Kugel  a 
in  dem  Augenblicke  nach  dem  Stosse  dieselbe  Geschwindigkeit  entlang  a  ß 
besitzen,  wie  der  Punkt  B  der  Kugel  A^  folglich  ist 

n\CB.sin2i.CBa=^m.cB.8in2i.cBg, 
^er  n\C=(ü'.c.  (2) 

ifun  geben  die  Gleichungen  (l) 
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c .  J(n'--  Sij-hO.i  ((o  —  (»)  =  0, 
daher  erhalten  wir  mittelst  (2) 

und  auch  {c^J+  G^ i) jO'=  cic.J.n-hO.i. «), 

so  dass  die  zwei  letzten  Gleichungen  die  Werte  von  co'  und  <Q'  geben. 

Die  Losung  eines  besonderen  Falles  dieses  Problemes  wurde  erfolgreich  von 
Johann  Bemonlli,  Sohn  des  berühmten  Johann  Bernonlli,  yersacht.  Siehe:  Les  M^- 
moires  de  St.  Petersboarg,  Tom.  YII.  Die  korrekte  Lösung  dieser  Aufgabe  in  ihrer 
allgemeinsten  Form  gab  D*AJembert:  Tratte  de  Djnamique,  p.  221,  second  edition. 

8.  Eine  Impulsivspannung  wird  in  der  Richtung  der  Tangente  einem 
Endpunkte  eines  homogenen,  vollkommen  biegsamen,  schweren  Fadens 
mitgeteilt,  welcher  auf  einer  glatten,  horizontalen  Ebene  liegt.  Die  Ge- 
stalt des  Fadens  soll  so  bestimmt  werden,  dass  alle  seine  Punkte  beginnen 
können,  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  zu  bewegen. 

Lasse  sein  t  die  impulsive  Spannung  des  Fadens  in  einem  seiner 
Punkte,  dessen  Coordinaten  a?,y  sind,  v^^Vy  die  Anfangsgeschwindigkeiten 
dieses  Punktes  parallel  zu  den  Goordinatenaxen,  ju  die  Masse  einer  Längen- 
einheit des  Fadens,  q  seinen  Erömmungsbalbmesser  für  den  Punkt  (o?,  y)^ 
<  die  konstante  Anfangsgeschwindigkeit. 

Mit  diesen  Notationen  sind  die  Bewegungsgleichungen  des  Fadens 

Durch  diese  Gleichungen  ergiebt  sich 

«,•         «V      /-d^a?      dx  dt\,^     z'  d^v      dv  dK* 

_  ^dx^      dyKdt*      n  f^C^iod^x      dyd'yy. 
~  KJT^'^  dl^Jd^  dsyTslds^'*'  d7~dt^) 


-  "((S)'-  (S)'i 


^•te'  +  V)  =  If'  +  i^- 


IVeil  die  Geschwindigkeit  beim  Beginne  der  Bewegung  des  Fadens  für 
seine  sämtlichen  Punkte  von  gleicher  Grösse  sein  soll,  so  muss  die  Be- 
dingung erfQllt  werden 

Temer  können  wir  zufolge  der  Gleichungen  (1)  zeigen,  dass 
Unn  ergiebt  sich  mit  (2)  und  (3) 
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ds^        d9^  ds 

Folglich  wird 

^  '^d^t"   d^t^         dt^'^ct^  —  {ce-hcY 

t-z—ü         C —  ' 


ds^        ds^  ds^ 

2  c'         c'\^ 

—  8  H 

c c 

fr  t 

CC   —  C 


(ä^h 8^ — ) 


^*  TTTTTl 


e^ 


c'  n/ec^-c'^ 


so  dass  mit  «  +  -  =  c,  a  =^ ^ —    sich  ergiebt 


^  a 

Die  Gleichung  (4)  zeigte  dass  die  anftngliche  Gestalt  des  Fadens  eine 
Kettenlinie  sein  muss,  wenn  nicht  a:=0  oder  cc':=-e^  ist,  in  welchem 
Falle  ^  =  Qo  und  sonach  seine  Form  geradlinig  ist. 

Tait  and  Steele ,  Dynamics  of  a  Particle,  2nd.  Edition,  p.  294. 
6—8.    Walton,  p.  607—612. 

9.  Anf  die  eine  Schale  einer  Wage  fällt  eine  gegebene  nnelastiache  Masse  ans 
gegebener  Holte,  zwei  andere  nnelastische  Massen  werden  ans  verschiedenen  Hohen  so 
anf  die  andere  Schale  fällen  gelassen,  dass  die  drei  StOsse  gleichzeitig  stattfinden. 
Welches  sind  die  Relationen  zwischen  den  Massen  und  den  Höhen,  wenn  die  Wage 
dabei  permanent  in  Rohe  bleibt? 

Ist  m  die  gegebene  Masse,  sind  ml^m!*  die  anderen  zwei  Massen,  h,h\h"  resp. 
die  drei  Fallhöhen,  alsdann  besteht  die  Beziehung 

10.  Eine  nnelastische  Kugel  A  gleitet  auf  einer  geneigten  Ebene  herab  und 
'kommt  mit  einer  gleichen  unelastischen  Kugel  B  in  Contact,  welche  anf  einer  hori- 
zontalen Ebene  liegt  und  die  geneigte  Ebene  berührt  Wie  gross  sind  die  zwei  Ge- 
schwindigkeiten der  Kugeln  gerade  nach  der  Collision?  Welches  ist  die  Winkelge- 
schwindigkeit der  die  Mittelpunkte  A,B  der  Kugeln  verbindenden  geraden  Linie  in 
dem  Angeoblicke  bevor  sie  horizontal  wird? 

Lasse  sein  {  =  der  Länge  desjenigen  Teiles  der  geneigten  Ebene,  auf  welchem 
die  Kugel  A  aus  der  Ruhe  bis  zur  Collision  mit  B  herabgleitet ,  a  =  der  Neigong 
dieser  Ebene,  r  =  dem  Radius  einer  jeden  der  Kugeln,  «,  v'  die  Geschwindigkeiten  von 
A,  B,  resp.  gerade  nach  dem  Stosse,  c»  die  Winkelgeschwindigkeit  des  gegenseitigen 
Abstandes  ihrer  Mittelpunkte.    Damit  wird  gefunden  werden 

cos^a     ,/s — =— ; —  .  casa 


v  =  :r~-, ^-y2gl8inat      ^=^ 5—1/2  ff  J»na« 

g  _  g8in^a    {l-\-2r)c08^a-k-2r 
"~272  (iH-CO««^ 
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11.  Ein  gleichf inniger,  in  einer  vertikalen  Ebene  um  das  eine  seiner  Enden 
beweglicher  Stab  fällt  ans  einer  horizontalen  Lage  nnd  trifft  einen  ToUkonunen  elasti- 
schen Ball.  Zu  bestimmen  die  grOsste  Geschwindigkeit,  welche  er  dem  Balle  mitteilen 
kann,  nnd  die  Lage  za  finden,  in  welcher  der  Ball  getroffen  werden  mnss,  damit  er 
diese  Geschwindigkeit  erh&lt. 

Es  bezeichne  a  die  Länge  des  Stabes,  m  seine  Masse,  m'  diejenige  des  Balles, 
dann  ist  die  grOsste  Geschwindigkeit,  welche  dem  Balle  mitgeteilt  werden  kann,  gleich 

j/  ga-^'  Damit  er  diese  Geschwindigkeit  erlangt,  mnss  sich  der  Ball  vertikal  unter 
dem  Anfhftngepnnkte  in  einem  Abstände  gleich  aj/  ^    ,  von  diesem  Punkte  befinden. 

f       Ol» 

12.  Zwei  gleiche ,  unelastische ,  darch  einen  starren ,  gewichtslosen  Stab  mit 
ihren  Mittelpunkten  verbundene  B&lle  gleiten  entlang  einer  glatten,  vertikalen  und  einer 
glatten,  horizontalen  Ebene;  die  vertikale  Ebene  durch  den  Stab  ist  senkrecht  auf  der 
Schnittlinie  dieser  zwei  Ebenen.  Der  tiefere  Ball  stosst  direkt  auf  einen  gleichen, 
ruhenden  Ball.  Welches  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  in  dem  Augenblicke 
nach  der  Gollision,  wenn  seine  Winkelgeschwindigkeit  und  Lage  in  dem  Augenblicke 
vor  dem  Zusammentreffen  bekannt  sind? 

Bezeichnet  a  die  Neigung  und  cd  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  gerade 
vor  dem  Stosse,  so  wird  seine  Winkelgeschwindigkeit  gerade  nachher  gleich  sein 

1  -+•  sif^  a 

13.  Eine  rechteckige,  offene  Thür  wird  in  der  äusseren  Kante  senkrecht  zu 
ihrer  Ebene  durch  einen  Körper  gestossen,  dessen  Masse  gleich  -  von  derjenigen  der 

ö 

Thtlr  ist,  und  bewegt  er  sich  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit.  Wie  gpross  ist  die 
Geschwindigkeit,  welche  dadurch  der  äusseren  Kante  der  Thflr  mitgeteilt  wird,  wenn 
die  Thflrangeln  glatt  sind  und  der  stossende  KOrper  unelastisch  ist? 

Die  äussere  Kante  der  Thür  wird  eine  Geschwindigkeit  erhalten,  welche  gleich 
der  Hälfte  der  Geschwindigkeit  des  stossenden  Körpers  ist. 

14.  Ein  schlanker,  homogener  Stab  liegt  auf  einer  glatten,  horizontalen  Ebene. 
Derselbe  ist  durch  ein  Cbamier  in  seiner  Mitte  in  zwei  Teile  zerlegt  und  in  Bewegung 
versetzt  durch  einen  Stoss,  welcher  in  dem  einen  seiner  Endpunkte  senkrecht  zu  seiner 
Länge  wirkt  Man  soll  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Mittelpunktes  des  Stabes  mit 
deijenigen  vergleichen,  welche  er  haben  wflrde,  wenn  der  Stab  kein  Chamier  besässe. 

Die  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  des  geteilten  Stabes  ist  doppelt  so  gross 
als  diejenige,  welche  er  besitzen  wflrde,  wenn  er  aus  einem  Stflcke  bestflnde,  aber  von 
entgegengesetzter  Richtung. 

15.  Der  eine  Endpunkt  eines  auf  einer  glatten,  horizontalen  Ebene  liegenden 
Stabes  ist  fest  Ein  Ball  Ä  befindet  sich  auf  dieser  Ebene,  den  Stab  in  einem  ge- 
gebenen Abstände  von  dem  festen  Ende  berflhrend.  In  welchem  Punkte  des  Stabes 
mnss  auf  seiner  anderen  Seite  ein  zweiter  Ball  A'  direkt  stossen,  damit  A  die  grOsst- 
mOgliche  Geschwindigkeit  mitgeteilt  werden  kann,  wenn  der  Stab  und  die  Bälle  un- 
elastisch sind? 

Lasse  sein  ajO,'  die  Abstände  der  Bälle  A^A'  resp.  von  dem  festen  Ende  des 

F.  Kraft,  Pxobl.  d.  analyt.  MechAnlk.  II.  31 
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Stabes  in  dem  Augenblicke  des  Zusammentreffens,  m, m'  die  Massen  Ton  A,A'  resp., 
ftk^  das  Trägheitsmoment  des  Stabes  um  seine  Drehaxe,  dann  ist 


a'=y^(ma^-i-fik^). 


O'Brien  and  Ellis:  Solations  of  the  Senate-Hoose  Problems  for  1844. 

16.  Eine  rechtwinkelige  ThUr  vom  Gewichte  G  ist  anfangs  offen  and  in  Buhe, 
sie  wird  mittelst  eines  Gewichtes  (?'  geschlossen,  welches  an  dem  einen  Ende  einer 
über  eine  Bolle  in  der  Kante  der  ThtSr,  wenn  sie  geschlossen,  laufende  Schnur  aufge- 
hangen ist  Der  mit  der  Thflr  verbundene  Endpunkt  der  Schnur  beschreibt  einen 
horizontalen  Kreisbogen  vom  Halbmesser  gleich  der  Breite  der  Thflr.  Wie  gross  ist 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Thür  in  dem  Augenblicke  vor  und  in  dem  Augenblicke 
nach  dem  Schlüsse  der  Thür? 

Es  sei  a  =  der  Neigung  der  Anfangslage  der  Thür  zu  ihrer  Stellung,  wenn  sie 
geschlossen  ist,  5  =  der  Breite  der  Thür;  a>,o>'  seien  die  verlangten  Winkelgeschwindig- 
keiten in  dem  Augenblicke  bevor  und  in  demjenigen  sofort  nach  dem  Schlüsse  der 

Thür,  dann  ist 

^         QG'ga  ^G^SG' 

Wenn  0  =  ^0'  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Thüre  in  Buhe  bleiben  wird,  wenn  sie 
schliesst. 

17.  Zwei  gerade  Stäbe  AGB,  CD  von  gleicher  Dicke  und  Dichtigkeit  liegen 
rechtwinkelig  zu  einander  auf  einer  glatten,  horizontalen  Ebene,  das  Ende  C  des  letz- 
teren Stabes  ist  mit  dem  ersteren  in  Berührung.  In  welchem  Punkte  kann  der  Stab 
ACB  durch  eine  Kraft  ohne  Folge  von  Botation  gestossen  werden? 

Es  sei  AC=:a,  BC=h,  CD=zc  und  AC>BC,  dann  liegt  der  verlangte 
Stosspunkt  in  C^  und  in  einem  Abstände  von  C  gleich 

2(a-f6+c)' 

18.  Zwei  gleiche,  glatte,  gleichförmige  Stäbe  sind  mit  je  einem  ihrer  Enden 
frei  verbunden  und  auf  eine  glatte,  horizontale  Ebene  gelegt.  Wo  befindet  sich  der 
Punkt,  in  welchem  einer  der  beiden  Stäbe  gestossen  werden  moss,  damit  das  System 
beginnen  kann,  sich  so  zu  bewegen,  wie  wenn  es  starr  wäre? 

Ist  2  a  die  Länge  eines  Stabes,  2  a  der  Winkel  zwischen  den  Stäben,  dann  moss 
der  Stoss  in  einem  Abstände  gleich  asin^a  von  dem  Gharnier  erfolgen. 

19.  Vier  gleiche  Stäbe  sind  mit  ihren  Endpunkten  so  frei  verbunden,  dass  sie 
die  Seiten  eines  Quadrates  bilden.  Eine  Ecke  trifft  ein  Schlag  in  der  Bichtung  einer 
der  Seiten.    Vergleiche  die  Anfangsgeschwindigkeiten  der  Mittelpunkte  der  vier  Stäbe. 

Die  verlangten  Anfangsgeschwindigkeiten  stehen  in  der  Proportion  von  2, 5,2,  >]. 
9—19.    Walton,  p.  612—615. 


Dritter  Abschnitt. 

Das  ballistische  Pendel 

Die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  einer  Kugel,  wenn  sie  die  Mflndung  einer 
Kanone  verläset,  ist  eine  Sache  von  bedeutender  Wichtigkeit  in  der  Theorie  der  Ge* 


^V.Th.  Kap.  VIII.  Das  ballistische  Pendel.  483 

1  ^  «chüteknnst.    Durch  dieses  Mittel  können  wir  die  Richtigkeit  irgend  einer  Theorie, 
ts    .reiche  wir  Grund  haben  fQr  die  Bewegung  eines  Geschosses  in  einer  Kanone  aufzu- 
teilen, Tollst&ndig  prüfen;  oder  wir  können  durch  Experimente  die  besonderen  Wir- 
^    ^Hingen  finden,  welche  folgen  aus  der  Variation  der  Länge  der  Kanone,  aus  der  Ver- 
I  inderung  der  Quantität  und  Qualität  des  Pulvers,  aus  der  Veränderung  des  Gewichtes 
^ier  Geschosse.    Durch  die  Ermittelung  der  Geschwindigkeit  eines  Geschosses  in  ver- 
^schiedenen   Abständen  von   der   Kanone  können   wir  die  den  Widerstand  der  Luft 
1^  agierenden  Gresetze  entdecken. 

Um  diese  Anfangsgeschwindigkeit  zu  bestimmen,  erfand  Mr.  Bobins  gegen  das 

^ahr  1743  das  ballistische  Pendel.    Vor  dieser  Zeit  vrurden  nur  kleine  Fortschritte  in 

"^er  Aufstellung  einer  richtigen  Theorie  ffir  die  Bewegung  der  Wurfgeschpsse  gemacht. 

k'ine  New  Principles  of  Gunnery  wurden  bald  in  mehrere  Sprachen  übertragen.    Euler 

!Ügte  seiner  Übersetzung  ins  Deutsche  einen  ausgedehnten  Commentar  hinzu,  so  dass 

Eulers  Arbeit  wieder  in  das  Englische  im  Jahre  1784  übersetzt  wurde.    Die  Experimente 

ron  Robins  wurden  alle  mit  Musketenkugeln,  die  ungefähr  das  Gewicht  einer  Unze 

sesassen,  ausgefQhrt.    Späterhin  setzte  jedoch  Dir.  Hntton  diese  Experimente  mehrere 

lahre  hindurch  fort  und  verwendete  er  Kanonenkugeln  von  ein  bis  drei  englischen  Pfund 

Gewicht    Seine  Versuchsresultate  gelten  jetzt  noch  als  solche  von  grosser  Genauigkeit 

fElr  Kanonen  glatter  Bohrung. 

Die  Anwendung  des  ballistischen  Pendels  geschieht  nach  zwei  Methoden,  welche 
1)eide  von  Robins  gebraucht  wurden.  Bei  der  ersten  Methode  wird  das  Rohr  an  einem 
«ehr  schweren  Pendel  befestigt.  Wird  das  Geschütz  abgefeuert,  so  versetzt  der  Rück- 
•stoss  das  Pendel  um  seine  Axe  in  Schwingungen,  es  oscilliert  durch  einen  messbaren 
Bogen  und  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  kann  von  der  GrOsse  dieses  Bogens  abgeleitet 
irerden.  Bei  der  zweiten  Methode  wird  die  Kugel  in  das  Pendel  hineingefeuert.  Die 
Geschwindigkeit  der  Kugel  selbst  ist  zu  gross,  um  direkt  gemessen  werden  zu  können, 
«her  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels  kann  so  klein  gemacht  werden,  wie  es 
wünschenswert  erschefnt,  da  sie  mit  der  VergrOsserung  seiner  Masse  abnimmt.  Ist  der 
Schwingungsbogen  gemessen,  dann  kann  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  durch  Cal- 
•culation  gefunden  werden. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  kleiner  Geschosse  lässt  sich  auch  durch  den  Gebrauch 
•eines  Rotationsapparates  bestimmen.  Zwei  kreisrunde  Papierscheiben  werden  mit  ihren 
Ebenen  senkrecht  an  einer  starren,  geraden,  ihre  Mittelpunkte  verbindenden  Linie  be- 
festigt und  rotieren  mit  einer  grossen,  bekannten  Geschwindigkeit.  Anstatt  zweier 
Scheiben  kann  auch  ein  Papiercylinder  gebraucht  werden.  Die  durch  die  rotierenden 
Flächen  gefeuerte  Kugel  lässt  in  den  Papierscheiben  oder  dem  Papiercylinder  zwei 
Ideine  LOcher  zurück,  und  es  kann  durch  die  Beobachtung  der  Lage  dieser  Locher  die 
Geschwindigkeit  der  Kugel  berechnet  werden.  Dieses  war  auch  ursprünglich  eine 
italienische  Erfindung,  sie  wurde  sehr  viel  verbessert  und  angewendet  durch  Olifithus 
ijiegoTj  anfangs  des  jetzigen  Jahrhunderts. 

I.  Messung  der  Geschwindigkeit  eines  Geschosses  mittelst  eines  um 
seine  vertikale  Axe  rotierenden  Papiercylinders. 

Durchstreicht  das  Geschoss,  welches  wir  hier  als  einen  materiellen 
Punkt  ansehen,  einen  Durchmesser  des  Cylinders,  so  kann  auf  dieser  Strecke 
seine  Geschwindigkeit  als  konstant  angenommen  werden.  Es  sei  die  Ge- 
schwindigkeit des  materiellen  Punktes  P,  welcher  sich  in  der  Richtung 
^es  Cylinderdurchmessers  AMP  (Fig.  162,  S.  184)  bewegt,  gleich  c,  v  die 


484 


Das  ballistische  Pendel. 


V.  Th.  Kap.  Vm. 


Geschwindigkeit  des  Gylindermantels ,  r  der  Badius, 
MA  des  Cylinders,  A  der  Punkt  in  dem  Cyb'n-^ 
dermantel,  durch  welchen  P  nach  der  Richtung 
des  Durchmessers  AM P  in  den  Cylinder  eingeht^ 
M  der  Mittelpunkt  des  horizontalen  Cylinderschnittes 
ACQ,  0  der  Punkt  im  Mantel,  welcher  dann  in  A 
ist  wenn  P  in  D  ist,  also  wenn  die  Gerade  JfC  ge- 
zogen und  aus  Jf  mit  MD  der  Bogen  D  E  beschrie- 
ben wird,  E  der  Punkt  auf  Jf  C,  welchen  P  trifft  in  dem  Augenblicke^ 
wo  P  den  Weg  A  B  zurückgelegt  hat,  womit  E  ein  Punkt  der  relativen 
Bahn  von  P  ist.  Fällen  wir  nun  EF  normal  auf  J.  Jf,  setzen  die  Abscisse^ 
AF=^x^  die  Ordinate  FE=^y,  den  Bogen  CA=:ra^  so  haben  wir 


rc 


AD:AC=:=AD:ra=^c:v,  Biso  AD  =  —a,    folglich  MB^ME=^ 


r a  =  r  (1 a),  mithin 

V  V 


x=^r  —  r  (1  —  —  a)co8a^     (1) 


V 


y  =zr(l a)  sin  a. 


(2) 


Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt,  weil  ^a  =  — ^—  ist, 


(r-a;y+y^  =  r*(l~arctg^-^^ 


(8> 


Ist  noch  G  der  Ausgangspunkt  des  Geschosses,  dann  haben  wir  sowohl 
für  A  als  G 

(r  -  a?)2  +  v*  =  r«,     also    r»  =  r«  A  -  -  arc  ig  -^-^ 

\        V  r  —  xJ 


2 


folglich 


1 arc  ig 1 

V  r  —  07 


oder    1 a=±l. 


V 


wo  das  obere  Zeichen  für  A,  das  untere  für  G  zu  nehmen  ist.     Für  G 


\v 


entsteht  daher  a  =  — »  so  dass  wir  für  die  zugehörige  Absdsse  A  H  und 


2v 
HG  =r-  rain  — 

c 


die  zugehörige  Ordinate  HG  erhalten 

AH^  ^(  1-f  C08-  \ 
Soll  G  mit  A  zusammenfallen,  d.  h.  soll  die  Kugel  durch  dasselbe  Loch 
ausgehen,  durch  welches  sie  einging,  so  muss  rCl  +  cos — ^=0  und 

r  sin  —  =  0  sein,  woraus  —  =  n  folgt ,  welches  Resultat  auch  leicht  un- 
c  c 

mittelbar  zu  erkennen  ist.    Für  die  Geschwindigkeit  c  des  Geschosses  haben 

wir  mithin  die  drei  Relationen 
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2v                            2v  2v 

c  =  — >     c  = — == »     ö  = 


arc  {  cos  = j  arc  l  ain  = \ 

i¥odnrch  dieselbe  im  bestimmten  Falle  leicht  in  der  einen  oder  anderen 
Weise  gefunden  werden  kann.  Die  Lösung  dieser  Bewegongsanfgabe  hier» 
:gab  die  Natur  der  Sache  an  die  Hand. 

IL  Ein  gezogenes  Geschützrohr  ist  in  einer  horizontalen  Lage  an 
<einem  grossen  Holzblocke  befestigt,  welcher  sich  frei  um  eine  horizontale 
Axe  drehen  kann.  Das  Gewehr  werde  abgefeuert,  so  dass  der  Bückstoss 
^las  Pendel  nötigt,  sich  um  seine  Axe  so  lange  zu  drehen,  bis  es  durch 
die  Wirkung  der  Schwerkraft  zur  Buhe  gebracht  wird.  Ein  an  dem  Pendel 
l)efestigtes  Stück  Schnur  wird  während  der  Rückwärtsbewegung  des  Pendels 
Ton  einer  Haspel  abgewickelt,  welches  dazu  dienen  kann,  den  Betrag  des 
Rückstosswinkels  zu  messen.  Mit  diesem  Apparate  kann  die  Geschwindig- 
keit des  Geschosses  wie  folgt  bestimmt  werden. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Kugel  ist  bedeutend  grösser  als  die- 
jenige des  Pendels,  wir  können  deshalb  annehmen,  dass  die  Kugel  das 
Bohr  bereits  verlassen  habe,  ehe  das  Pendel  sich  merkbar  aus  seiner  An- 
fangslage bewegt  hat.  Die  anfängliche  Bewegungsgrösse  der  Kugel  kann 
als  ein  Mass  für  den  dem  Pendel  mitgeteilten  Stoss  genommen  werden. 

Es  sei  h  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Systemas,  /  der  Abstand 
•der  Axe  des  Elohres,  c  derjenige  des  Befestigungspunktes  der  Schnur  von 
der  Aufhängeaxe,  m  die  Masse  der  Kugel,  M  diejenige  des  Pendels  und 
<les  Bohres,  n  das  Verhältnis  von  Jlf  zu  m,  &  die  Sehne  des  Bogens  des 
Bückstosses,  welcher  durch  die  Schnur  gemessen  wird,  Ic  der  Trägheits- 
lialbmesser  von  Bohr  und  Pendel  für  die  Schwingungsaxe,  v  die  Anfangs- 
geschwindigkeit der  KugeL 

Die  Explosion  des  Schiesspulvers  erzeugt  eine  gleiche  impulsive  Wir- 
kung auf  die  Kugel  und  das  Bohr.  Weil  die  Anfangsgeschwindigkeit  der 
Kugel  V  ist,  so  wird  diese  Wirkung  durch  mv  gemessen.    Die  in  dem 

Pendel  infolge  dieses  Stosses  erzeugte  Anfangsgeschwindigkeit  ist  co  =  t^' 

und  die  nachfolgende  Bewegung  ist  gegeben  durch 

-TTs- =  —  ?7^  «m  ^,     oder     { -rzA -=  O -^  -^rv  <^08  ^, 


dt^  "■      Ä'»"""^'     """^     ydtJ 


2 


äd- 
Wenn  ^  =  0,  so  haben  wir  3-  =  «,  und  wenn  «  der  Bückstosswinkel  ist, 

at 

mit  ^►  =  a,  —-  =  0.    Folglich  ist 

dt 
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2      2  ^  *  /i  \ 

Die  Elimination  von  <o  giebt 

Aber  die  Sehne  des  Bückstossbogens  ist&  =  2c«m-x»  mithin  erhalten  wir 
far  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses  die  einfache  Relation 

Die  Grösse  von  li  kann  experimentell  gefunden  werden,  indem  wir  die  Zeit 
einer  kleinen  Schwingimg  des  Pendels  und  Bohres  beobachten.    Bezeichnet 

T  die  halbe  Schwingungszeit,  so  ist  T  =  ny  — »  woraus  folgt  Jc^=  -19^ 

Diese  Formel  gab  Poisson  in  dem  zweiten  Bande  seiner  Mechanik. 
Der  Leser  wird  in  dem  Philosophical  Magazine  for  June  1854  einen  Bericht 
Qber  einige  von  Dr.  S.  Haughton  geleitete  Experimente  finden,  welcher 
diese  Formel  dazu  benutzte,  die  Anfangsgeschwindigkeiten  für  Geschosse 
geriflfelter  Läufe  zu  berechnen. 

Die  Formel  kann  indessen  nur  als  eine  solche  angesehen  werden^ 
welche  einen  ersten  Annäherungswert  giebt,  denn  der  Bdckstoss  des  Pendels^ 
wenn  das  Bohr  ohne  eine  Kugel  zu  enthalten,  abgefeuert  wird,  ist  ver- 
nachlässigt worden.  Bei  Dr.  Haughton's  Experimenten  war  die  Pulver- 
ladung verhältnismässig  klein  und  diese  Annahme  war  nahezu  korrekt. 
Aber  bei  einigen  von  Dr.  Hutton  angestellten  Versuchen,  für  welche  eine 
verhältnismässig  grosse  Pulverladung  gebraucht  wurde,  fand  sich,  dass  der 
Rückstoss  ohne  Kugel  sehr  beträchtlich  ist.  In  Anbetracht  dessen  und 
Mr.  Robins  folgend,  nahm  Dr.  Hutton  an,  dass  die  Wirkung  der  Pulver- 
ladung auf  den  Bückstoss  des  Gewehres  dieselbe  mit  oder  ohne  Kugel  ist 
Wenn  p  die  durch  das  Pulver  erzeugte  Bewegungsgrösse  ist,  so  wird  die 
ganze  in  dem  Pendel  erzeugte  Bewegungsgrösse  gleich  p  +  mv  anstatt  mv 
sein,  und  finden  wir  durch  Einschlagung  desselben  Weges  wie  vorhin 

mv  +  p  =  — j-y  gh' 

Wiederholen  wir  das  Experiment  mit  einer  gleichen  Ladung  ohne  KugeU 
so  ist 

wo  6o  die  durch  die  Schnur  gemessene  Sehne  bedeutet.    Aus  diesen  zwei 
Gleichungen  folgt  daher 
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m       Cj  cf 

Mithin  unterscheidet  sich  Dr.  Hutton's  Formel  von  derjenigen  Poisson^s 
dadurch,  dass  die  Schwingungssehne  zuerst  bestimmt  wird  für  eine  be- 
liebige Ladung  ohne  eine  Eugel,  sodann  für  eine  gleiche  Ladung  mit  einer 
Kugel.  Der  Unterschied  dieser  Sehnen  ist  als  diejenige  Sehne  anzusehen, 
welche  dem  Bückstosse  durch  das  Vorhandensein  der  Eugel  zu  verdan-> 
ken  ist. 

Wenn  die  Pulverladung  verhältnissmässig  klein  ist,  so  geben  die 
zwei  Oebrauchsmethoden  des  ballistischen  Pendels  annähernd  dasselbe 
Besultat.  Mit  grossen  Pulverladungen  fand  Dr.  Hutton,  dass  die  Differenz 
sehr  beträchtlich  war,  eine  geringere  Geschwindigkeit  wurde  bei  der  Be- 
obachtungsmethode des  Kückstosses  als  bei  dem  Hineinfeuern  der  Eugel 
in  das  Pendel  angezeigt.  Er  folgerte  daraus,  dass  die  Wirkung  der 
Pulverladung  auf  den  Bückstoss  des  Laufes  nicht  dieselbe  ist,  wenn  er 
abgefeuert  wird  ohne  eine  Eugel  und  wenn  er  mit  einer  Eugel  entladen 
wird.  Wir  können  das  Verhältnis  dieser  Verschiedenheit  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  verstehen,  wenn  wir  besonders  die  Wirkungen  des  ange- 
zündeten Pulvers  beachten  während  die  Eugel  in  dem  Laufe  ist  und  nach- 
dem sie  das  Bohr  verlassen  hat.  Nehmen  wir  als  blose  Annäherung  an^ 
dass  das  die  Eugel  vorwärts  treibende  Gas  von  gleichförmiger  Dichtigkeit 
i^t,  dann  kann  sein  Schwerpunkt,  in  dem  Augenblicke  wo  die  Eugel  den 
Lauf  verlässt,  angesehen  werden  als  mit  dem  Mittelpunkte  des  Bohres 
zusammenfallend  und  sich  relativ  zu  dem  Bohre  mit  der  halben  relativen 
Geschwindigkeit  des  Geschosses  bewegend.  Bezeichnet  ju  die  Pulvermasse^ 
o)'  die  dem  Pendel  mitgeteilte  Winkelgeschwindigkeit,  dann  ist  dieselbe 
näherungsweise  durch  die  Gleichung  gegeben 


Mk'^(o'.=2  ^m-h-^^vf. 


Nachdem  die  Eugel  das  Bohr  verlassen  hat,  entflieht  das  entflammte 
Pulver  durch  die  Mündung  und  fährt  fort  einen  gewissen  Druck  auszu- 
üben, welcher  bestrebt  ist,  den  Betrag  des  Bückstosses  zu  vermehren. 
Die  Bestimmung  dieser  Bewegung  ist  ein  Problem  der  mechanischen 
Wärmetheorie,  welches  hier  nicht  gelöst  werden  kann.  Wir  können  in- 
dessen annehmen,  dass  Bobins  Prinzip  sich  mehr  auf  diesen  Teil  der  Be- 
wegung als  auf  die  ganze  bezieht.  Unter  dieser  Annahme  lässt  sich  die 
durch  das  hervorbrechende  Gas  erzeugte  Bewegungsgrösse  als  ein  Lnpuls 
betrachten,  welcher  näherungsweise  derselbe  ist  fär  eine  gegebene  Pulver- 
ladung und  ein  gegebenes  Bohr,  welches  auch  die  Grösse  sein  mag.  Be- 
zeichnet p'  die  erzeugte  Bewegungsgrösse,  so  haben  wir 
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cf 

Sind  ro  und  h^  die  Werte  von  i;  und  b,  wenn  das  Rohr  ohne  Oeschoss 
abgefeuert  wird,  dann  ist 

Weil  vq  grösser  als  v  ist,  so  würde  diese  Gleichung  zeigen,  dass  bei  be- 
trächtlichen Ladungen  Dr.  Huttons  Formel  einen  zu  kleinen  Wert  für  v 
giebt.     Der  Wert  von  vo  ^^  indessen  sehr  unvollkommen  genau. 

in.  Ein  Geschütz  ist  vor  der  Fronte  eines  schweren  Pendels,  wel- 
ches sich  frei  um  eine  horizontale  Axe  drehen  kann,  aufgestellt.  Das 
Geschoss  trifft  das  Pendel  horizontal  in  einem  Abstände  i  von  der  Auf- 
hängeaxe;  dasselbe  dringt  eine  kurze  Strecke  in  das  Pendel  hinein  und 
teilt  ihm  eine  gewisse  Bewegungsgrösse  mit.  Die  Sehne  des  Schwingungs- 
bogens  wird  wie  vorhin  durch  ein  Stück  Schnm*  gemessen.  Welches  ist 
die  Geschwindigkeit  des  Geschosses? 

Die  Zeit,  welche  das  Geschoss  nötig  hat,  um  in  die  nur  wenig 
elastische  Masse  des  Pendels,  die  manchmal  auch  aus  Thon  bestand,  ein- 
zudriDgen,  ist  so  kurz,  dass  wir  annehmen  können,  dieselbe  sei  vollständig 
verflossen,  ehe  das  Pendel  beginnt  seine  Anfangslage  zu  verlassen.  Wenn 
wir  dieselben  Bezeichnungen  wie  vorhin  verwenden,  dann  ist  das  Träg- 
heitsmoment des  Pendels  und  des  Geschosses  zusammen  um  die  Schwin- 
gungsaxe  Jfib'^  +  mt',  der  Abstand  des  Schwerpunktes  beider  Massen 

von  derselben' Axe  — ^> Indem  wir  dasselbe  Verfahren  wie  vorhin 

einschlagen,  finden  wir 

et  m 

Wird  das  Geschütz  so  aufgestellt,  dass  die  Eugel  möglichst  nahe  dem 
Schwerpunkte  des  Pendels  einschlägt,  dann  kann  h  =  i  genommen  werden 
und  die  Formel  nimmt,  weil  M  im  Vergleich  mit  m  sehr  gross  ist,  die 
einfache  Gestalt  au 

Jf  H-  m  bh^  /— . 


t;  = 


•^V7^ 


m        et 

wo  l  den  Abstand  des  Schwingungsmittelpunktes  des  Pendels  und  des  Ge- 
schosses zusammen  von  der  Aufhängeaxe  bezeichnet. 

Die  Unbequemlichkeit  der  zweiten  lifethode  im  Vergleich  mit  der 
ersten  besteht  darin,  dass  die  Geschosse  während  der  Zeit  einer  ganzen 
Beihe  von  Experimenten  in  dem  Pendel  bleiben.    Das  Gewicht,  die  Lage 
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des  Schwerpunktes  und  Oscillationsmittelpunktes  ändern  sich  bei  dem  Hin- 
zukommen eines  jeden  Geschosses  in  der  HolzfQUung  des  Pendels  Selbst 
dann  fallen  die  durch  jeden  Stoss  in  dem  Pendel  selbst  hervorgebrachten 
Änderungen  weg.  Ein  grosser  Fortschritt  wurde  von  den  Franzosen  bei 
ihren  Versuchen  zu  Metz  im  Jahre  1839  und  zu  L'Orient  im  Jahre  1842 
gemacht.  Anstatt  einer  Holzmasse,  die  einer  öfteren  Erneuerung  bedarf, 
wie  dieses  mit  dem  englischen  Pendel  der  Fall  ist,  wurde  ein  permanenter 
Recepteur  substituiert.  Dieser  Empftnger  wird  innerhalb  eines  abgekürzten 
Kegels  gebildet,  welcher  genügend  lang  ist,  um  zu  verhindern,  dass  das 
Geschoss  den  Sand,  mit  welchem  er  gefüllt  ist,  gänzlich  passiert.  Die 
Vorderseite  ist  mit  einer  dünnen  Bleiplatte  bedeckt,  damit  der  Sand  nicht 
auslaufen  kann.  Die  Platte  ist  markirt  durch  eine  horizontale  und  eine 
vertikale  Linie,  deren  Schnitt  der  Axenlage  des  Kegels  entspricht,  so  dass 
die  wirkliche  Lage  des  Schusses,  wenn  er  in  den  Empfänger  eingedrungen 
ist,  leicht  durch  diese  Linien  bestimmt  werden  kann. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  nach  jedem  Geschoss,  welches  in  ein  eng- 
lisches Pendel  hineingefeuert  wird,  h  um  -^(i  —  h)  und  l  um  -Tpi^  —  l) 

zunehmen  muss,  um  annähernd  die  Formel  für  den  nächsten  Schuss  zu 
verbessern. 

Dr.  Haughton  fand,  dass  für  gezogene  Bohre  mit  einer  konstanten 
Ladung  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Geschosses  wechselte  umgekehrt 
wie  die  Quadratwurzel  aus  der  Masse  des  Geschosses  und  direkt  wie  die 
Quadratwurzel  aus  der  Länge  des  Bohres.  Dadurch  lässt  sich  zeigen,  dass 
die  durch  die  Explosion  des  Pulvers  entwickelte  und  durch  den  Reibungs- 
widerstand des  Bohres  verminderte  Kraft  konstant  ist,  während  das  Ge- 
schoss den  Lauf  passiert. 

Dr.  Hutton  fand,  dass  bei  glatten  Bohrungen  die  Geschwindigkeit 
in  einem  Verhältnisse  mit  der  Länge  des  Bohres  wächst,  welches  etwas 
kleiner  als  die  Quadratwurzel  aus  dieser  Länge ,  aber  grösser  als  die 
Kubikwurzel  derselben  ist.  Zeige,  dass  man  dies  erwarten  konnte  von 
der  geringeren  Beibung  bei  glatter  Bohrung  im  Vergleich  mit  derjenigen 
bei  einem  geriffelten  Laufe. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  eines  Geschosses,  welches  die  Mündung 
eines  30  englische  Zoll  langen  Bohres  verlässt,  in  der  Sekunde  1000  eng- 
lische Fuss  beträgt,  so  ist  die  Zeit,  welche  die  Kugel  in  Anspruch  nahm, 

um  den  Lauf  zu  passieren,  ungefähr  gleich  ^^  Sekunden. 

Es  ist  durch  Experimente  gefunden  worden,  dass,  wenn  ein  Geschoss 
in  einen  grossen,  festen  Holzblock  gefeuert  wird,  das  Eindringen  des  Ge- 
schosses in  das  Holz  annähernd  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwin- 
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digkeit  ist,  also  fällt  die  Tiefe  des  Eindringens  verhältnissmässig  nm  so 
kürzer  aus,  je  mehr  die  Geschwindigkeit  wächst.  Dnter  der  Annahme 
dieser  Regel  zeige,  dass  der  dem  Eindringen  sich  entgegenstellende  Wider- 
stand konstant  ist,  dass  femer  die  Zeit  des  Eindringens  das  Verhältnis 
aus  dem  zweifachen  Wege  und  der  Anfangsgeschwindigkeit  der  Kugel  ist 
Bei  einem  Experimente  feuerte  Dr.  Hutton  eine  Eugel  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit von  1500  englischen  Fuss  in  der  Sekunde  ab  und  fand, 
dass  das  Geschoss  ungefähr  auf  eine  Strecke  von  14  englischen  Zoll  in 

einen  gesunden  Ulmenblock  während  einer  Zeit  von  ^^f  Sekunden  eindrang. 

Routh,  Dynamics,  p.  94  &  c. 


Vierter  Abschnitt. 

Bewegung  eines  einzelnen  Körpers  in  drei  Richtungen.  Die 
Oberflächen  sind  vollkommen  glatt.    Bestimmung  der 

Momentanaxe  etc. 

1.  Ein  unveränderliches,  ruhendes,  materielles  System  wird  von  einem 
beliebigen  Systeme  gleichzeitiger  Stösse  getroffen.  Welches  ist  die  Lage  und 
die  Geschwindigkeit  der  Spontanaxe?  Die  Spontanaxe  ist  eine  fest  mit 
dem  Systeme  verbundene  gerade  Linie,  die  nur  eine  Bewegung  in  der 
Richtung  ihrer  Länge  besitzt,  wenn  die  Stösse  erfolgen. 

Zum  Ursprünge  rechtwinkeliger  Coordinatenaxen  wählen  wir  den 
Schwerpunkt  des  Systemes.  Die  gesammten  Stosskräfte  können  auf  die 
Impulsivpressungen  X^  Y,  Z  in  dem  Ursprünge,  entlang  den  Axen  der 
.r,  y,  z  wirkend,  und  drei  Impulsivpaare  in  den  Ebenen  der  yz,  xx^  xy, 
deren  Momente  L^  M,  N  resp.  sein  mögen,  reduziert  werden.  Es  seien 
F«,  Vy,  V»  die  Componenten  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  materiellen 
Punktes  im  mit  den  Coordi.aten  x,  y^  z,  augenblicklich  nach  der  Wir- 
kung der  Stösse,  parallel  zu  den  Coordinatenaxen,  F«\  Vy\  Vg'  die  Com- 
ponenten der   Geschwindigkeit  desselben    materiellen   Punktes  relativ  za 

dem  Schwerpunkte,  F^;,  Vy^  V^  die  Componenten  der  (jeschwindigkeit  des 
Schwerpunktes,  o>i,  002,  003  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Systemes  um 
die  drei  Coordinatenaxen. 

Für  die  Translationsgeschwindigkeiten  bestehen  hier  die  Beziehungen 

V:c^n-h    F/,  Vy=Vy+    Vy\  F,  =    F,  4"    F/, 

und  Fx'=jö)2 — y^s,  Fy'=  57(03 — ^0)1,  Fi'=yaii  — a?«>2,  (1) 
Für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  haben  wir  die  Beziehungen 
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28m{xVy-yVj)  =  N,  ]    ^^ 

welche,  wenn  wir  fllr  F«',  Fy',  V»  die  in  (1)  gegebenen  Werte  sub- 
stituieren, übergehen  in 

a>i5(y* -f- ^*)<Jm — (a^J^xyim — (0z2x2Sm  =  Ij 
a>2^(^^  -4-  x^)8m  —  a>3  Syzdm  —  wi  SyxSm:=  M    l  (3) 

(035(a?*  -h  y^)Sm  —  coi  SxzSm  —  02  SyzSm  =  N 
Um  diese  Gleichungen  zu  vereinfachen,  wählen  wir  das  Coordinatensystem 
so,  dass  die  Coordinatenazen  mit  den  Hauptaxen  durch  den  Schwerpunkt 
zusammenfallen,  und  es  seien  A,  B^  {7  die  Hauptträgheitsmomente  des 
Systemes,  alsdann  ist  offenbar 

^  <öi  =  Ir,         5  0)2  =  Jtf",  G<D^  =  N.  (4) 

Ferner  ist  noch  für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes,  wenn  m  die  ganze 
Masse  des  Systemes  bezeichnet, 

m.F,  =  Jr,  m.Fy=r;  m.V^-=Z.  (5) 

Demnach  erhalten  wir  für  die  Componenten  der  absoluten  Geschwindig- 
keit eines  beliebigen  materiellen  Punktes  8  m  des  Systemes  die  Relationen 

r,=  f,+  F/=^+<rf-,^>.  (e) 

■rr  -^  fw   f  ^  ^  ^ 

Fs=  F,+  Fe'=  —  -^y-r—oc-:^ 

in  A  Jd 

Betrachten  wir  F«,  T^,  F«  als  konstant,  dann  stellen  irgend  zwei  der 
Gleichungen  (6)  eine  gerade  Linie  dar.  Multiplizieren  wir  die  drei  Glei- 
chungen (6)  der  Reihe  nach  mit  -r  >  -^  >  -77  und  addieren  die  Resultate, 

A     Jj      C 

so  erhalten  wir  eine  Bedingung,  welcher  F^?,  F^,  F,  unterworfen  sind, 
dieselbe  lautet 


A  B  C  m.A       m,B       m.C 

Die  Richtungscosinus  der  Linie  sind,  wie  aus  ihren  Gleichungen  hervor- 
geht^ proportional  den  Grössen 

L       M      N 

T     B'      C' 
aber  wenn  die  Linie  die  Spontanaxe  ist,  dann  müssen  diese  Cosinus,  infolge 
der  Definition,  auch  proportional  sein  F„  V^^  Vm^  folglich, 

A       ^i-'^B       ^'        C 
setzend,  ist  aas  (7)  ersichtlich,  dass 


V^  =  lc^,     Vy  =  k%^     V,==lt-^  (8) 
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L.X     M.Y      N.Z 


,          m~4       mJB      m.C  ,„. 

*  ==  -;^-5 i7-? TT^-  (9) 


fa)  -^  (b)  ^  (ö) 


Mit  (8)  und  (9)  ergiebt  sich  nun,   wenn    V  die  Geschwindigkeit   der 
Spontanaxe  bezeichnet, 


2 


i.^      Jf.Y     iV.Z 
1 1 

p. m,A       m.B      m.C 

"y(^y-  (f)*-  (ff 

Die  Gleichungen  (6)  werdän  durch  (8)] 

,i      JT        Jfcf        N 

*^  =  — -ha?-  — ^-^     ^  (10) 

,NZ        L         M 

C       m         -4  -B 

womit  die  Gleichungen  der  Spontanaxe   gefunden  sind,  denn  der  Wert 
von  k  ist  bereits  durch  die  Gleichung  (9)  gegeben. 

Der  Studierende,  welcher  sich  weiter  über  dieses  Problem  zu  informieren  wfinscht, 
wird  auf  zwei  Scriptaren  in  ,The  Cambridge  Mathematical  Jonmai'',  Vol.  lY.  Kovember 
1844,  aufmerksam  gemacht.  Das  erste  dieser  Schriftstflcke  ist  beigetragen  worden 
dnrch  Mr.  Goodwin,  jetzt  Bisbop  of  Carlisle. 

2.  Das  eine  Ende  der  kleinen  Axe  einer  elliptischen  Platte  ist  fest; 
sie  wird  in  einer  Richtung  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  gestossen,  welche 
durch  den  einen  ihrer  Brennpunkte  geht.  Wie  gross  muss  die  Excentrizi- 
tat  der  Ellipse  sein,  damit  die  Axe  anfänglicher  Rotation  durch  den  anderen 
Brennpunkt  geht? 

Lasse  sein  A^B  die  Trägheitsmomente  der  elliptischen  Platte  um 
die  Tangente  und  die  Normale  der  Gurve  in  dem  festen  Punkte,  P  die 
Grösse  der  Stosskraft,  0)1 ,  o>2  die  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeit^ 
um  diese  Tangente  und  Normale,  a, ft  die  Halbaxen  der  Ellipse,  e  ihre 
Excentrizitat. 

Weil  die  Tangente  und  die  Normale  Hauptaxen  sind,  so  haben  wir 
Aioi=^  P ,b^         B a>2  =  —  P.a^e. 

Aber  es  ist  A^^nab^  B^-jna^b,  folglich  ^  =  — =-7-    Weil  die 

4  4  (»2  ^ve 

Momentanaxe  durch  den  anderen  Brennpunkt  gehen  soll,  so  muss  die  Be- 
dingung erfüllt  werden 
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OD]  ae 


«2  & 


mithin  ist  ^2  =  —  . 

5 

3.  Ein  rechtwinkeliges  Parallelepiped  rotiert  mit  einer  gegebeneo 
Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Diagonale.  Eine  seiner  Kanten,  welche 
die  Diagonale  nicht  schneidet,  wird  plötzlich  fest.  Wie  gross  ist  die 
Winkelgeschwindigkeit  um  diese  Kante? 

Es  bezeichne  <o  die  gegebene  Winkelgeschwindigkeit.  Die  fest 
werdende  Kante  OC  nehmen  wir  zu  der  Axe  der  z,  so  dass  die  Kanten 
OÄ,  OB  die  Axen  der  a?,y  resp.  sind.  Ferner  sei  Mk'^  das  Trägheits- 
moment des  Körpers  um  O  O  und  00'  die  verlangte  Winkelgeschwindigkeit 
um  diese  Kante.  Weil  alle  Stösse  auf  den  Körper  durch  die  Axe  der  z 
gehen,  so  wird  das  Moment  der  Bewegungsgrösse  des  Körpei*s  um  diese 
Axe  durch  die  Impulsivwirkung  nicht  berührt,  folglich  muss  sein 

Nun  seien  2  a,  26,  2o  die  Längen  der  Kanten  des  Parallelopipedes ,  so 
dass  a,  5,c  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes  sind,  x\y\z  die  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  materiellen  Punktes  des  Systemes,  bezogen  auf 
Axen  durch  den  Schwerpunkt,  welche  parallel  zu  0-4,  OJB,  OG  sind,, 
dann  ist  auch  ,  ,  , 

Sind  ferner  ooi,  0)2,  aig  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Axen  der  x\y\  / 
vor  dem  Stosse,  dann  ist  noch 

dx  ,  ,  dy  ,  , 

at  dt 

Weil  der  neue  Ursprung  der  Schwerpunkt  ist  und  die  neuen  Coordinaten- 
axen  Hauptaxen  sind,  so  folgt 

ifÄ;'2a)'=2 jm<»3  {x^  +  y^)\  =  MV-^z, 
wenn  Ic  den  Trägheitsradius  des  Körpers  f&r  die  Axe  der  /  bezeichnet^ 
mithin  ist 

Es  kann  nun  leicht  ermittelt  werden,  dass  wä  =  "7'  daher  ergiebt  sich 

,    1        1 

wo  /  die  Neigung  der  fest  werdenden  Kante  zu  der  Diagonale,  um  welche 
sich  der  Körper  ursprünglich  dreht,  bezeichnet. 

1—3.    Walton,  p.  588—592. 
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4.  Ein  starrer  Körper  bewegt  sich  um  einen  festen  Punkt.  Zu 
gleicher  Zeit  wirken  auf  ihn  gegebene  Impulse.  Welches  sind  die  all- 
gemeinen Gleichungen  für  seine  Bewegung  augenblicklich  nach  dem  Stosse? 

Es  sei  der  feste  Punkt  O  der  Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Goor- 
^inatensystemes,  {üg^üyySk^^  (12'^  12  y,  12'«)  seien  die  Winkelgeschwindigkeiten 
^es  Körpers  gerade  vor  und  augenblicklich  nach  dem  Stosse,  L,  Jf,  N  die 
Momente  der  Impulsivkräfte  um  die  Coordinatenaxen. 

Nach  dem  Prinzipe  von  D'Alembert  ist  der  Unterschied  zwischen  den 
Bewegungsgrössen  der  materiellen  Punkte  des  Systemes  gerade  vor  und 
•eben  nach  der  Wirkung  der  Impulse  gleich  dem  Momente  der  Impulse. 

Das  Moment  der  Bewegungsgrösse  eines  um  einen  festen  Punkt  sich 
1)ewegenden  Körpers  ist  bezüglich  der  Abscissenaxe,  wenn  Jm  die  Masse 
^ines  materiellen  Punktes  des  Systemes  bezeichnet, 


^'»(^57-40= <'•■ 


Uun  ist  aber  ^  =  Q^y  —  üyX,  J^  =  ß,a?  —  fl,-?,  folglich 

dt  dt 

28m(y^-\-z^).Qx  —  2{imxy).Sky'—2{Smxt).nz=  Ci. 
Daher  erhalten  wir  für  das  Moment  der  Impulsivkräfte  um  dieselbe  Axe 

oder,  mit  (üj—  Ä*)  =  <»xi  {Siy  —  Siy)  =  «y,  (Ä/—  Qg)  =  <Og, 

(Og.Sdm{y^  4-  z^)  —  (Oy.2(8mxy)  —  failS{imxz)=^  C\ 

Weil  aber  28m{y^  -b  z^)=^A=^  dem  Trägheitsmomente  für  die  Abscissen- 
axen  ist,  so  folgt  für  die  Bewegung  des  Körpers  augenblicklich  nach  dem 
stosse  offenbar  das  Oleichungensystem 

-4  <»,  =  ©y  5  (rf  m  a?y)  -4-  0),  ^  (rf  m  0?  r)  -h  Z# 

JBcöy  =  <»,5(rfmyx^)  +  Ä>«5(rfma?y) -♦- Jtf  (1) 

0<o,  =  a>xS{Smxz)  -+•  (0y2{Smyz)  -f-  N 

ISind  die  Coordinatenaxen  zugleich  die  Hauptaxen  des  Systemes,  dann 
nehmen  diese  Gleichungen  die  einfache  Gestalt  an 

Ä<D:,  =  L,        B<oy  =  M,        Ca)^=N.  (2) 

Wenn  die  Werte  von  oj,,  <W|^,  <om  bekannt  sind,  so  können  wir  den  Druck 
auf  den  festen  Punkt  bestimmen.  Nach  dem  Prinzipe  von  D'Alembert  ist 
die  Änderung  der  linearen  Bewegungsgrösse  des  Körpers  in  irgend  einer 
Richtung  gleich  der  Summe  der  Projektionen  der  Impulsivkräfte  auf  diese 
Richtung.  Folglich  ist,  wenn  J^,  (7,  H  die  Componenten  des  Druckes  auf 
<len  festen  Punkt  des  Körpers  und  J[,  F,  Z  diejenigen  der  äusseren  Kräfte 
parallel  zu  den  Coordinatenaxen  sind. 
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J?  Y  4-  <r  =  m  -5^  =  wi  (o), .  Ä?  —  a>« .  i) , 

at 

2  Z  -¥  H  ^  m-^  =  m  (ojf .  y  —  oi^ .  ^). 


(3) 


5.  Eine  Platte  von  der  Gestalt  eines  Kreisquadranten,  welche  mit 
einem  Endpunkte  ihres  Bogens  fest  ist,  wird  in  dem  anderen  Endpunkte 
ihres  Bogens  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  von  einem  Schlage  getroffen.  Welches 
ist  die  Lage  der  Momentanaxe? 

Wir  nehmen  den  festen  Punkt  als  Coordinatenursprung,  legen  in  der 
Ebene  der  Platte  die  Axe  der  x  durch  den  Mittelpunkt  des  zugehörigen 
Kreises,  so  dass  die  Axe  der  y  mit  der  Tangente  an  den  Bogen  zusammen- 
fällt und  die  Axe  der  g  senkrecht  zu  der  Ebene  der  Platte  ist.  P  be- 
zeichne die  Stosskraft,  a  den  Halbmesser  des  Kreises. 

In  dem  gegenwärtigen  Falle  reduzieren  sich  die  Oleichungen  (1)  des 
allgemeinen  Problemes  auf 

Wählen  wir  nun  11  als  Masseneinheit  der  Lamina,  so  wird 

ff 

S(dma:y)  =  fi  j  */   rdxkdr{a'—rcos$)reind' 

1  /•- 

4       4  lo 

B=prfird&dr.a!^=^fA  f^rrd»dr{a  —  reos&)^, 

Mit  diesen  Werten  erhalten  wir 

15  1  5 

Yg7rf*a*ü,  =  2^|[ia*<»y  +  Pa,     |gjwa*o)y(157r— 82)  =  ^|iea*a);,  — P.a, 

woraus  folgt 

(ISti:  —  42) oy  =  (10  -  Stt)«^, 

und  daher  ist,  wenn  q>  die  Neigung  der  Momentanaxe  zu  der  Axe  der  x 

bezeichnet, 

10  — Stt 

'^^  =  15^-42- 
Walton,  p.  598. 
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6.  Eine  homogene,  von  einem  Parabelbogen  OM  (Figur  163), 
dessen  Axe  ON,  dessen  Ordinate  iVilf  ist,  begrenzte  Platte  ist  mit  ihrem 
Scheitel  befestigt.    Die  Platte  empfängt  einen  Stoss  P  senkrecht  zu  ihrer 

Ebene  in  dem  anderen  Endpunkte  M  des  begren- 
zenden Bogens.  Welches  ist  die  anfängliche  Be- 
wegimg ? 

Es  sei  die  Gleichung  der  Parabel  y*  =  4par, 
die  Axe  der  z  senkrecht  zu  der  Ebene  der  Platte 
in  ihrer  Anfangslage,  /u  die  Masse  der  Flächen- 
einheit, m  die  Masse  der  ganzen  Platte,  ON=c 
Im  vorliegenden  Falle  haben  wiTS{Smxz)=0, 
S{dmzy)  =  0, 


2 
3 


=  Qf*/><?'  =  irVi>^ 


.8 


m 
2 


3 


Die  Trägheitsmomente  für  die  Coordinatenaxen  sind 

\     r  16      -    -      4 

Ä=-^fAl  y^dx  =  jTfip^'C^=^^'>npc^ 

B  =  iiJ  x^ydx=i^fiypc^=-^mc\ 

A  O 

Die  Momente  der  Stosskraft  um  die  Coordinatenaxen  sind 

Daher  erhalten  wir 

2  f—  2 

^a)j.=  -|iipc'ö}y-h2PYpc,       BiOy=^-^fApc^a>g—Pc^ 

25  A*  Vp  V*-<»*— 3  f*P  ^^  <»if  =  2  P  Vp  (?, 


C<»,=0, 


oder 


-=  (A  yfpc'^  .<»y—  g|Wpc'(»;r=— P<?, 


<»« 


=  0. 


Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  die  Winkelgeschwindigkeiten  ^ts  ^^ 
bestimmen.    Die  Elimination  von  P  giebt 


a)y       7    2ypö 
Q}«      25       c 


Die  Axe  OQ,  um  welche  die  Platte  beginnt  sich  zu  drehen,  scUiesst 
daher  mit  der  Abscissenaxe  den  Winkel  ^  ein,  welcher  durch  die  Glei- 
chung gegeben  ist 
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7    %^fJc 

7 
Folglich  ist  NQ  =  ^^'N P,    Die  resultierende  Winkelgeschwindigkeit  ist 


75  _P 

26    iipc^ 
Bonth,  Dynamics,  p.  241. 


a>  =  Va>,2-H  «>/  =  _. -_^.0Q. 


7.  Ein  freier  Körper  bewegt  sich  um  seinen  Schwerpunkt,  welcher 
in  Ruhe  ist;  plötzlich  wird  ein  gegebener  Punkt  des  Körpers  fest.  Wel- 
ches ist  die  Lage  der  Momentanaxe  in  dem  nachfolgenden  Augenblicke, 
wenn  die  Bewegung  augenblicklich  vorher  bekannt  ist? 

Es  seien  A,  Jb,  2  die  Goordinaten  des  gegebenen  Punktes,  bezogen 
auf  SX\  S  Y\  S  Z\  die  Hauptaxen  durch  den  Schwerpunkt  8  des  Körpers, 
o)«,  co^,  (Og  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Körpers  um  die  Axen  SJ[^, 
SY\  SZ'  in  dem  Augenblicke  vor  dem  Festwerden  des  gegebenen 
Punktes,  Qg^  i2y,  12«  diejenigen  um  parallele  Axen  durch  diesen  Punkt, 
augenblicklich  nach  dem  Festwerden,  A\  B\  C  die  Trägheitsmomente 
um  S  X\  S  T\  S  Z'  und  A^  B,  C  diejenigen  um  die  parallelen  Axen. 

Mit  diesen  Bezeichnungen  erhalten  wir  die  Gleichungen 

J.'a),=  -4.i2jB  —  2{8mxy)Qy  —  E{Smxz)ilM^ 
B'  fOy=^BÜy  —  2{8myz)Skz-'2(8myx)Qj,, 
Ca)^=  CÜm  —  2{Smzx)Sije  —  2{dmzy)Siy. 

Bezeichnen  a,  ft,  <?  die  Hauptträgheitshalbmesser  für  den  Schwerpunkt 
und  ist  fi  die  Masse  des  Körpers,  dann  haben  wir 

A  =  2\Sm(y^  ^  z^)\  ^  2 dm\{y' --Tc)^  -h  {/—D^ 

=  2im\y'^  -h  /«  -  2iy'—  21/  4-  *2  4-  /2j  =  ^(^^2  ^  j.2  .^  ^2)^ 

2{8mxy)  =  2\Sm{x—h){y'-'k)\ 

=^2\m{x'y''  hy  —  k X  -h  hh)\  =  fihk, 

folglich  ist      o« a)x  =  (a*  4-  *2  +  Z«) ß^  —  Ä Ä  ßy  —  Ä Z  A. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

ft2a,y  =  (6« -t- Z2  ^  A«)ßy  — äZä,  -  ÄAß,, 
c«a>,  =  (c« 4- A«  4- Ä«)  ß,  — Z A fl,  —  Z  ÄÄy. 

Durch   Multiplikation  übers  Kreuz  und  einige  Transformationen  werden 

wir  finden,  dass  —  wenn  r*  =  ä^  H-  ä;^  +  l^  gesetzt  wird  — 

i2,{(r2-ha2)(r«  +  62)(^2^_^2)_A8(^24.j2)(ya4.^2)_J2(^2^.^2)(^2^^2) 

—  Z«(r24-a«)(r«H-52)l 
=  Ar«  (Aa«a),  -h  kb^<B^  4-  lc^(o,)  +  a^o)^  [  ä^**  +  0^)  -h  b^k^  -hcH^-^-  b^c^\ 
-hb^c^hiko^y-hlmg). 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt.  Hechanik.  H.  32 
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In  gleicher  Weise  finden  wir  die  Formeln  für  i2y,  i2«,  dieselben 
können  aber  auch  sofort  angeschrieben  werden,  wir  haben  nur  nötig,  die 
entsprechenden  Buchstabenvertauschungen  in  der  Formel  für  Si^  vorzu- 
nehmen, mit  welcher  sie  symmetrisch  sind. 

Mit  Hilfe  obiger  Resultate  können  wir  leicht  die  folgende  Relation 

erhalten 

a^hoDx        b^Jcm^         c^la)z 

H — ä :  a  + 


1^        ,^        y^  r^-^ci^      r^-hb^      r^ -*- c^ 


.y-r-...^-  ^g  JJ.2  ^2 


r^-ha^      r^-hb^      r^ -{•  e^ 

8.  Ein  Punkt  eines  rotierenden,  starren  Körpers  ist  fest.  Der  Kör- 
per empfängt  einen  Stoss  von  gegebener  Qrösse  in  der  Richtung  nach 
einem  gegebenen  Punkte  des  Körpers,  unter  welcher  Bedingung  steht 
die  Momentanaxe  nach  dem  Stosse  senkrecht  auf  der  Momentanaxe  vor 
derselben? 

Die  Goordinatenaxen  mögen  in  dem  zu  betrachtenden  Zeitpunkte  mit 
den  Hauptaxen  des  festen  Punktes  zusammenfallen,  h^  h,  l  seien  die 
Goordinaten  des  gegebenen  Punktes  des  Körpers,  JT,  Y,  Z  die  Gomponen- 
ten  des  Stosses,  A,  JB,  C  die  Hauptträgheitsmomente  für  den  festen  Punkt, 
{Ox\  (Oy\  (Oz'  die  Gomponenten  der  durch  den  Stoss  erzeugten  Winkelge- 
schwindigkeit, a>i,  0)2 1  0)8  die  Gomponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  in 
dem  Augenblicke  vor  dem  Stosse,  cd^,  cü^,  o^  die  Gomponenten  der  Win- 
kelgeschwindigkeit in  dem  Augenblicke  nach  dem  Stosse. 

Damit  sind  die  Bewegungsgleichungen 

A  «,'=  Yl  —  Zk,      JBöv'=  Zh  -  JCl,      Oöv'=  Ji^k  ~  YA, 
ojij  =  0)1  H- ft)j.',  ft)y  =  0)2  4- a)y',  ü^=  0)8  4- Ofe'. 

Demnach  erhalten  wir 

A(Ox=A(Oi-\-Tl  —  Zk,  B(üy=^B(az-¥  Zh  —  ?CU 

C(o,=  Cws-^2Ck-~Yk 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  Momentanaxe  unmittelbar  nach  dem 

Stosse 

Ax  By  _  Cz 

io)i4-  Yl  —  ZJc  ""  Bw2-hZh  —  JS:i ""  Cws''i-  Jth—Yh 
Damit  diese  Rotationsaxe  rechtwinkelig  zu  der  Momentanaxe  unmittelbar 
vor  dem  Stosse  sein  kann,  muss  die  Bedingung  erfüllt  werden 

J(^o)i4- YZ— ZÄ)  +  ^(JBo)2  4-ZA  — ^0 

•^  ^  (Cccs  +  A'h—Yh)  =  0. 
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Sind  x^  y^  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  der  Linie  der 
Wirkung  des  Stosses,  bezogen  auf  C!oordinatenaxen ,  welche  durch  den 
Funkt  (A,  Ä;,  V)  gehen  und  parallel  zu  den  Hauptaxen  des  Körpers  f&r  den 
festen  Punkt  sind,  dann  haben  wir,  wenn  R  die  Intensität  des  Stosses 
bezeichnet, 

X       Y       Z  R 


00        y        z       Va:2 -h  2/^ -j- 


z 


2 


und  daher,  ftii2-f-ft3fe*4-cüg^  =  o)*  setzend, 


^(Zy^Ä^)4.^(Ä^-Z^)  +  ^(fc^-Ay)'' 


Diese  Oleichung  zeigt,  dass  der  Ort  der  Richtung  des  Stosses  ein  gerader 
Ereiskegel  sein  muss,  seine  geometrische  Axe  besitzt  die  Gleichungen 

Weil     a(^_*^)+ä;(*^-^)  +  Z(*2--^)  =  0 

ist,  so  folgt,  dass  die  Axe  dieses  Kegels  senkrecht  auf  der  geraden  Linie 
:steht,  welche  den  gegebenen  Punkt  des  Körpers  mit  dem  festen  Punkte 
desselben  verbindet. 


9.  Ein  gegebener  Punkt  eines  starren,  ruhenden  Körpers  ist  fest. 
Die  Lage  einer  in  dem  Körper  festen,  durch  diesen  Punkt  gehenden  Axe 
«oll  so  bestimmt  werden,  dass  der  Körper  die  grösstmögliche  lebendige 
Ki'aft  erlangen  kann,  wenn  er  durch  einen  gegebenen  Stoss  getroffen  wird. 

Lasse  sein  L^  M^  N  die  Componenten  des  Momentes  des  Stosses 
um  den  gegebenen  Punkt  in  Belation  zu  den  Hauptaxen  für  den  gegebenen 
Punkt,  Z,  m,  n  die  Bichtungscosinus  der  festen  Axe,  A^  B,  C  die  Haupt- 
trägheitsmomente. 

Die  dem  Körper  durch  den  Stoss  mitgeteilte  Winkelgeschwindigkeit 
ist  gleich 

Ll-h  Mm-\-Nn 
Zi2  + JSm^  +  Cn«* 

«md  daher  wird  die  erlangte  lebendige  Kraft  gleich  sein 

iL  l  -4-  Mm  +  Nn)^ 

L  M  N 

Setzen  wir  Z  =  -j  H-ie,  m  =  -^  4- «?,  w  =  -^  4-  u»,  dann  geht  der  Zähler 

in  dem  Ausdrucke  für  die  lebendige  Kraft  über  in 
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und  der  Nenner  nimmt  die  Oestalt  an 
Folglich  ist  die  lebendige  Kraft  gleich 

2^2  J[/2         JV2 


ABC 


^./f-i,»/|'4»/|-^y^V|Vi-^»/l' 


Dieses  Resultat  zeigt,  dass  die  lebendige  Kraft  am  grössten  ist,  wenn 

Li    ü    N 

Uy  V,  w,  daher  wenn  i,  m,  n  proportional  -r»  ^d'  ^^  sind.    Mithin  ftUt 

die  feste  Axe  für  das  Maximum  von  lebendiger  Kraft  mit  der  Linie  zu- 
sammen, welche  die  Momentanaxe  des  Köi-pers  gewesen  sein  würde,  wenn 
er  sich  frei  ohne  irgend  welchen  Zwang,  ausser  dem  dem  festen  Punkte 
zu  verdankenden,  hätte  bewegen  können.    Euler^s  Theorem. 

Lagrange,  M^canique  Analytique,  Tom.  I,  p.  294.    Thomson  and  Tait, 

Natural  Philosophy,  Yol.  I,  p.  216. 
7—9.  Walton,  p.  594—598. 

10.  Wie  mflssen  die  auf  einen  freien,  ruhenden  Würfel  einwirkenden  Impulse- 
beschaffen  sein,  damit  ipso  motus  initio  eine  Diagonale  des  Würfels  in  Ruhe  bleiben 
kann? 

Es  seien  X,  T,  Z  die  Componenten  der  resultierenden  Stosskraft  durch  den 
Schwerpunkt  0  des  Würfels,  entlang  rechtwinkeligen  zu  den  Würfelkanten  parallelen 
Axen  OX,  0  Y^  OZ,  Z,  If,  N  die  Componenten  des  Redultantenpaarea  um  diese^ 
Axen.  Die  Gleichung  der  fest  bleibenden  Diagonale  ist  x=^y  =  e,  und  wir  werden 
finden 

Diese  Resultate  zeigen,  dass  die  resultierende  Stosskraft  gleich  NuU^  dass  die  Eben» 
des  resultierenden  Paares  rechtwinkelig  zu  der  ruhenden  Diagonale  sein  muss. 

11.  Wie  müssen  die  Impulse,  welche  auf  einen  freien,  ruhenden  Würfel  wirken, 
beschaffen  sein,  damit  eine  seiner  Kanten  einen  Augenblick  in  Ruhe  bleibt? 

Bezeichnet  2  a  die  Länge  einer  Wflrfclkante,  so  sind  die  Gleichungen  der  ruhen- 
den Kante  y  ^r-.  a,  z  =  a,  und  für  die  Kr&fte  ergeben  sich  die  Relationen 
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2  a  2  a 

Diese  Besaltate  zeigen,  dass  die  resultierende  Kraft  rechtwinkelig  zu  der  Diagonalebene 
durch  die  ruhende  Kante  und  die  Ebene  des  resultierenden  Paares  senkrecht  zu  dieser 
Kante  sein  muss. 

12.  Ein  Würfel  wird  von  drei  Impulsen  getro£fen,  welche  entlang  dreier  Kanten 
wirken,  die  sich  weder  schneiden  noch  parallel  sind.  Ist  hier  augenblicklich  nach  dem 
Stosse  eine  Momentanaxe  vorhanden  oder  nicht? 

Hier  giebt  es  keine  Momentanaxe  in  einem  endlichen  Abstände  von  dem  Körper. 

Qriffin,  Solutions  of  the  Exampks  on  the  Motion  of  a  rigid  body,  p.  57. 

13.  Eine  Platte  von  der  Form  einer  Halbellipsenflftche ,  mit  der  kleinen  Axe 
jjs  Begrensungslinie,  ist  um  den  Mittelpunkt,  als  einen  festen  Punkt,  beweglich  und 
fällt  aus  der  Lage,  in  welcher  ihre  Ebene  horizontal  ist. 

1)  Bestimme  den  Impuls,  welcher  dem  Schwerpunkte  bei  vertikaler  Lage  der 
Platte  mitgeteilt  werden  muss,  damit  sie  zur  Buhe  zurückkehrt.  2)  Wenn  diese  Kraft 
«enkrecht  zu  der  Platte  in  dem  Endpunkte  einer  Ordinate  dureh  den  Schwerpunkt 
mitgeteilt  wird,  anstatt  in  dem  Schwerpunkte  selbst  zu  wirken,  die  Lage  der  Botations- 
axe  in  dem  Momente  nachher  zu  ermitteln. 

Bezeichnet  m  die  Masse  der  Ellipse,   dann   ist  der  gesuchte  Impuls  gleich 

^y  -^ftga,  die  verlangte  Axe  ist  die  grosse  Axe. 

Mackenzie  and  Walton ,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems  for  1854. 

14.  Der  Eckpunkt  A  einer  dreieckigen  Platte  ^  B  C  ist  fest.  Bei  B  oder  C 
wird  rechtwinkelig  zu  der  Ebene  der  Lamina  ein  Stoss  ausgeübt.  Welches  ist  die 
Lage  der  Momentanaxe? 

Die  Momentanaxe  geht  durch  einen  der  Dreiteilungspunkte  von  BO. 

15.  Eine  quadratische  Platte  bewegt  sich  frei  um  eine  Diagonale  mit  einer 
gegebenen  Winkelgeschwindigkeit.  Eines  der  Enden  der  anderen  Diagonale  wird  plötz- 
lich fest.  Welches  ist  die  Pressung  auf  den  festen  Punkt  und  die  momentane  Winkel- 
geschwindigkeit ? 

Ist  «»  die  gegebene  Winkelgeschwindigkeit,  m  die  Masse  der  Platte,  c  die  Länge 
«iner  Halbdiagonale,  dann  ist  der  impulsive  Druck  und  die  momentane  Winkelgeschwin- 
digkeit bezw.  gleich  -=-  m  c  o>  und  •=-  o. 

16.  Eine  quadratische  Platte,  von  welcher  ein  Eckpmkkt  fest  ist,  wird  von  zwei 
StOssen  getroffen,  der  eine  wirkt  entlang  einer  Seite,  die  nicht  in  dem  festen  Punkte 
«ndigt,  der  andere  senkrecht  zu  der  Ebene  der  Platte  in  einem  Eckpunkte,  welcher 
nicht  mit  dem  festen  Eckpunkte  zusammenfällt  und  nicht  in  der  Richtung  des  ersten 
Stosses  liegt.  Welches  ist  die  Lage  der  Momentanaxe  unmittelbar  nach  dem  Stosse 
und  die  Lage  der  invariablen  Ebene? 

Es  sei  die  Seite,  die  in  dem  festen  Punkte  endigt  und  sankrecht  zu  der  Rich- 
tung des  ersten  Stosses  ist,  die  Axe  der  a;,  die  andere  durch  den  festen  Punkt  gehende 
Seite  die  Axe  der  y,  so  dass  die  Axe  der  js  senkrecht  zu  der  Ebene  der  PUtta  ist, 
d«nn  sind  die  Gleichungen  der  Momentanaxe 


502  Stoss.   Bewegung  eines  EOrpera  in  drei  Richtungen.     V.Th.  Sjip.,YIIT» 

a;:y:;j  =  82:24:7, 
und  die  Gleichung  der  invaxiablen  Ebene  ist 

16a;H-12y-+.7i?  =  0. 

17.  Eine  rechtwinkelige  Platte  mit  festem  Mittelpunkte  wird  senkrecht  an 
einem  Punkte  in  einer  gegebenen  Linie  durch  ihren  Schwerpunkt  gestossen.  Welche» 
ist  die  Lage  der  Momentanaxe? 

Lasse  sein  2  a  den  Winkel  zwischen  den  Diagonalen  des  Rechteckes,  ß  die  Nei» 
gung  der  gegebenen  Linie  zu  einer  seiner  Seiten,  &  die  Neigung  der  verlangten  Ax» 
zu  derselben  Seite,  dann  werden  wir  finden 

^        tgß 

Griffin,  ib.,  p.  57. 

18.  Eine  freie,  rechtwinkelige  Platte  wird  in  einem  gegebenen  Punkte  senkrecht 
gestossen.    Welches  ist  die  Lage  der  Momentanaxe? 

Lasse  sein  a,  &  die  Längen  der  Seiten  der  Lamina,  die  Geraden  OX,  0  F  durch 
den  Schwerpunkt  0  und  parallel  zu  diesen  Seiten  Coordinatenaxen,  h^  k  die  Coordinaten 
des  gegebenen  Punktes,  dann  ist  die  Gleichung  der  verlangten  Momentanaxe 

a2  ^  Ö2  ^  12      "• 
Griffin,  ib.,  p.  57. 

19.  Eine  kreisförmige  Platte  vom  Halbmesser  a  dreht  sich  um  einen  Durch* 
messer  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o,  sie  wird  von  einem  senkrecht  zu  ihrer  Ebene 
gerichteten  Stosse  getroffen,  in  dem  einen  Endpunkte  desjenigen  Diameters,  welcher 
senkrecht  zu  dem  ersteren  ist,  und  hat  dann  die  Winkelgeschwindigkeit  m\  Welche» 
ist  der  Abstand  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  letzteren  Rotationsaxe? 

Der  verlangte  Abstand  ist  gleich  -r- -, — • 

Grifßn,  ib.,  p.  58. 

10—19.    Walton,  p.  599—601. 

20.  Ein  aus  vier  gleichförmigen,  mit  ihren  Enden  durch  Charniere  verbundeneo 
Stäben  gebildetes  Rechteck  dreht  sich  um  seinen  Mittelpunkt  auf  einer  glatten ,  hori- 
zontalen Ebene  mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit.  Plötzlich  wird  ein  Punkt 
in  einer  der  Seiten  fest.  Bestimme  die  Winkelgeschwindigkeit  einer  der  Seiten,  welche 
der  den  festen  Punkt  enthaltenden  Seite  benachbart  sind  in  dem  Augenblicke,  nachden» 
der  Punkt  fest  geworden  ist. 

Wenn  2a  =  der  Länge  der  Seite,  von  welcher  ein  Punkt  fest  wird,  2b  =  der 
Länge  einer  anstossenden  Seite  und  od  die  gegebene  Winkelgeschwindigkeit  des  Recht- 
eckes  ist,  so  ist  die  verlangte  Winkelgeschwindigkeit  gleich 

8a  +  & 


6a-h45 


.  CD. 


21.  Ein  vollkommen  unelastisches  und  glattes  EUipsoid  mit  den  Halbaxen  Ojl^e 
dreht  sich  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  die  Axe  c  und  stosst  anf  eiiie 
ruhende  Kugel  von  gleicher  Grosse  mit  der  Geschwindigkeit  v.  In  dem  Augenblicke 
vor  der  Collision  liegt  die  Halbaxe  a  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Schwer- 
Punktes  des  EUipsoides.  In  dem  Augenblicke  des  Stosses  berührt  die  Kugel  das  EUip- 
soid in  dem  Endpunkte  des  Parameters  seines  a  und  b  enthaltenden  Hauptechnitto» 
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and   ist  die  Excentrizität  dieses  Haaptschnittes  gleich  y  w'  Bestimme  dieBelation 

zwischen  v  nnd  «  so,  dass  das  Ellipsoid  nach  der  CoUision  nicht  rotiert 
Die  verlangte  Relation  ist 

l  =  2a. 

CO 

20—21.    Walton,  p.  616. 

22.  Ein  starrer  EOrper  wird  von  einem  Stosspaare  getroffen.  Welches  ist  der 
Maximalwert  des  Winkels  zwischen  der  Axe  des  Paares  und  der  Axe,  nm  welche  der 
Körper  zu  rotieren  heginnen  wird? 

Der  Cosinus  des  Maximalwertes  des  Winkels  ist  gleich 


yh/i  yi-vt  ywi 

wo  A,B,G  die  Hanpttrftgheitsmomente  fOr  den  Schwerpunkt  sind. 

23.  Ein  ruhendes  Ellipsoid  wird  durch  ein  System  von  StOssen  getroffen,  die* 
Resultanten  derselben  sind  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Kraft  mit  dem  Rich- 
tungscosinus Z,  m,  n  und  ein  Paar ,  dessen  Axe  die  Richtungscosinus  A,  /u,  v  besitzt. 
Welches  ist  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  der  Spontanaxe  zu  der  Geschwindigkeit 
des  Schwerpunktes  dos  Eilipsoides? 

Das  verlangte  Verhältnis  ist  gleich 

ll  mfi  fiv 

52  -h  c2  "^  cg+gg      gg  -f-  fc^ 

_1 

\  (62  4-  <JÜ)2  "•■  (c2  -K  «2)2  "^  (a2  -f-  62)2/ 

21  u.  22.    Walton,  p.  601  u.  602. 


Fünfter  Abschnitt. 

Die  Oberflächen  der  auf  einander  stossenden  Körper  sind  rauL 

1.  Ein  sphärischer  Ball  bewegt  sich  ohne  Rotation  auf  einer  glatten, 
horizontalen  Ebene  und  stösst  mit  einer  Geschwindigkeit  V  gegen  eine 
rauhe,  vertikale  Ebene,  deren  BeibungscoSfficient  ju  ist.  Die  Einfallslinie 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes  macht  mit  der  Normalen  zu  der  ver- 
tikalen Fläche  einen  Winkel  a.  Wie  ist  die  Bewegung  augenblicklich  nach 
dem  Stosse  beschaffen? 

Lasse  sein  u,t7  die  Componenten  der  Oesch  windigkeit  des  Mittel- 
punktes des  Balles  parallel  und  senkrecht  zu  der  vertikalen  Ebene  und 
positiv  genommen  in  dem  Augenblicke  vor  dem  Stosse,  dann  ist  u  =  V&in  a, 
v=  Vcosa^  femer  u\v  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Mittel- 
punktes in  irgend  einem  Augenblicke  während  des  Sto^ses  nach  denselben 
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Richtungen,  ai'  die  Winkelgeschwindigkeit  in  diesem  Zeitmomente.    Damit 
«rhalten  wir  die  Bewegungsgleichungen 

F        ,  B        ,      Fa 


m  m  mh^ 

Wenn  die  Bewegung  zu  der  Zeit  betrachtet  wird,  in   welcher  die  Tan- 

gentialgeschwindigkeit  des  Berührungspunktes  verschwindet,  so  haben  wir 

2  2 

«'— aw  =  0.    Dieses  giebt,  weil  Jfc*  =  -=-a*  ist,  F^^-^mvMna:  Weilf 

5  7 

unabhängig  yon  dem  betrachteten  Zeitpunkte  ist,  so  sehen  wir,  dass  keine 
Beibung  ins  Spiel  kommt,  nachdem  die  Tangentialgeschwindigkeit  des  Be- 
rührungspunktes in  Null  übergegangen  ist.  In  dem  Augenblicke  grösster 
Compression  ist  die  Normalgeschwindigkeit  des  Berührungspunktes  gleich 

Null,  folglich  v=0  und  R  =  mvco8u,     Wenn  F<iiiR  ist,  d.h.  wenn 

2 

■^tffa<Cfi»  SO  werden  dieses  die  richtigen  Werte  von  F  und  B  sein  und 

durch  Substitution  derselben  in  die  obigen  Gleichungen  können  wir  die 

Bewegung  der  Kugel  finden.    Aber  wenn  ^tffa>  fi  ist,  so  wird  sich  die 

Kugel  unmerklich  von  der  vertikalen  Ebene  trennen,  ehe  ein  genügender 
Beibungswiderstand  hervorgerufen  worden  ist,  um  die  Tangentialgeschwin- 
digkeit des  Berührungspunktes  in  Null  überzuführen.  In  diesem  Falle 
müssen  wir  F  durch  fiB  in  den  Gleichungen  ersetzen.  In  dem  Augen- 
blicke grösster  Compression  haben  wir  wie  vorher  v  =  0,  was  12  =zmveosa 
giebt.     Durch  Substitution  in  die  Gleichungen  kann  die  Bewegung  der 

Kugel  geAinden  werden.     Die   Anfangsgeschwindigkeit  des  Berührungs- 

7 
punktes  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  u  —  a<ü  =  v {sin a—^fAcos «)•     Wenn 

diese  negativ  wäre,  so  würde  die  Beibung  am  Ende  des  Stosses  in  der 
Bichtung  relativer  Bewegung  wirken,  was  unmöglich  ist.    Diese  Lösung 

ist  daher  nur  dann  korrekt,  wenn  ij^9^>l^  ist. 

Ist    die  Kugel    unvollkommen    elastisch,    dann   kommt  eine  nor- 

2 

male  Bestitutionskraft  emvcosa  in's  Spiel.     Wenn  dann -=  mv  sin  a  < 

fA{l'hs)mv€08a  ist,  so  ist  der  Beibungswiderstand,  welcher  zur  Zerstörung 

der  Tangentialgeschwindigkeit  des  Berührungspunktes  nötig  ist,  kleiner  ak 

derjenige  im  Grenzfalle.    Unter  diesen  Verhältnissen  können  wir  u\v^m 

dadurch  finden,   dass  wir  in  den  Bewegungsgleichungen  schreiben  F  = 

2  2 

^-mvsina^  B  =  {1 -h  €)mvco8a.     Ist  -=mv«?nrt>]n(l -+-fi)mvcö*a,  90 
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müssen  wir  setzen  Ä  ~  (1  -h  €)mvco8a,  F=^  fi(l  -f-  €)mveosa^  und  die 
nämlichen  Gleichungen  werden  nun  u\v\m  geben. 

Bonth,  Dynamics,  p.  140. 

2.  Ein  unelastischer  Ereiscylinder  rollt  auf  einer  vollkommen  rauhen 
Ebene  CA  (Fig.  164)  herab  und  trifft  auf  eine  vollkommen  rauhe  Ebeue 
(f  A%  während  der  Bewegung  ist  die  Cylinderaxe  stets  parallel  zu  der 
Schnittlinie  beider  Ebenen.  Mit  welcher  Geschwindigkeit  bewirkt  der  Gy- 
linder  sein  Hinaufsteigen  auf  die  zweite  Ebene  ?  Wie  gross  ist  der  Grenz- 
winkel der  Neigung  beider  Ebenen,  f&r  den  ein  Binaufrollen  überhaupt 
möglich  ist? 

Es  sei  Z^CAG'^a^  t  =  dem  Trägheits- 
radius des  Cylinders  um  seine  Axe,  a  =  seinem 
Halbmesser,  m = seiner  Masse,  u  =  der  Geschwin- 
digkeit des  Mittelpunktes  O  eines  Ereisschnittes 
des  Cylinders  gerade  vor  dem  Zusammentreffen 
mit  C'A,  V  =  der  Geschwindigkeit  dieses  Punktes 
augenblicklich  danach,  R  =  der  impulsiven  Kraft  der  Beibung,  welche  in 
dem  Augenblicke  des  Stosses  von  der  Ebene  CA  auf  den  Cylinder  aus- 
geübt wird,  genügend  um  vollkommenes  Rollen  zu  sichern. 

Pur  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  des  Cylinders  parallel  m  AC 
besteht  die  Gleichung 

m  t?  =  JB  —  mu  cos  a,  (1) 

und  es  ist  der  Wert  der  durch  den  Impuls  Jß  verursachten  Abnahme  der 

RCL 

Winkelgeschwindigkeit  des  Cylinders  um  seine  Axe-^.  welcher  vermöge 

dei-  Gleichung  (l)  gleich  ist 

a  (v  4-  M  C08  a) 

— k^ — 

Weil  die  beiden  Ebenen  als  vollkommen  rauh  vorausgesetzt  werden,  so  ist 

ZI  V 

-  die  Winkelgeschwindigkeit  vor,  —  diejenige  unmittelbar  nach  dem  Zu- 
a  ü 

sammentreffen,  folglich  muss  sein 

u       V       a(v  -h  ucosa)  a^ .  . 

aber  es  ist  hier  a*  =  2Ä?S  mithin: 

u  —  t;  =  2t;-*-2M  cos  a, 

und  demnach  v  =  ^  (1  —  2  co«  «)  m, 

ö 

welche  Gleichung  die  Geschwindigkeit  giebt,  mittelst  der  der  Cylinder  be- 
ginnt, die  schiefe  Ebene  AC  hinaufeuroUen. 
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Weil  infolge  der  Beschafifenheit  des  Falles  v  keinen  negatiyen  Wert 
besitzen  kann,  ist  sofort  ersichtlich,  dass  ein  Hinaufsteigen  des  Cylinder» 

auf  die  Ebene  A  C  unmöglich  ist,  wenn  nicht  a  >  -^  tt  ist. 

8.  Ein  unelastischer  Ereiscylinder  rollt  ohne  zu  gleiten  entlang  einer 
Ebene  und  trifft  auf  einen  vollkommen  rauben,  festen  Punkt;  der  Cylinder 
kommt  mit  dem  Hindemisse  so  in  Berührung,  dass  die  vertikale,  zu  der 
Axe  des  Cylinders  senkrechte  Ebene  durch  diesen  Punkt  den  Cylinder  in 
zwei  congruente  Teile  zerlegt.  Welches  ist  der  kleinste  Abstand  des  festen 
Punktes  von  der  Ebene,  damit  der  Cylinder  infolge  des  Stosses  in  den 
Ruhezustand  übergehen  kann? 

Es  sei  CO  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Cylinders  um  seine  Axe  un- 
mittelbar vor,  (o  diejenige  eben  nach  dem  Stosse,  C  der  feste  Punkt  über 
den  Cylinder  kippen  kann,  a  der  Radius,  O  der  Mittelpunkt  des  Normal- 

Schnittes  des  Cylinders  durch  (7,  (Fig.  165).  Der 
Mittelpunkt  O  des  Normalschnittes  wird  eine 
horizontale  Oeschwindigkeit  aco  vor  und  eine 
Geschwindigkeit  aa/  rechtwinkelig  zu  dem  Ra- 
dius C  O  gerade  nach  dem  Stosse  besitzen.    Be- 

Figur  1«5.  ° 

zeichnet  c  den  Abstand  des  festen  Punktes  C 
von  der  Ebene,  auf  welcher  der  Cylinder  rollt,  R  die  Normal-,  S  die 
Tangentialreaktion  bei  (7,  dann  besteht  für  die  Translationsbewegung  recht- 
winkelig zu  CO  die  Gleichung 

maai=^ma<ü 1-5^,  (1) 

a 

und  für  die  Rotation  um  O 

-^ma^a)^='^ma^io  —  S.a.  (2) 

Durch  die  Elimination  der  Reaktion  S  aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir 

3a  — 2<? 

«  =  co. — ^- 

o  a 

Dieses  Resultat  zeigt,  dass  der  Cylinder  über  den  festen  Punkt  rollen  wird, 
wenn  c?  <  -^  a  ist. 

Die  vorliegende  Aufgabe  kann  auch  in  der  folgenden  Weise  gelöst 
werden. 

Die  Bewegung  des  Cylinders  in  dem  Augenblicke  vor  dem  Stosse 
besteht  aus  zwei  Teilen,  der  eine  ist  eine  Translation  mit  der  Geschwin- 
digkeit aoo,  der  andere  eine  Rotation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  «». 
Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreisschnittes   durch   C,   OP^r^ 


i 
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*  =  der  Neigung  von  OP  zu  (70,  y  dessen  Neigung  zu  der  horizontalen 
Linie  AB^  dann  ist  das  Moment  der  Bewegungsgrösse  des  Ereisschnitte» 
um  C,  hervorgehend  aus  der  Botation,  gleich 

/    /     Qrd&dr.rojir  -^  aco8d)=^Q(D  f    1     r^dd'dr{r -h  aco8&) 

Das  der  Translation  zu  verdankende  Moment  der  Bewegungsgrösse  ist  gleich 

=  TT  ^  ü  a^(a  —  c). 
Folglich  ist  das  ganze  Moment  gleich 

■X  TT  (>  0)  a'  (3  a  —  2  <j). 

3 
Dieses  Moment  wird  nur  dann  positiv,  wenn  -^  a  >  o  ist^  daher  kann  der 

Cylinder  nur  dann  durch  das  Hindernis  in  den  Buhezustand  übergeführt 

3 
werden,  wenn  c  nicht  kleiner  als  -^  a  ist. 

2  u.  3.    Walton,  p.  616—619. 

4.  Ein  Cricketball  ist  in  Botation  um  eine  horizontale  Axe  in  der 
vertikalen  Bewegungsebene  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  a>i  Versetzt. 
Wenn  derselbe  auf  den  Grund  stösst,  so  bewegt  sich  sein  Schwerpunkt  mit 
der  Geschwindigkeit  V  in  einer  den  Winkel  a  mit  dem  Horizonte  ein- 
schliessenden  Richtung.    Welches  ist  die  daraus  hervorgehende  Bewegung? 

Wir  nehmen  die  Normale  zu  dem  Grunde  in  dem  Berührungspunkte 
von  Ball  und  Boden  zur  Zeit  des  Aufschlages  als  Axe  der  Zy  die  Axe 
iAxx  in  der  Ebene  der  Bewegung  vor  dem  Stosse.  Lasse  sein  q)i\(U2',  0)3^ 
die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Balles  um  die  zu  den  Axen  parallelen 
Durchmesser  augenblicklich  nach  dem  Stosse,  u\v\w  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes,  Z  die  Normalreaktion  des  Bodens^ 
JT,  Y  die  friktionalen  Impulsivwirkungen,  positiv  in  der  positiven  Richtung 
der  Axen,  m  die  Masse  des  Balles. 

Die  Bewegungsgleichungen  sind 

u—  Vco8a=  —f       t;'=  — ,       lü-h  V8ina  =  —  (2) 

mm  m 

u  —  a  »2=  Ol  v'-f-  a  <»'=  0,  w'=  0.  (3) 


508  Bewegung  unter  dem  Einflasse  von  Stosskr&ften.      V.  Th.  Kap.  VIII. 

Diese  GleichangeD  genügen  in  dem  Augenblicke  grösster  Compression,  ans 
ihnen  ergiebt  sich 

Ist  e'  die  friktionale,  e  die  normale  Elastizität,  dann  sind  diese  Werte 
Ton  JC;  F,  Z  zu  multiplizieren  mit  (1  +  e),  (1  -f  «'),  (1  -¥•  e)  resp.,  um 
die  Kräfte  JT^  Y,  Z  für  einen  elastischen  Ball  zu  erhalten.  Dadurch  be- 
kommen wir,  indem  wir  diese  letzteren  Werte  in  die  (1)  und  (2)  einführen, 

u=^Vco8a,—^ -—,      t;  = 5 — ,      w=-eV9ina. 

a^-^k^  a^-k-k^ 

Aus  diesen  Gleichungen  geht  hervor,  dass  der  Ball  nach  dem  Stosse  sich 

nicht  in  derselben  vertikalen  Ebene  wie  vorher  bewegen  wird,  es  sei  denn 

<oi  =  0.    Ist  ^  der  Winkel,  welchen  die  zwei  vertikalen  Bewegungsebenen 

vor  und  nach  dem  Stosse  einschliessen,  dann  haben  wir  tgd'=—,f  durch 

u 

2 

Substitution  der  Werte  von  t?',  u  und  mit  Rücksicht  auf  A*  =  ~  a*  wird 

5 

5.  Eine  vollkommen  rauhe,  horizontale  Platte  dreht  sich  mit  gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit  um  eine  vertikale  Axe,  plötzlich  wird  ein 
€jlinder  mit  seiner  ebenen  Basis  sanft  auf  die  Platte  gestellt.  Welches 
ist  die  anfängliche  Bewegung  des  Gylindei-s? 

Hier  wird  offenbar  eine  impulsive  Beibung  zwischen  der  Cylinder- 
basis  und  der  Platte  stattfinden,  und  weil  jeder  Punkt  der  Basis  die  voll- 
kommen rauhe  Ebene  berührt,  so  kann  hier  anfangs  keine  Rotation  um 
eine  vertikale  Axe  eintreten.  Der  Gjlinder  wird  beginnen,  sich  um  die 
Tangente  in  irgend  einem  unbekannten  Punkte  P  des  ümfanges  der  Basis 
zu  drehen.  Offenbar  müssen  der  resultierende  impulsive  Druck  auf  die 
Ebene  und  die  resultierende  impulsive  Reibung  in  durch  den  Punkt  P 
gehenden  Richtungen  wirken.  Weil  der  Cylinder  anfangs  keine  Winkel- 
geschwindigkeit um  seine  Axe  besitzt,  so  muss  die  Richtung  der  resul- 
tierenden Reibung  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Basis  gehen.  Es  sei  jB 
die  Normalreaktion  in  P  und  F  die  resultierende  entlang  den  Radius  C  P 
wirkende  Reibung,  o)  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Tan« 
gente  in  P\  u^v  seien  die  Gomponenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Schwerpunktes  S  des  Cylinders  parallel  und  senkrecht  zu  GP.  Die  ver* 
tikale  Axe,  um  welche  die  Platte  rotiert,  schneide  die  letztere  in  O,  OC 
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sei  =  (?,  und  der  noch  unbekannte  Badius  CP  schliesse  mit  CO  einen 
Winkel  ^  ein,  so  dass  2^.0 CP=S^.  Ferner  sei  CS  =  h,  CP=a,  Mk^ 
das  Trägheitsmoment  des  Cylinders  um  irgend  eine  horizontale  Axe  durch  S. 
Damit  sind  die  dynamischen  Gleichungen 

Mu  =  F,  Mv=B,  Mk^ia  =  —  Fh'-Ra. 
Die  Anfangsbewegung  des  Punktes  P  des  Cylinders  ist  dieselbe  wie  die 
des  Punktes  P  der  Platte.  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  de& 
Cylinders  ist  gleich  u — k^  in  der  Bichtung  des  Halbmessers  CP.  Die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  P  der  Platte  ist  gleich  Ü.OP,  ihre  Richtung 
ist  senkrecht  zu  OP.  Folglich  ist  der  Halbmesser  CP  senkrecht  zu  OP^ 
daher  ist  die  Axe^  um  welche  der  Cylinder  sich  zu  drehen  beginnt,  die 
von  O  an  den  umfang  der  Basis  gezogene  Tangente.  Weil  nun  OP 
=-  cBin&,  so  haben  wir  die  Relation 

u  —  A  «0  =  —  c  sin  &  ä. 
Ferner  ist,  da  der  Punkt  P  keine  veiükale  Geschwindigkeit  besitzt, 

V  —  a  CO  =  0. 
Diese  fünf  Gleichungen  genügen  zur  Bestimmung  der  Grössen  ti,  tso>,J^ 
und  B.    Durch  Elimination  erhalten  wir 

0)  __       ch  ein  ^ 

womit  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  des  Cylinders  gegeben  ist. 
Die  Ermittelung  der  übrigen  Grössen  überlassen  wir  dem  Leser. 

6.  Eine  vollkommen  rauhe  Kugel  befindet  sich  auf  einer  vollkommen 
rauhen  horizontalen  Ebene.  Dieser  Ebene  wird  um  eine  vertikale  Axe  eine 
gleichförmige  Winkelgeschwindigkeit  erteilt.  Welches  ist  die  von  der  Kugel 
im  Räume  beschriebene  Bahn? 

Lasse  sein  (Fig.  166)  OZ  die  vertikale 
Drehhaxe  der  Ebene,   O  den  Schnittpunkt  von 
Axe  und  Ebene,  OX^OY  irgend  zwei  im  Baume 
feste,   horizontale,   zu   einander  rechtwinkelige 
P     •^  Linien,  P  den  Berührungspunkt  von  Kugel  und 

Figur  166.  Ebene  zu  einer  beliebigen  Zeit  t.    Ziehe  PM 

parallel  zu  YO.  Ferner  sei  OM=x^  PM=y^  a  =  dem  Halbmesser 
der  Kugel,  m  =  ihrer  Masse,  mÄ*  =  ihrem  Trägheitsmomente  um  einen 
Durchmesser ,  ©  =  der  Winkelgeschwindigkeit  der  um  O  Z  rotierenden 
Ebene ;  die  Bewegung  derselben  erfolge  in  der  Richtung  des  Pfeiles.  Lasse 
bezeichnen  JT,  Y  die  Componenten  des  von  der  Ebene  auf  die  Kugel  aus- 
geübten Reibungswiderstandes  parallel  zu  den  Axen  O  JT,  OY,  (o^^i  a)y  die 
Winkelgeschwindigkeiten  der  Kugel  um  zu  OX.OY  parallele  Durchmesser 
in  den  durch  die  Pfeile  in  den  Ebenen  YOZ^  ZOX  angegebenen  Richtungen. 
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Für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Kugel  haben  wir  die 
Oleichungen 

and  fflr  die  Rotation  der  Engel 

^Ä«?J^=Ya,     (8)      mk^^=-JS-a.  (4) 

at  dt 

Eliminieren  wir  aus  (1)  und  (4)  JE;  aus  (2)  und  (3)  F,  so  kommt 

«77«  =  -*  d/'    ^^^        «-d7^  =  *77-  ^^> 

Durch  die  Integration  der  Gleichungen  (5),  (6)  und  Addition  willkürlicher 
Eonstanten  erhalten  wir 

a^=(7— Jfc^cüy,     (7)         a^  =  C'H-i2a,,.  (8) 

dt.  Oft 

Nun  ist  die  lineare  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der  Eugel  relativ 

^u  der  rauhen  Ebene  infolge  des  BoUens  der  Kugel  parallel  zu  O  X  gleich 

«a<»y,  parallel  zu  OY  gleich  —  aoi«;  die  der  Botation  der  rauhen  Ebene 

zu  verdankende  Lineargeschwindigkeit  ist  parallel  zu  O  J^  gleich  —  q>  .  j^, 

d  SR      d  tl 

parallel  zu  O  F  gleich  ».a?.     Dadurch  ergiebt  sich,  weil  3-»  -3^  die 

dt     dt 

Lineargeschwindigkeiten  des  Mittelpunktes  der  Kugel  parallel  zu  OA", 

O  Y  sind, 

dx  dy 

Bestimmen  wir  jetzt  aus  (7),  (8)  die  Werte  von  a>y,  oi^g  und  führen  sie  in 
diese  Gleichungen  ein,  so  kommt 

da      ^      k^ /-  dw\       z',       a\dai       a^ 

« 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt,  wenn  wir  die  Zeit  eliminieren, 

{aC  —  fc*  0) y)  dy  =  (a  C 4-  Ä*  OD  Ä?)  da?. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  und  die  Addition  einer  willkürlichen 
Konstanten  giebt 

2aCy  — *2a)y«  =  2aC'a?  +  Ä;2a>a?«  +  (7". 

^der  ^2^y«^.^__^_.^„_y^__^0.  (9) 

Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Konstanten  vor.  Es  sei 
<ler  Anfangsabstand  des  Mittelpunktes  der  Kugel  von  der  Axe  der  z  gleich  b. 
Die  Axe  der  x  wählen  wir  so,  dass  sie  durch  die  Anfangslage  des  Be- 
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rührungspunktes  der  Kugel  mit  der  rauhen  Ebene  läuft.  Dadurch  haben 
wir,  weil  die  anfängliche  impuIsiTe  Beibung  der  rotierenden  Ebene  und 
•der  Eugel  rechtwinkelig  zu  der  Axe  der  x  in  diesem  Falle  ist,  anfangs 

d  Qß 

—    =  0,  Q>y  =  0,  folglich  sehen  wir  mit  (7),  dass  0=0  ist.     Bezeichnet 

femer  F  die  impulsive  Reibung  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Rotation 
<ler  Ebene  beginnt,  oder  in  dem  Augenblicke,   wo  die  Eugel  auf  die 

rotierende  Ebene  gelegt  wird,  sind  (-^\  («*)  die  Werte  von   -—»    co^ 

momentan  nach  dem  Impulse,  so  haben  wir  die  Beziehungen 

m(^)=-F,      (10)  mÄ8(Q),)  =  2^.a.  (11) 

Weil  aber  hier  die  Kugel  auf  der  Ebene  nicht  gleitet,  so  muss  offen« 
bar  sein 

(^)  =  ft  0)  -  ö  (o,,),  (12) 

wo  &(»  die  der  Rotation  der  Ebene  zu  verdankende  Geschwindigkeit  des 
Mittelpunktes  der  Kugel  parallel  zu  02[^  — ^(q);^)  die  dem  Rollen  der 
Kugel  entlang  der  Ebene  zu  verdankende,  in  der  nämlichen  Richtung  ge- 
kommene Geschwindigkeit  ist.    Dadurch  ergiebt  sich  mit  (10)  und  (12) 

m\b(o  —  a  (0)^5)  I  =  -F, 
:so  dass  mit  (11) 

und  daher,  durch  (12), 

~dt)  ""  a^  +  Ä;«'"  a2  +  p- 

Aber  die  (8)  sagt,  dass 

folglich  wird,  für  T-p^  und  {p^)  ihre  Werte  setzend. 

Weil  C=0  und  C'=  0  ist,  so  erhalten  wir  durch  (7) 

•es  ist  aber  o?  =  &,  wenn  2/  =  0,  daher 

Mithin  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Bahn  des  Punktes  P 

^2   ^   y2     —     J2^ 
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Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kreises  vom  Halbmesser  b  mit  dem 
Mittelpunkte  in  O. 

Die  folgende  elegante  Lösung  dieses  Problemes  wurde  Walton  durch 
den  verstorbenen  Bobert  Leslie  Ellis  mitgeteilt. 

ff  Eine  auf  einer  vollkommen  rauhen,  horizontalen  Ebene  ruhende 
Eugel  erhält  einen  tangentialen  Impuls,  wenn  diese  Ebene  so  beschaffen 
ist,  dass  sie  sich  um  eine  vertikale  Axe  zu  drehen  beginnt.  Dieser  Im- 
puls erteilt  dem  Mittelpunkte  der  Eugel  eine  Geschwindigkeit  und  bringt 
eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  horizontale  Axe  hervor.  Der  Mittel- 
punkt der  Eugel  bewegt  sich  pai*allel  zu  dem  Antriebe,  die  Botationsaxe 
ist  senkrecht  zu  ihm;  daher  bewegt  sich  der  Berührungspunkt  parallel  zu 
dem  Stosse,  mithin  parallel  zu  der  Bewegungsrichtung  des  Centrums. 
Da  hier  kein  Gleiten  stattfindet,  so  bewegt  sich  folglich  der  Eugelmittel- 
punkt  in  derselben  Richtung  wie  die  Ebene.  Überdies  ist  es  leicht  zu 
sehen,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  zu  derjenigen  des  Be- 
rührungspunktes, oder  -—  was  dasselbe  ist  —  zu  derjenigen  der  Ebene 

sich  wie  1 : 1  +  ^  verhält ,  wenn  a  den  Halbmesser  der  Eugel  und  k 

ihren  kleinsten  Trägheitsradius  bezeichnet.  Während  die  Bichtung  und 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Ebene  unverändert  bleibt,  ereignet 
sich  keine  andere  Thätigkeit;  wenn  ein  Wechsel  stattfindet,  so  wird  der 
Eugel  ein  neuer  Tangentialimpuls  erteilt,  welcher  eine  neue  Geschwindig- 
keit des  Mittelpunktes  parallel  zu  seiner  eigenen  Bichtung  und  eine  neue 
Rotationsgeschwindigkeit  um  eine  zu  dieser  Richtung  senkrechte  Axe  her- 
vorbringt. Die  neue  Rotationsgeschwindigkeit  steht  zu  der  alten  in  dem- 
selben Verhältnisse  wie  die  neue  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  zu 
der  alten,  das  Besultat  ist  eine  zusammengesetzte  Geschwindigkeit  des 
Mittelpunktes,  welche  in  demselben  Verhältnisse  wie  vorher  zu  der  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  steht,  wie  vorher  parallel  zu  ihr  und 
daher  noch  parallel  zu  der  Bewegungsrichtung  der  Ebene  ist,  u.  s.  ty 
gleichviel  ob  die  Bewegung  der  Ebene  sich  kontinuierlich  oder  diskon- 
tinuierlich in  der  Richtung,  der  Geschwindigkeit,  oder  in  beiden  zugleich 
ändert.  In  dem  angenommenen  Bewegungsfalle  der  Ebene  (wobei  voraus- 
gesetzt ist,  dass  stets  ein  Element  der  Ebene  mit  der  Eugel  in  Berührung 
ist)  ist  die  Bewegung  der  Ebene  immer  normal  zu  einer  durch  einen  festen 
Punkt  gezogenen  geraden  Linie.  Daher  ist  die  Bewegung  des  Mittel- 
punktes auch  so,  mithin  beschreibt  das  Centrum  der  Eugel  einen  Ereis» 
dessen  Mittelpunkt  senkrecht  über  dem  genannten  festen  Punkte  liegt.' 

Walton,  p.  621— 625* 
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7.  In  einer  kubischen  Masse  befindet  sich  eine  cylindrische  Höhlung, 
der  Querschnitt  dieses  Hohlraumes  ist  eine  beliebige  ovale  Curve,  seine 
Erzeugende  eine  horizontale  gerade  Linie.  Der  Kubus  kann  frei  auf  einer 
glatten,  horizontalen  Ebene  gleiten.  Die  Fläche  der  Höhlung  ist  voll- 
kommen rauh,  in  ihr  liegt  eine  Kugel  so,  dass  die  vertikale  Ebene  durch 
die  Schwerpunkte  der  Masse  und  der  Kugel  senkreckt  zu  der  Oeneratrix 
des  Cylinders  ist.  Dem  Würfel  wird  durch  einen  Stoss  in  dieser  Ebene  die 
bewegende  Kraft  P  miigeteilt.  Welches  ist  die  Bewegung  der  Kugel 
relativ  zu  dem  Würfel .  und  der  kleinste  Wert  der  Stosskraft,  bei  welchem 
•die  Kugel  die  Fläche  der  Höhlung  nicht  verlassen  kann? 

Gleichzeitig  mit  dem  Stosse  P  entsteht  hier  eine  impulsive  Reibung 
zwischen  dem  Würfel  und  der  Kugel.  Es  sei  M  die  Masse  des  Würfels, 
m  diejenige  der  Kugel,  h  ihr  Trägheitshalbmesser  für  einen  Diameter, 
Fo  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  Würfels,  t?o  diejenige  des  Schwei- 
punktes  der  Kugel  relativ  zu  dem  Würfel,  wo  die  anfängliche  Winkel- 
geschwindigkeit der  Kugel. 

Für  die  horizontale  Bewegung  des  Systemes  und  für  die  Botations- 
bew^ung  der  Kugel  um  ihren  Berührungspunkt  erhalten  wir  damit  die 
Oleichungen 

»*(vo-+-  Fo)-+-ifFo  =  P,  a(vo  +  Fo) -f- A;*  ©o  =  0,         (1) 

und  weil  hier  kän  Gleiten  stattfindet,  so  kommt  dazu  die  Relation 

Vq  —  a  coo  =  0.  (2) 

Um  die  daraus  hervorgehende  Bewegung  zu  finden,  seien  (<v,  y)  die  auf 

rechtwinkelige,  mit  der  kubischen  Masse  fest  verbundene  Axen  bezogene 

Ooordinaten  des  Kugelmittelpunktes,  x  horizontal,  y  vertikal;  damit  ist  y 

«ine  bekannte  Funktion  von  Xy  wenn  die  Gestalt  der  cylindrischen  Höhlung 

'gegeben  ist.    Ferner  sei  xp  die  Horizontaloeigung  der  Tangente  an   die 

dy 
Höhlung  im  Berührungspunkte  von  Kugel  und  Hohlraum,  so  ist  i^  i/;  = -t^» 

Qr  X 

V  die  Geschwindigkeit  der  kubischen  Masse,  alsdann  muss  die  Gleichung 
bestehen 

m(^  +  F)-hJfF=P.  (3) 

Weiter  haben  wir,  wenn  Lq  die  anfangliche  lebendige  Kraft,  yo  den  An- 
fangswert von  y  bezeichnet,  durch  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kraft 

"^{(M  "^  O'"^  (ä)'"^  ^''"i  -^-  ^^'  =  io  -2  m^(2/  -yo)i  (4) 
wo  o)  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel  zur  Zeit  t  ist.     Wenn  v  die 

F.  Kraft,  Piobl.  d.  analyt.  Mecbaxilk.    II.  ^^ 
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Geschwindigkeit  des  Eugelmittelpunktes  relativ  zu  dem  Würfel  ist,  so 
muss  sein,  weil  hier  kein  Gleiten  stattfindet,  t;  =  aa}.  Durch  die  Eni* 
fernung  von  V  und  o»  aus  diesen  Gleichungen  gelangen  wir  zu 

**^  '"         =Cg-2gy,  (5) 


(1  4-^(7  l/;)(H.^,)- 


M-+-m 


p2 

wobei     Cg= j ir^-^^PVo  ist. 

(if4-m)|jf-h(Jf+w) 

Diese  Gleichung  giebt  die  Bewegung  der  Kugel  relativ  zu  dem  Würfel. 

Um  den  Druck  auf  den  Würfel  zu  finden,  versetzen  wir  den  Würfel 
in  den  Zustand  der  Buhe.  Es  sei  R  der  Druck  der  Kugel  auf  dea 
Würfel,  dann  ist  die  ganze  Effektivkraft  an  dem  Würfel  parallel  zu  der 
Axe  der  x  gleich  Rstnxp.     Daher  müssen  wir  an  jedem  Punkte   des- 

Würfels  eine  Beschleunigung  — =7— ^  von  entgegengesetzter  Bichtung  die- 

Ja. 

ser  Effektivkraft  angebracht  denken,  um  den  Buhezustand  zu  erzielen.     Aü 

der  Kugel  wirkt  dann  die  Kraft  —Rsintfß  in  horizontaler  Richtung  ia 

Addition  zu  der  Reaktion  22,  die  Reibung  und  ihr  eigenes  Gewicht  in- 
dem wir  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  nach  dem  Mittelpunkte  trans- 
mittieren,  sowie  die  Kräfte  parallel  und  senkrecht  zu  der  Normalen  der 
Bahn  zerlegen,  erhalten  wir 

wo  Q  der  Krümmungsradius  der  Bahn  des  Kugelmittelpunktes  ist.     Eli- 

d  m 
minieren  wir  hier  -—  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  sa 

dt 

ergiebt  sich 

C-2y  +  ^cosrp(l  +  -,-  ^^^)=BF,  (7) 

wo  m^i'=  ^/l -*-— 2 — ^)(  ^  "*■  7?*'**   r  )'   ^""   ^^^^   (f  ^^^ 

Zeichen  nicht  ändert,  so  ist  diese  Grösse  positiv. 

In  dem  Punkte,  in  welchem  die  Kugel  die  Fläche  der  Höhlung  ver- 
lässt,  ist  iJ  =  0.  Geben  wir  R  diesen  Wert ,  so  erhalten  wir  eine  Glei- 
chung zur  Bestimmung  von  ip  für  diesen  Punkt,  da  C  eine  bekannte 
Funktion  der  Anfangsbedingungen  ist.    Also  haben  wir  für  diesen  Fall 

welche  Gleichung  dritten  Grades  für  cosxp  aufzulösen  ist.     Wenn   sich 


—  ==  jB  H-       R  ain^  \p  —  mgcoa  j/;,  (6) 
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die  Kugel  gerade  rund  um  in  der  Höhlung  bewegt,  dann  muss  der  durch 
diese  Gleichung  für  <;o9i^  gegebene  Wert  gänzlich  imaginär  oder  nume- 
risch grösser  als  die  Einheit  sein.  Läuft  die  Eugel  gerade  rund  um, 
dann  muss  R  durchweg  positiv  sein  und  in  dem  Punkte,  fQr  welchen  es 

am  kleinsten  ist,  verschwinden.    In  diesem  Falle  haben  wir  22  und  -^ — 

gleichzeitig  gleich  Null.     Die  Differentiation  giebt 

Diese  Gleichung  bestimmt  \p,  weil  q  als  eine  Funktion  von  \p  durch  die 
Gleichung  des  Gylinders  gegeben  ist,  C  ist  dann  durch  (7)  bekannt,  wenn 
daselbst  B  =  0  gesetzt  wird,  und  sodann  auch  der  verlangte  Wert  von  P, 
Wir  bemerken ,  dass  die  Lage  des  Punktes ,  für  welchen  JB  =  0  zu 
setzen  ist,  unabhängig  von  den  Anfangsbedingungen,  aber  abhängig  von 
der  Gestalt  der  Höhlung  und  dem  Verhältnisse  der  Massen  des  Würfels 
und  der  Eugel  ist.  Dieser  Punkt  kann  nicht  der  höchste  Punkt  der 
Höhlung  sein,  es  sei  denn,  dass  der  Krümmungsradius  der  Höhlung  da- 
selbst ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist  Wenn  der  Normalschnitt  der 
Höhlung  ein  Kreis  oder  eine  Ellipse  mit  horizontaler  grosser  Axe  ist, 
dann  wird  der  Gleichung,  durch  welche  \f)  zu  finden  ist,  nur  mit  1/;  =  tt 
genügt.  In  diesem  Falle  finden  wir  fQr  den  kleinsten  Wert  des  Stosses 
P,  welcher  dem  Würfel  zu  erteilen  ist.  damit  die  Kugel  ganz  rund  geht, 
die  Gleichung 

wo  a  und  ß  die  Halbaxen  der  Ellipse  sind. 

Bonth,  Dynamics,  p.  153. 

8.  Ein  nnelastischer ,  homogener  Ereiscylinder  rollt  bei  horizontaler  Axe  auf 
einer  vollkommen  ranhen,  geneigten  Ebene,  welche  mit  einer  vollkommen  ranhen, 
horizontalen  Ebene  an  ihrem  Fasse  verbanden  ist,  herab.  Welches  ist  die  Geschwin- 
digkeit des  Gylinders  entlang  der  horizontalen  Ebene  xmd  der  Stoss,  den  sie  erhält, 
wenn  er  zuerst  auf  sie  trifft? 

Es  sei  a  =  der  Horizontalneigang  der  schiefen  Ebene ,  m  =  der  Masse  des 
Gylinders,  u=  der  Geschwindigkeit  seiner  Axe  in  dem  Aagenblicke  vor,  u'=  der- 
jenigen nnmittelbar  nach  dem  Zasammentreffen  mit  der  horizontalen  Ebene,  F  =  dem 
anfinglichen  Impals  der  Reibung  der  horizontalen  Ebene,  genommen  in  der  Bichtang 
der  Bewegung  der  Kugel  entlang  derselben ,  P  =  dem  normalen  Impuls  der  horizon- 
talen Ebene,  dann  ist 

tt'  =  -5-  (1  -+-  2  CM  a)  M,         F  =  -5-  w  M  (1  -  -  cosa),        P  =  m  I*  sin  «. 
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9.  Ein  homogener  Cylinder  gleitet  bei  horizontaler  Axe  ohne  zu  rollen  eine 
geneigte  Ebene  herunter.  Diese  Ebene  ist  auf  einer  gewissen  Strecke  ganz  glatt 
Nachdem  der  Cylinder  eine  gewisse  Geschwindigkeit  erlangt  hat,  b^innt  der  Cylinder 
infolge  der  Bauheit  der  Fläche  plötzlich  zu  rollen  ohne  zu  gleiten.  Wie  gross  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Axe  des  Cylinders  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  er  zu  rollen 
beginnt?    Welches  ist  der  Anfongsimpuls  der  Reibung? 

Wenn  u  die  Geschwindigkeit  des  Cylinders  in  dem  Augenblicke  vor,  u'  die- 
jenige unmittelbar  nach  dem  Anfange  des  vollständigen  Rollens  ist,  m  die  Masse  des 
Cylinders,  F  den  anfänglichen  Impuls  der  Reibung  bezeichneti  dann  wird  sein 

.2  ^1 

10.  Zwei  sich  gleichförmig  in  derselben  Ebene  um  zu  dieser  Ebene  senkrechte, 
durch  ihre  Mittelpunkte  gehende  Axen  drehende  Bäder  werden  plötzlich  in  Berührung 
gebracht  und  ihre  Axen  festgehalten.  Welche  Änderung  wird  dadurch  in  ihren  Winkel- 
geschwindigkeiten stattfinden,  wenn  die  Reibung  genügt,  um  alles  Gleiten  zu  rer- 
hindem? 

Lasse  sein  m  =  der  Masse  eines  Rades ,  k  =  seinem  Trägheitsradius  tlii  seine 
Rotationsaxe,  a  =  seinem  Halbmesser,  «(  =  seiner  Winkelgeschwindigkeit  vor,  a'  =  der- 
jenigen unmittelbar  nach  der  Collision.  Ferner  sollen  bezeichnen  n,l,b,ßtß^  die  ent- 
sprechenden Grossen  für  das  andere  Rad.  Damit  ist,  wenn  die  Rotation  der  R&der  Yor 
dem  Zusammentreffen  in  entgegengesetzter  Richtung  stattfindet, 

TO        ^ß  —  ^^  ^  ^yji»      aa  —  bß 

11.  Ein  Bach  ABCD  befindet  sich  in  einer  vertikalen  Ebene  mit  dem 
Winkel  ^  auf  einem  Tische.  Welches  Maximalverhältnis  kann  zwischen  den  Seiten 
BC  und  AB  stattfinden,  damit  das  Buch  nicht  Über  den  Winkel  B  kippt,  wenn  der 
Tisch  vollkommen  raah  und  das  Buch  unelastisch  ist? 

Das  Verhältnis  BC:J.B  kann  unmöglich  grosser  als  1:^2  sein.  Um  wie  viel 
kleiner  dieses  Verhältnis  sein  kann,  ist  unbestimmt,  denn  dieses  hängt  ab  von  der 
physikalischen  Beschaffenheit  der  Berührung  zwischen  der  Seite  ^JB  des  Buches  und 
des  Tisches. 

12.  Ein  sphärischer  Ball  von  gegebener  Elastizität  bewegt  sich  mit  einer  ge- 
gebenen Geschwindigkeit,  dreht  sich  gleichförmig  um  eine  horizontale  Axe  durch  seinen 
Mittelpunkt,  welche  senkrecht  zu  der  Bewegungsebene  seines  Centrums  ist,  und  stOsst 
auf  eine  horizontale  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit,  die  alles  Gleiten  verhindert 
Bestimme,  ob  der  Refiexionswinkel  durch  Zunahme  der  Rotationsgeschwindigkeit  vor 
dem  Stosse  wächst  oder  abnimmt.  Wie  viele  Umdrehungen  wird  der  Ball  nach  dem 
Stosse  machen,  bevor  er  die  Ebene  wieder  trifft? 

Es  sei  a  der  Incidenzwinkel ,  a  der  Reflexionswinkel 
Die  Richtung  der  Rotation  werde  im  Sinne  der  Pfeile  (Fig.  167) 
genommen.  Femer  lasse  sein  r  =  dcm  Halbmesser  des  Balles, 
u,  V  die  Componenten  der  Einfallsgeschwindigkeit  parallel  und 
senkrecht  zu  der  Ebene,  a>  die  Winkelgeschwindigkeit  in  dem 
Figur  167.  Augenblicke  vor  dem  Stosse. 

Mit  wachsendem,  positivem  a>  wächst  a'.  Wenn  m  nega- 
tiv ist,  oder  die  Rotation  in  entgegengesetzter  Richtung  der  Pfeile  erfolgt,  so  wird  a 
mit  wachsendem  «>  abnehmen.     Wenn 
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0  =  — TT-     ist,  SO  wird      a'=0, 

oder  der  Ball  in  der  Normalen  znrflckspringen.    Wenn  co  einen  grosseren  negativen 

Wert  als  —TT-  besitzt,  so  wird  a  negativ  sein,  d.  h.  der  Reflexionswinkel  wird  auf 
2r 

derselben  Seite  der  Normalen  wie  der  Einfallswinkel  liegen. 

Die  verlangte  Anzahl  von  Umdrehungen  wird  gleich  sein 

4ÄeM  7r 

g     *2®r-h5t?' 

13.  Ein  unelastischer  Stab  ruht  in  einer  horizontalen  Lage  auf  zwei  gleich  weit 
von  seinem  Schwerpunkte  entfernten  Pfosten.  Der  Stab  wird  um  einen  der  Pfosten  in 
der  vertikalen  Ebene  durch  dieselben  gedreht  und  sodann  fallen  gelassen.  HOrt  seine 
Bewegung  nach  dem  Stosse  auf  oder  nicht? 

Die  Bewegung  des  Stabes  wird  aufhören  oder  nicht,  je  nachdem  der  Abstand 

der  Pfosten  von  einander  grösser  oder  kleiner  als  aij/S  ist,  wobei  a  die  Länge  des 
Stabes  bedeutet. 

GrifBn,  Solutions  of  the  Examples  on  the  Motion  of  a  Rigid  Body,  p.  102. 

14.  Eine  vollkommen  rauhe  Ebene  bewegt  sich  mit  einer  gewissen  Geschwin- 
digkeit parallel  zu  vier  der  Kanten  eines  starren,  unelastischen  Würfels,  welcher  auf 
ihr  placiert  ist,  und  wird  plötzlich  in  den  Ruhezustand  versetzt.  Die  Geschwindigkeit 
soll  so  bestimmt  werden,  dass  der  Würfel  gerade  über  seine  Kante  stürzen  kann. 

Wenn  c  =  der  Länge  einer  Würfelkanto  und  v  =  der  verlangten  Winkelgeschwin- 
digkeit ist,  so  muss  sein 

t;2=|(l/2"-l}cflf. 

15.  Ein  vollkommen  rauher  Würfel  ruht  mit  der  einen  seiner  Flächen  auf 
einem  vollkommen  rauhen,  rectangulären  Brette,  welches  sich  auf  eine  glatte,  hori- 
zontale Ebene  stützt.  Der  Mittelpunkt  der  Basis  des  Würfels  fällt  mit  demjenigen 
der  oberen  Fläche  des  Brettes  zusammen  und  seine  Kanten  sind  parallel  zu  den  Kanten 
des  Brettes.  Das  Brett  empfängt  in  dem  Mittelpunkte  einer  seiner  Kanten  in  einer 
zu  der  nächsten  vertikalen  Fläche  des  Würfels  senkrechten  Richtung  einen  Stoss. 
Welcbes  ist  die  Impulsivkraft  zwischen  dem  Brette  und  dem  Würfel,  sowie  die  Bewe- 
gung beider  nach  der  Applikation  des  Stosses. 

Es  sei  m  die  Masse  des  Würfels,  m'  diejenige  des  Brettes,  P  die  Stosskraft,  a  die 
Länge  einer  Kante  des  Würfels.  Die  horizontale  und  die  vertikale  Componente  der 
Impulsivkraft  zwischen  Brett  und  Würfel  sind  resp. 

_5wP_  SwiP 

5m-f-8m'*        5m-|-8m'* 

Q^B  Brettes  augenblickliche  Geschwindigkeit  ist  gleich 

8P 
5mH-8w' 

und  der  Würfel  dreht  sich  während  eines  Augenblickes  relativ  zu  dem  Brette  um  die 
tiefere,  dem  Stosspunkte  zunächst  gelegene  Kante  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit 

6P 

a(5tn-|-8m')* 
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16.  Eine  homogene,  uro  einen  horizontalen  Diaroeter  rotierende  Engel  &llt  anf 
eine  vollkommen  rauhe,  geneigte  Ebene  aus  einer  solchen  Hohe,  dass  ihre  Winkel- 
geschwindigkeit durch  den  ersten  Stoss  nicht  beeinflusst  wird,  sodann  schreitet  sie  fort, 
die  Ebene  durch  Sprflnge  direkt  herabzusteigen.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit 
der  Engel  entlang  der  Ebene  gerade  nach  dem  n'«»  Stossu?  Welche  Strecke  l^  die 
Engel  auf  der  Ebene  zurQck  bis  zu  dem  Augenblicke  der  Beendigung  des  Hüpfens? 

Es  sei  a  die  Horizontalneigung  der  Ebene,  h  die  von  der  Engel  dnrchfallene 
Hohe,  e  ihre  Elastizität,  dann  sind  die  verlangte  Geschwindigkeit  und  der  verlangte 
Weg  resp.  gleich 

17.  Eine  unvollkommen  elastische,  homogene,  rauhe  Kugel  wird  ohne  Rotation 
schief  gegen  eine  feste  Ebene  geworfen.  Wie  gross  ist  das  Verhältnis  q  der  tangen- 
tialen Bestitutionskraft  und  der  tangentialen  Compressionskraft,  durch  cha,  den  Ein- 
fiEkllswinkel  und  Reflexionswinkel  und  den  ElastizitfttscoOfficienten  6  ausgedrückt,  ftr 
direkten  Stoss? 

Der  Wert  von  q  ist  durch  die  Gleichung  gegeben: 

2^  =  5  —  1  etga  , cotgtu 
Ferrers  and  Jackson,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems,  1848  to  1851. 

18.  Eine  Serie  von  vollkommen  rauhen  Halbcylindem  ist  Seite  an  Seite  fest, 
sie  liegen  mit  ihren  flachen  Flächen  quer  über  einem  geraden  Weg  von  konstanter 
Neigung.  Wie  gross  muss  die  Neigung  des  Weges  sein,  damit  ein  rauher,  kreiafonniger, 
unelastischer  Reif,  welcher  eben  von  dem  Gipfel  eines  der  cylindrischen  Rücken  herunter- 
springt, direkt  entlang  den  Weg  mit  einer  kleinen  gleichförmigen  G^eschwindigkeit  sich 
bewegen  kann? 

Es  sei  a  =  dem  Halbmesser  des  Reifes ,  a^  =  demjeniger  eines  der  G jlinder, 
ß  =  der  Neigung  des  Weges,  dann  ist  a  durch  die  Formel  gegeben 

8Ma=s — , 

und  ß  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt 

.    a  —  fi 
cos'^a  = 


.    a-f- 


Mackenzie  and  Walton,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems  for  1854. 
8—18.    Walton,  p.  625—629. 


Neuntes  Kapitel« 

Kleine  Schwingungen. 

Die  Schwingungen  eines  Körpers  können  entweder  daraus  hervorgeben,  dass  der- 
selbe in  irgend  einer  Weise  etwas  aus  seiner  Gleichgewichtslage,  die  eine  statische  oder 
dynamische  sein  kann,  ohne  Änderung  seiner  Form  verschoben  wird,  oder  daraus,  da» 
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die  inneren  Er&fte  des  Körpers  infolge  einer  FormTer&ndemng  desselben  zur  Wirkung 
kommen,  in  welchem  Falle  die  dem  EOrper  innewohnende  elastische  Kraft  ins  Spiel 
tritt  Es  handelt  sich  hier  yorsngsweise  um  den  ersten  Fall  nnd  dabei  nicht  nur  nm 
einen  einzelnen  Körper,  sondern  anch  nm  Systeme  von  KOrpem,  jedoch  ist  es  hier  nicht 
möglich,  alle  Untersuchnngsmethoden  zu  geben,  da  es  sich  dann  nötig  machte,  eine 
Tollstfindige  Theorie  der  Schwingungen  zn  entwickeln,  was  nicht  der  Zweck  dieser 
Arbeit  ist 


Erste   Abteilung. 
Kleine  Sehwingungen  parallel  einer  Ebene. 

Nimmt  die  die  Gleichgewichtslage  des  Körpers  störende  Kraft  unbegrenzt  ab, 
«0  nimmt  anch  die  Bewegung  mehr  und  mehr  ab,  es  wird  dabei  aber  gefunden,  dass 
•die  Schwingungszeit  im  allgemeinen  eine  endliche  Grenze  hat.  Die  endliche  Ghrenze 
wird,  wenn  eine  solche  besteht,  die  Zeit  einer  kleineu  Schwingung  genannt.  Je  kleiner 
die  Bewegung,  um  so  mehr  n&hert  sich  die  Schwingungszeit  dieser  Grenze  und  können 
wir,  wenn  die  Bewegung  genügend  klein  ist,  dieselbe  als  den  wahren  Wert  der 
Schwingungszeit  ansehen,  unter  der  Annahme,  dass  die  Bewegung  schliesslich  yer- 
«ch windet,  dürfen  wir  offenbar  alle  Quadrate  und  Produkte  kleiner  Grössen  vernach- 
lässigen,  wodurch  die  Gleichungen  sehr  vereinfacht  werden.  Wenn  das  System  nur 
^ne  unabh&ngige  Bewegung  znlässt,  so  haben  wir  im  allgemeinen  die  Gleichungen  auf 
-die  Form 

372-»-*^^  =  « 

aurflckznführen.  Dieses  wird  durch  Vemachlftssigung  der  Quadrate  der  kleinen  Grösse  8 
bewirkt.    Das  Int^^  der  vorstehenden  Gleichung  ist  bekanntlich 

wo  A  und  B  willkürliche  Konstante  bedeuten.    Bezieht  sich  diese  Gleichung  auf  die 

Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  dann  ist,  wie  wir  wissen,  die  Periode  seiner 

2 «  a 

Schwingung    -^  und  der  Centralpunkt  befindet  sich  in  einem  Abstände   -^  von  dem 

71*  W* 

Ursprünge.  Der  Umfang  der  Schwingtmg  ist  gleich  A  und  h&ngt  ab  von  den  Anfangs- 
bedingungen der  Bewegung.  In  diesem  Falle  wird  angenommen,  dass  die  Bewegung 
schliesslich  verschwindet.  Also  ergiebt  sich^  dass  wir  alles,  was  wir  verlangen,  direkt 
aus  der  Differentialgleichung  und  ohne  Betrachtung  des  Anfangszustandes  der  Beweg^mg 
bestimmen  können. 

Wenn  tfi  negativ  ist,  also  die  Gleichung  besteht 

«0  ist  «  =  — ~-+--Ae"'-t-Be-"*. 

In  diesem  Falle  ist  die  Bewegung  nicht  oscillatorisch ,  denn  s  wächst  oder  nimmt  ab 
kontinuierlich  mit  t  Ist  n^  =  0,  dann  haben  wir  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  in 
der  Differentialgleichung  zu  betrachten. 
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Erster  Abschnitt. 

Kleine  Schwingungen  unveränderlicher  Systeme. 

Erste  Methode. 

Besteht  das  System  ans  einem  einzelnen  Körper,  so  kann  die  Bewegang  anf  sehr 
einfache/Weise  gefanden  werden.  Vernachlässigen  wir  n&mlich  die  Quadrate  kleiner 
(rrOssen,  so  können  wir  Momente  am  die  Momentanaze  nehmen,  wie  wenn  dieselbe 
eine  feste  Aze  wäre.  Die  unbekannten  Reaktionen  werden  gewöhnlich  in  dieser  Axe,. 
die  oft  auch  in  einen  Punkt  übergeht,  wirken,  so  dass  dadurch  ihre  Momente  Ter- 
schwinden  und  im  allgemeinen  eine  Gleichung  erscheint,  welche  nur  bekannte  Grössen 
enthält. 

1.  Eine  homogene  Halbkugel  macht  kleine  Schwingungen  auf  einer 
vollkommen  rauhen  Ebene.     Welches  ist  die  Bewegung? 

Es  sei  C  der  Mittelpunkt  der  ebenen  Begrenzungsfläche,  S  der  Schwer- 
punkt der  Halbkugel,  N  ihr  Berührungspunkt  mit  der  rauhen  horizontalen 

Ebene  (Fig.  168),  a  =  dem  Badius  der  Halbkugel, 
C>S  =  c,  2^NCS=:&,  Jfc  =  dem  Trägheitshalbmesser 
für  die  durch  S  gehende,  auf  der  Bewegungsebene  des 
Schwerpunktes  senkrecht  stehende  Axe. 

Hier  ist  der  Berührungspunkt  N  das  Momentan- 
centrum, weil  die  Ebene  vollkommen  rauh  ist,  so  wird 
der  Reibungswiderstand  genügen,  den  Punkt  N  in  Buhe  zu  erhalten. 
Dadurch,  dass  wir  Momente  um  N  nehmen,  ergiebt  sich  die  Bewegangs- 
gleichung 

Nun  können  wir  setzen  iS  A^  =  a  —  (?,  «fn  ^  =  ^,  folglich  wird 

Mithin  ist  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung,  welche  wir  in  der  Folge 
mit  T  bezeichnen  wollen,  

^  cg 

Im  vorliegenden  Falle  ist  V  ä;*  +  c^=  dem  Trägheitsradius  der  Halbkugel 

2  8 

um  C,  &*  -f-  (?^  =  Y  a^  ^  =  ö  «7  folglich 


l      /2      2  2 3     2  _ 

T  =  2ny    ^^—^ ^-.      r=  2;r/fp  =  2-6382  ;r/^- 


3  '-''    Ihg      "''    g 

-^ag 

Hätten  wir  die  Ebene  als  vollkommen  glatt  vorausgesetzt,  dann  wäre  nicht 
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N^  sondern  der  Pusspunkt  M  des  von  S  auf  0  N  gefeilten  Perpendikel» 
Momentancentrum.  In  diesem  Palle  dürfen  wir  näherungs weise  setzea 
CM=  C8^  so  dass  die  Bewegungsgleichung 

woraus  für  die  Zeit  einer  vollen  Schwingung  folgt 

n 

<^9  Vg 


T^2ny—=V&&ZT7=' 


2.  Eine  Gylinderfläche  von  beliebiger  Gestalt  stützt  sich  in  stabilem 
Gleichgewichte  auf  eine  andere,  vollkommen  rauhe,  cylindrische  Pläche  so, 
dass  die  Axen  der  Cylinder  parallel  sind.  Der  obere  Gylinder  wird  etwa» 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  verschoben.  Wie  gross  ist  die  Zeit  einer 
Ueinen  Schwingung? 

Es  seien  BAP  und  haP  die  in  einer  Ebene  gelegenen  Normal- 
schnitte derCylinderflächen  (Pig.  169),  OA,  Ca 
jene  Normalen  zu  den  zwei  Plächen,  welche 
vor  der  Verschiebung  in  einer  vertikalen  Ge- 
raden liegen ;  OPO  m  die  gemeinschaftliche 
Normale  am  Ende  der  Zeit  t.  Durch  P  werde 
PM  vertikal  gezogen,  Co  in  Jf  schneidend» 
und /S  sei  der  Schwerpunkt  des  oberen  Cylinders* 
Dabei  ist  unerlässlich,  dass  der  Schwerpunk  iS 
links  von  M  liegt,  denn  sonst  würde  der 
Körper  offenbar  keine  Schwingungen  machen 
können. 

Wir  haben  hier  bei  abnehmender  Bewegung  die  Schwingungszeit  zu 
bestimmen,  der  Bogen  aP  wird  dabei  schliesslich  gleich  Null,  so  dass  C 
und  O  als  Erümmungsmittelpunkte  der  Bogen  aP  und  AF  angesehen 
werden  können.  Es  sei  q  =  OA,  q  =  Ca^  e=^aM^  ^  =  dem  von  Ca 
mit  der  Vertikalen  eingeschlossenen  Winkel.  Dann  ist  &^  2^CI)E  = 
2iOPA-h2i.PCa, 

Bogen  PA      Bogen  Pa 

_ 1 

Q  Q 


Figur  169. 


»=^ 


und    &=  2i.aMP  = 


Bogen  Pa 


Weil  aber  der  eine  Körper  auf  dem  andern  rollt,  ist  auch  Bogen  Pa=^ 
Bogen  P4,  daher,  indem  wir  die  Werte  von  ^  gleichen. 


1       1       1 

-  =  -+- 

C  Q         Q 


Diese  Gleichung  bestimmt  c.   Bezeichnen  wir  ferner  a  S  mit  c\  SM  =  c  —  c'^ 
mit  c'\  so  erhalten  wir,  Momente  um  P  nehmend, 
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lk^  +  PS>\^f,  =  -c"g&. 


{*:»-H.'«|^  = 


Nun  ist  annähernd  PS  =  PM—  SM—  aM—  SM=  c—c  + «?'  =  c ,  folglich 

-  c"g  ». 
Mithin  erhalten  wir  als  Schwingongszeit 


2 


9<^ 


Eine  andere  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  die  folgende.    Es  seien  wieder 
BAP^  baP  die  in  einer  Ebene  gelegenen  Normalschnitte  der  Gjlinder- 

flächen  (Fig.  170),  OAy  Ca  die  Nor- 
malen der  Flächen  für  die  Punkte  A^  a, 
in  welchen  sich  die  Flächenquerschnitte 
zur  Zeit  ^  =  0  berühren.  O  A  mache 
mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a;  OPC 
sei  die  gemeinschaftliche  Normale  zur 
Zeit  t,  S  der  Schwerpunkt  des  sich  be- 
wegenden Körpers,  so  dass  a  S  vor  der 
kleinen  Verschiebung  vertikal  ist,  aS=r. 
Aus  demselben  Grunde  wie  vorhin  können 
C  und  O  als  Erümmungsmittelpunkte 
der  Bogen  Pa^  PA  angesehen  werden^ 
und  es  sei  wieder  ^  =  0A,  Q'=^Ca. 
Ferner  sei  2^  A  O  P  =^  (p,  2^,  a  C  P  =  g)\  d-  =  dem  Winkel,  durch  welchen 
sich  der  Körper  aus  der  Gleichgewichtslage  in  die  Lage  baP  während 
der  Zeit  t  gedreht  hat.  Weil  vor  der  kleinen  Verschiebung  a  C  und  A  O 
in  derselben  geraden  Linie  liegen,  so  haben  wir  ^  =  ^  CD  JB  =  9  -t-  9', 
wobei  Ca  die  0-4  J5  in  D  schneidet,  auch  ist  wieder  Bogen  A  P  =  Bogen 

a  P.    Nun  ist  Qq>  =  qtf  ,  also  9  =  — ^  ^.    Der  horizontale  Abstand 

des  Schwerpunktes  4S  von  dem  Momentancentrum  P  ist  gleich  der  Pro- 
jektion des  Linienzuges  Pa  S  auf  eine  Horizontale,  ^Pacosia-^^) — oS .  ^ 


Fignr  170. 


A^r-ii 


*=(; 


a  —  r\& 


=  ^qicoaa  —  rc^  =  i    "  "  , cosa  —  r  \\f,  und  es  würfen  beim  ersten 

Oliede  dieses  Ausdruckes  die  Quadrate  kleiner  QrOssen  yemachlSssigt 
Bezeichnet  nun  noch  k*  den  Trägheitsradius  für  den  Schwerpunkt  5,  so 
ist  mit  P  als  Momentenpunkt 


d'&      ..-      — «.d*^  ^  Qe 


(i«  +  SP«)^  =  (*«H-5a«)--^^  =  -^( 


d^& 


e  +  f 


-,cos 


a-r^». 


^^*-^^^>y  =  -^C-4:V^'''«-0* 
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woraus  folgt: 


k^-hr^ 


-,C08 


a  —  Tj 


Nennen  wir  l  die  Länge  des  einfachen,  äquivalenten  Pendels,  dann  ist 
offenbar 


1  = 


Ä«  4-  r» 


( 


QU 


Q-hQ 


-,C08 


a  —  r\ 


Sind  die  Krümmungshalbmesser  ^,  q  einander  gleich,  dann  wird  mit  ^=^'=a, 

'in  i*n»  /y  — 


1  = 


2  (h^  4-  r«) 


Figur  171. 


(a  C08  a  —  2  r)  ^       '       a  cos  a  —  2  r 

Auf  der  gemeinschaftlichen  Normalen  für 
den  Berührungspunkt  Ä  (Fig.  171)  der 
beiden  Gylinderflächen  wollen  wir  jetzt  eine 

Länge  AM=o=---h-  abtragen,  über 

A  M  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschrei- 
ben, und  es  möge  die  Schwerlinie  A  S  diesen 
Kreis  in  N  schneiden.  Dann  ist  jSiV  = 
acosa  —  r,  wobei  S  N  ia  der  Bichtung 
von  N  nach  A  positiv  gedacht  ist.  Die 
Länge  l  des  einfachen,  äquivalenten  Pendels 
bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 


1  = 


SN 


Bezeichnet  R  den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  des  Schwerpunktes  5, 

wenn  der  obere  Cylinder  auf  dem  unteren  rollt,  dann  ist  Ä  =  — -  -^  i  so 

dass  alle  Punkte  ausserhalb  des  um  AM  gezeichneten  Kreises  Curven 
beschreiben,  welche  nach  A  hin  konkav  sind,  während  jene  innerhalb  des 
Kreises  Curven  erzeugen,  deren  konvexe  Seite  sich  nach  A  hin  kehrt. 
Daraus  geht  hervor,  dass  das  Gleichgewicht  stabil,  unstabil  ^der  neutral 
ist,  je  nachdem  der  Schwerpunkt  innerhalb,  ausserhalb  oder  auf  dem  Um- 
fange des  Kreises  liegt.  Durch  die  Formel  für  l  erkennen  wir  daher  fol- 
gendes. Liegt  S  ausserhalb  des  Kreises  und  über  der  Tangente  in  A,  so 
ist  l  negativ  und  das  Gleichgewicht  unstabil;  befindet  sich  S  innerhalb 
des  Kreises,  so  ist  l  positiv  und  das  Gleichgewicht  stabil.  Dieser  Kreis 
wird  deshalb  der  Stabilitätskreis  genannt. 

Das  vorstehende  Problem  ist  vollkommen  allgemein  und  kann  diese 
Lösung  in  allen  Fällen,  für  welche  der  Ort  der  Momentanaxe  bekannt  ist. 
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angewendet  werden.  Also  ist  q  der  Krümmungsradius  des  Ortes  im  Körper, 
Q  derjenige  des  Ortes  im  Baume  und  a  die  Neigung  seiner  Bahn  zum 
Horizont.  Bezeichnet  dx  die  horizontale  Verschiebung  des  Momentan- 
centrums, welche  durch  eine  Drehung  dd'  des  KOrpers  hervorgerufen  wird, 
so  kann  die  Oleichung  fQr  die  Länge  des  einfachen,  äquivalenten  Pendels 
eines  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  schwingenden  Körpers  geschrieben 

werden 

h^-¥r^      dx 

l       ~  d&      "*' 
denn  es  ist  dann  ~^-^,eo8ad&  =  dx^  ,  cosa  —  ^-r- 

Daraus  lässt  sich  leicht  erkennen,  dass  der  Stabilitätskreis  einen 
Durchmesser  von  einer  Länge  gleich  dem  Verhältnisse  der  Geschwindigkeit 
der  Momentanaxe  im  Baume  zu  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers 
besitzt. 

Wenn  auf  den  Körper  eine  beliebige,  durch  seinen  Schwerpunkt 
gehende  Kraft  wirkt,  so  müssen  die  erhaltenen  Besultate  etwas  modifiziert 
werden.  Gerade  wie  vorher  muss  im  Gleichgewichtszustande  die  Kraft  in 
der  Linie  wirken,  welche  den  Schwerpunkt  8  und  das  Momentancentrum  A 
verbindet.  Wenn  der  Körper  eine  kleine  Verschiebung  erfahren  hat,  so 
wird  die  Bichtung  der  Kraft  ihre  frühere  Aktionslinie  in  einem  gewissen 
Punkte  F  schneiden ,  welchen  wir  als  bekannt  annehoien.  Ist  AF  =^f^ 
wählen  wir  /  positiv ,  wenn  S  und  F  auf  entgegengesetzten  Seiten  des 
Ortes  des  Momentancentrums  liegen,  so  finden  wir  durch  ein  ähnliches 
Verfahren,  dass  die  Länge  /  des  einfachen,  äquivalenten  Pendels  unter 
dieser  Kraft,  dieselbe  konstant  und  gleich  der  Schwerkraft  gedacht,  gegeben 

ist  durch  7«  ,     •  /  r 

Ä*  -4-  r*        QQ  fr 

—  =    ^  ^  ,co8a  —  -r — » 

l  Q-^Q  f-hr 

wo  a  der  Winkel  ist,  welchen  die  Bichtung  der  Kraft  mit  der  Normalen 
der  Bahn  des  Momentancentrums  einschliesst.    Messen  wir  auf  A  S  eine 

Länge  AS'  ab,  so  dass  "j^^T^"*"  Tf'  ^^^^  nimmt  die  Gleichung 
für  l  die  Form  an: 

*-!±^  =  S'N. 

Das  Gleichgewicht  ist  daher  stabil  oder  unstabil,  je  nachdem  S'  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Stabilitätskreises  liegt. 

3.  Zwei  Punkte  Ä,B  (Fig.  172)  eines  Körpers  sind  gezwungen 
gegebene  Curven  zu  beschreiben,  und  ist  der  Körper  unter  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  im  Gleichgewichte.     Dem  Körper  wird  eine  kleine  Ter- 
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Figur  172. 


Schiebung  erteilt.  Wie  gross  ist  die  Länge  des  einfachen,  äquivalenten 
Pendels? 

Es  seien  C,  D  die  Erümmungsmittelpunkte  der  gegebenen  Gurven 

für  ihre  Punkte  A,  B  und  mögen  sich  die  Geraden 
ÄC,  BD  in  O  schneiden.  S  sei  der  Schwerpunkt 
des  Körpers,  ES  eine  Senkrechte  auf  die  Gerade 
*^  A  B,  In  der  Gleichgewichtslage  ist  die  Gerade 
80  vertikal,  y,  S  seien  die  von  AC,  BD  mit 
der  Vertikalen  eingeschlossenen  Winkel,  und  a  be- 
zeichne den  Winkel  AOB.  Ferner  seien  Ä,  JS',. . . 
die  Lagen  von  ^ ,  5 , . . . ,  wenn  der  Körper  durch 
einen  Winkel  ^  gedreht  worden  ist,  endlich  sei 
noch  2iACÄ=zz^^  2iBDff  =  if. 

Weil  der  Körper  aus  der  Lage  AB  in  die- 
jenige Ä  Bl  gebracht  worden  ist  durch  Drehung  um  0  durch  den  Winkel 

^,  so  haben  wir      ^  '  ^  =     ^  '^  =  d-.     Auch  ist  schliesslich  88'  senk- 

i)  A  U  JD 

recht  zu  OS,  so  dass  8 8'  =08.^.  Sind  nun  a?,  y  die  Projektionen  von 
O  <y  auf  die  horizontale  und  vertikale  Gerade  dmch  O,  dann  bekommen 
wir  durch  Projizieren 

xcosS  -h  y  ein  d  =  Abstand  des  Punktes  O'  von  O  D  =  O  D .  ^\ 
xcosy-¥y8iny=^        »  »  »        »     n     OG=OG.(f. 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt 

O D .  sin y  .(p  -^  OC . sin d .  (p 

sina 

Nehmen  wir  aun  Momente  um  das  Momentancentrum  0\  so  erhalten  wir 
mit  k  als  Trägheitshalbmesser  für  den  Schwerpunkt  8  die  Bewegungs- 
gleichung 


/^^      OD. OB   siny      OC.OA  «mJx^ 
^V  BD        sina  CA       sinaJ 


CA       sin 

Damit  ergiebt  sich  fßr  die  Länge  l  des  einfachen,  äquivalenten  Pendels 
die  Belation 

ife«-f-OÄ«      ^^       OD. OB   siny      OC.OA  smd 
l  BD        sina  CA       sina 

In  dem  besonderen  Falle,  in  welchem  die  Punkte  A  und  B  gezwungen 
sind,  sich  auf  geraden  Linien  zu  bewegen,  liegen  die  Krömmungsmittel- 


punkte  C  und  D  im  Unendlichen.    Dann  ist 
und  die  allgemeine  Gleichung  geht  über  in 


OD 
BD 


=  -1, 


00 

AC 


=  -U 
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^^-±^  =  OS~OB.^-OA-'-^. 
l  8ina  Mtna 

Schneiden  sich  die  Geraden  OÄ  und  OB  rechtwinkelig,  so  erhalten  wir 
die  einfache  Formel 

wo  F  die  Projektion  des  Mittelpunktes  von  ^£  auf  OS  bezeichnet 

4.  Ein  Körper  schwingt  um  eine  Gleichgewichtslage  unter  der  Wir- 
kung der  Schwerkraft  und  es  ist  der  Krümmungsradius  der  Bahn  seines 
Schwerpunktes  bekannt.  Wie  gross  ist  die  Xiänge  des  einfachen,  äqui- 
valenten Pendels? 

Es  sei  S  (Fig.  178)  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Körpers,  wenn 
er  sich  in  seiner  Gleichgewichtslage  befindet,  Si  die  Li^ 
dieses  Punktes  am  Ende  einer  Zeit  t. 

Weil  im  Gleichgewichtszustande  die  Böhenk^e  des 
Schwerpunktes  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  so  ist 
die  Tangente  im  Punkte  S  an  die  vom  Schwerpunkte 
Figur  178.  beschriebene  Curve  S  Si  horizontal.  Die  Normalen  dieser 
Curve  für  die  Punkte  5,  Si  mögen  sich  in  dem  Punkte  C  schneiden, 
dann  kann,  weil  der  Curvenbogen  S  Si  sehr  klein  ist,  C  als  Krünunungs- 
mittelpunkt  der  Curve  für  den  Punkt  S  angesehen  werden.  Es  sei 
S  Si  =  8j  2i.  S  C  Si  =  tp,  jB  =  dem  Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt 
S,  &==  dem  Winkel ,  durch  welchen  sich  der  Körper  bei  der  Bew^ping 

von  S  nach  Si  gedreht  hat,  so  dass  -=-  seine  Winkelgeschwindigkeit  be- 
zeichnet. Weil  S  sich  entlang  der  Tangente  in  iS  bewegt,  so  liegt  das 
Momentancentrum  auf  der  Normalen  Si  C  in  einem  solchen  Punkte  O, 

dv  d 8  ds 

dass  O  Sx  TT  =  der  Geschwindigkeit  von  jSi  =  -=-.  also  Si  O  =  --  ist. 
dft  dt  d^ 

Bezeichnet  nun  Mk^  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  um  seinen  Schwer- 
punkt und  nehmen  wir  Momente  um  O,  dann  erhalten  wir 

(k^'h0  8i^)j^=r'-p.0Si.8inip. 

Es  ist  aber,  wenn  schliesslich  der  Winkel  &  unendlich  klein  wird,  ^  =  -^, 
und  die  Bewegungsgleichung  geht  damit  über  in 
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Mithin  ist  die  Länge  des  einfachen,  äquivalenten  Pendels  und  die  Zeit 
einer  vollen  Schwingung 

^         OÄi^^"  OSi  g 

5.  Wenn  das  sich  bewegende  System  nur  eine  unabhängige  Be- 
wegung zulässt,  so  kann  die  Zelt  einer  kleinen  Schwingung  häufig  mit 
Hilfe  des  Prinzipes  der  lebendigen  Kraft  abgeleitet  werden.  Diese  Glei- 
chung wird  eine  solche  der  zweiten  Ordnung  kleiner  Grössen  sein  und  ea 
ist  bei  der  Bildung  derselben  nötig,  kleine  Grössen  dieser  Ordnung  mit 
in  Rechnung  zu  ziehen,  was  manchmal  komplizierte  Betrachtungen  ver- 
ursachen wird.  Auf  der  anderen  Seite  wird  jedoch  die  Gleichung  von 
allen  unbekannten  Beaktionen  frei  sein,  so  dass  wir  uns  häufig  viele 
Eliminationen  ersparen  können. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  im  Baume  nach  zwei  Bichtungen  ist 
durch  die  Coordinaten  x,  y  seines  Schwerpimktes  und  den  Winkel  ^, 
welchen  irgend  eine  feste  Linie  in  dem  Körper  mit  einer  festen  Geraden 
im  Baume  einschliesst,  gegeben.  Der  Körper  sei  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  im  Gleichgewichte,  und  wir  verlangen  die  Zeit  einer  kleinen 
Schwingung  zu  finden. 

Weil  der  Körper  nur  einer  unabhängigen  Bewegung  fähig  ist,  so 
können  wir  x^  y  als  Funktionen  von  ^  darstellen,  wodurch 

Bezeichnet  Mk^  das  Moment  zweiten  Grades  des  Körpers  um  seinen 
Schwerpunkt,  dann  ist  nach  dem  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft 

wo  V  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet. 

Ist  a  der  Wert  von  ^,  wenn  sich  der  Körper  in  der  Gleichgewichts- 
lage befindet,  und  nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  t  ^  =  (a  +  9)  ist,  dana 
ist  durch  Maclaurin's  Theorem 


//^^ 


y  =  yo  -«-  yo  9  ■♦"  yo   ^  "^ 


^0  yo'i  yo"*  •  •  •  die  Werte  von  ^^.      _^» . . .  sind,  wenn  d-^a  ist.    Aber 

für  die  Gleichgewichtslage  ist  y  entweder  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,, 
also  yo'=  0*    Folglich  wird  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 


(^0'« -+- *:^)  Q)  =C-(7yo'^y^ 
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WO  t'eJo'  den  Wert  von  -r-r  bedeutet ,  wenn  ^  =  «  ist.    Die  Differentiation 

dO' 

dieser  Gleichung  giebt 

so  dass,  wenn  l  die  Länge  des  einfachen,  äquivalenten  Pendels  bezeichnet. 


d^^ 

und  haben  für  ^  seinen  Wert  a  nach  Ausführung  der  Differentiation  zu 
schreiben.  Es  ist  nicht  schwer  zu  sehen,  dass  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieses  Resultates  dieselbe  wie  die  in  dem  vorhergehenden  Falle  ist 
Dieses  analytische  Resultat  wurde  durch  Mr.  Holditch  in  dem  achten 
Bande  der  Cambridge  Transactions  gegeben.  Diese  bequeme  Formel  ist 
dann  zu  gebrauchen,  wenn  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  des  schwin- 
genden Körpers  bekannt  ist. 

Zweite  Methode. 

Besteht  das  System  aus  mehreren  Körpern,  so  bilden  wir  die  allgemeinen  Be- 
wegungsgleichangen  aller  Körper.  Sind  sodann  die  Lagen,  um  welche  die  Schwin. 
^ngen  stattfinden,  bekannt,  so  werden  einige  der  darinnen  enthaltenen  Grossen  klein 
sein.  Die  Quadrate  und  höheren  Potenzen  dieser  kleinen  Grossen  können  Temach- 
lässigt  werden,  wodurch  alle  Gleichungen  eine  lineare  Form  annehmen  werden.  Sind 
hierauf  die  unbekannten  Beaktionen  alle  eliminiert ,  so  können  die  resultierenden  Glei- 
chungen leicht  gelost  werden.  Sind  die  Lagen,  um  welche  die  Schwingungen  statt- 
finden, nicht  bekannt,  dann  ist  es  nicht  nötig,  zuerst  das  statische  Problem  zu  lOsen. 
Wir  können  durch  einen  Prozess  die  Ruhelagen  bestimmen,  ermitteln,  ob  sie  stabil 
-oder  es  nicht  sind,  und  die  Schwingungszeit  finden. 

1 .  Die  Enden  eines  gleichförmigen  schweren  Stabes  A  B  (Fig.  174) 
Yon  der  Länge  21  sind  genötigt,  sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten 
Winkels,  von  welchen  der  Schenkel  O  X  horizontal  ist,  zu  bewegen.  Das 
ganze  System  dreht  sich  mit  einer  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit  a> 
um  die  Axe  O  Y.  Welches  ist  die  Gleichgewichtslage  und  die  Zeit  einer 
kleinen  Schwingung? 

|R  Es  seien  x,  y  die  Goordinaten  des  Mittelpunk- 

tes S  des  Stabes  AB,  0^  bezeichne  den  Winkel  OBAj 
eingeschlossen  von  dem  Stabe  und  der  Äbscissenaxe. 
B\  R  seien  die  Beaktionen  in  A,  B,  in  der  Ebene 
XOY;  die  Masse  der  Längeneinheit  des  Stabes  sei 
die  Masseneinheit. 

Die  Accelerationen  eines  beliebigen  Stabelementes 
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mit  den  Coordinaten  (J,  rj)  sind  — |  —  <»*  J,  parallel  zu  OJT,  —  —  (f^w), 

senkrecht  zu  der  Ebene  JCO  F,  -rr^  parallel  zu  OY.    Da  es  nicht  nötig 

sein  wird,  Momente  um  OA^^  OY  zu  nehmen,  oder  senkrecht  zu  der  Ebene 
XOY  zu  zerlegen,  so  wird  die  zweite  Acceleration  nicht  gebraucht  werden. 

Die  Resultanten  der  Effektiykräfte  -^  d  r  und  -=-^  d  r  sind  fUr  den  gan- 

d  Qß  d  li 

zen  Stab  ^l-r^  ^nd  2/— |.  angreifend  in  dem  Schwerpunkte  S,  und 

ein  Paar  2^nc^-^-r^>  welches  bestrebt  ist,  den  Körper  um  8  zu  drehen. 

dt^ 

Die  Resultanten  der  Effektivkräfte  to^^dr^  genommen  über  den  ganzen 

Körper,  sind  eine  einzelne  in  S  wirkende  Kraft  =  /     io^{ai-^rco8d)dr 

/+« 
w^  (a?  +  »•  co8$)  rsin&dr 

—  (ü^ .21' -^ 8in& co9&^  wobei  der  Abstand  r  von  8  nach  B  gemessen  ist. 
o 

Anmerkimg.  Wenn  ein  KOrper  sich  in  einer  Ebene  nm  eine  in  seiner  eigenen 
Ebene  gelegenen  Axe  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  o>  dreht ,  so  kann  ein  einzehter 
Ansdmck  ifttr  die  Besnltanten  der  Centrifbgalkrftfte  an  allen  Elementen  des  Körpers 
gefonden  werden.  Wir  nehmen  den  Schwerpunkt  als  Ursprung  und  die  Axe  der  y 
parallel  zu  der  festen  Axe;  c  sei  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Rotationsaxe, 
dann  sind  alle  Centrifdgalkr&fte  &qaiyaleBt  einer  einzelnen  resultierenden  Kraft  in 

8=^  Itfi  (c  —  o;)  (2  m  =  «^  Jbf  c,  weil  ip  =  0,  und  einem  einzigen  resultierenden  Paare 
=  l«fi (c-h x)ydfn  =  a^  txydm,  weil  y  =  0. 

Damit  bekommen  wir  die  dynamischen  Oleichungen 

2/.^f  =  -Ä-h^.2i,  }  (1) 

dt^  ö 

und  die  geometrischen  Bedingungen  sind 

X  =-1008 '9'^  y  =  1 8in  &.  (2) 

Die  Elimination  der  Reaktionen  jß,  Bf  aus  den  Oleichungen  (1)  giebt 

d«y        d^x      ,^d^&  j  2^*    •    a       a        /Q\ 

x-^—y^^^  -hÄ;2^  =  ^a?  — ««a?y  — «2  — «n^cMtl^.        (8) 

F.  Kraft,  ProbL  d.  analyt  Hechanlk.    U.  34 
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Zuerst  haben  wir  nun  die  Ruhelage  zu  bestinunen.  Beachten  wir,  dass 
der  Stab  stets  in  seiner  Buhelage  verbleibt,  wenn  er  in  dieselbe  gebracht 
worden  ist,  falls  keine  weiteren  Kräfte  wirken,  so  muss  die  Bedingung 
erftQlt  werden 


d*a 
dt*  ~ 

0, 

d*y 
dt* 

=  0, 

d*z 
dt* 

=  0. 

gx- 

-0,« 

xy 

—  m* 

l*    . 
3«n 

* 

eo8  9- 

=  0. 

Dieses  giebt 

n 

(4) 

Verbinden  wir  diese  Oleichung  mit  der  Gleichung  (2),  dann  kommt 
glcon  d'  —  m^  l^  sin  &  C08  d"—  m^ -^  sin  d- cos  &  =  0, 

/-In              4 
ff  —  w^lsm&(l'\--ö^f=ff ^(o^lsinO-^O^ 

d.h.  ^  =  -^,        oder        sind-^-rAri* 

mithin  sind  die  Gleichgewichtslagen  gefunden  und  es  werde  irgend  eine 
derselben  repräsentiert  durch  ^  =  a,  x  =  a^  y  =  l>. 

Nun  können  wir  zu  der  Ermittelung  der  Zeit  einer  kleinen  Schwin- 
gung übergehen. 

Es  sei   a7  =  a  +  a?',  y^b-^-y^  ^  =  a4-*',  wo  x\  y\  ^'  alle 

kleine  Grössen  bedeuten.    Diese  Ausdrücke  haben  wir  in  die  Gleichung 

d^  X   d^v   d&^ 
(3)  zu  substituieren.     Weil  die  Grössen  -zr^^f  -r~»  -^-^  auf  der  linken 

dt*     dt*     dt* 

Seite  der  Gleichung  alle  klein  sind,  so  können  wir  daselbst  einfach  fttr 

or,  y,  ^,  a,  6,  a  setzen.    Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  nehmen 

wir  die  Substitution  mit  Hilfe  des  Satzes  von  Taylor  vor,  also  nach 

Wir  wissen,  dass  das  erste  Glied  /(a,  i,  a)  gleich  Null  ist,  weil  dieses  die 
n&mliche  Gleichung  (4)  ist,  aus  welcher  a,6,a  gefunden  wurden.  Daher 
erhalten  wir 

d*y       .d*x'.^d*&'      ,  «rx   '       «      ^        «^       «      *.^ 

Setzen  wir  noch  in  den  Gleichungen  (2)  ^  =  a  +  y,  und  wenden  den 
Satz  von  Taylor  an,  so  kommt 

x'=  —  lstna.&\         y^=lcosa*&\ 

Mithin  ist  die  die  Bewegung  bestimmende  Gleichung 

d*S''  4 


i 
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4 
Nun  ist,  wenn  glsina'\--^(a^l^€082a  =  n  gesetzt  wird,  weil  n  stets  posi- 

tiv  ist,  sobald  jeder  der  zwei  Werte  von  a  substituiert  wird,  die  Zeit  einer 
Ideinen  Schwingung 


T=2njr: 


2-1-1.8 


n 

Wenn  n  negativ  ist,  dann  ist  das  Gleichgewicht  unstabil  und  es  können 

somit  in  diesem  Falle  keine  Schwingungen  stattfinden. 

3  0 
Ist  «*  >  77»  so  besitzt  der  Stab  zwei  Gleichgewichtslagen.    Durch 

Substitution  ergiebt  sich,  dass  die  eine  Lage,  in  welcher  der  Stab  zu  der  Yer- 

tikalen  geneigt  ist,  stabil  und  die  andere  Lage  labil  ist.    Wenn  (»^  <  -y^» 

4^ 

•dann  ist  die  einzige  Lage,  in  welcher  der  Stab  ruhen  kann,  die  vertikale 
und  diese  Gleichgewichtslage  ist  stabil. 

Mit  n  =  0  befindet  sich  der  Stab  in  einer  neutralen  Gleichgewichts- 
lage. Um  die  kleinen  Schwingungen  zu  bestimmen,  haben  wir  in  diesem 
Falle  auch  die  kleinen  Glieder  höherer  Ordnung  als  der  ersten  in  Rechnung 
zu  ziehen.     Durch  eine  wohlbekannte  Transformation  erhalten  wir 

7/ 

Folglich  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (3)  =  (i*  h-  h^)-^i  die  rechte 
Seite  derselben  geht  mit  Hilfe  von  Taylors  Theorem  über  in 

-T— 2  {glcosa  —  -^  «•  l^  «m  2  er)  =-jr  H 

Q       ^ 

Wenn  n  =  0  ist,  so  haben  wir  a  =  7rund  ai*  =  -r-T-    Nehmen  wir  die 

J  4    6 

nötigen  Substitutionen  vor,  dann  geht  die  Bewegungsgleichung  über  in 

Weil  die  niedrigste  Potenz  von  &'  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
ungerade  und  ihr  Goöfficient  negativ  ist,  so  ist  das  Gleichgewicht  für  eine 
Verschiebung  nach  rechts  oder  links  von  der  Gleichgewichtslage  stabil. 
Bezeichnet  a  den  Anfangswert  von  y,  dann  ist  die  Zeit  T  zur  Erreichung 
4er  Gleichgewichtslage 

^       gl   ^0  ya4_y4 
oder,  wenn  wir  d^=atp  setzen, 

'^        ffl    ^0    «yi  — y4        a^       gl    A  yi__"y4' 
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Da3  hier  vorkommende  Integral  kann  in  Gliedern  der  Gammafunktion  aus- 

gedrückt  werden.    Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  /  ^  —  = : * 

daher  können  wir  auch  schreiben 


r=  J./'- 


-hJk« 


^^  9^         V2^ 

daher  ist  die  zur  Erreichung  der  Gleichgewichtslage  erforderliche  Zeit 
dem  Bogen  umgekehrt  proportional.  Wenn  die  anfängliche  Verschiebung 
unendlich  klein  ist,  dann  wird  die  Zeit  unendlich  gross. 

Diese  Aufgabe  hätte  auch  leicht  mit  Hilfe  der  ersten  Methode  ge- 
löst werden  können.  Fällen  wir  von  A  und  B  senkrechte  Gerade  auf  O  Y 
und  0  JiT,  so  schneiden  sich  diese  in  dem  Momentancentrum  C.  Nehmen 
wir  Momente  um  die  Aie  durch  diesen  Punkt,  so  gelangen  wir  zu  dei 
Gleichung 


21 


4 
=  g  l  cos&'^l^  aind'Coa  &  =/(^). 


Sodann  kann  die  Gleichgewichtslage  gefunden  werden  mittelst  der  Gleichung 

/{«)-0, 
und  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung  ergiebt  sich  aus  der  Relation 

Dritte  Methode. 

Sind  mehrere  Körper  vorhanden,  die  sich  nnabhän^g  von  einander  bew^^en 
können,  dann  kann  die  Zahl  der  Gleichungen  and  unbekannten  Reaktionen  sehr  grosa 
werden.  Bei  der  zweiten  Motliode  beginnen  wir  unseren  Prozess  mit  der  EliminatioD 
aller  unbekannten  Reaktionen  aus  den  Gleichungen  und  machen  von  den  djnamischeD 
Gleichungen  keinen  weiteren  Gebrauch.  Es  lässt  sich  aber  eine  Methode  altwickeln^ 
welche  sofort  das  Resultat  dieser  EUminationen  giebt  und  das  Anschreiben  der  primi- 
tiven dynamischen  Gleichungen  nicht  verlangt. 

Bezeichnen  x,  y  die  Coordinaten  eines  beliebigen  materiellen  Punktes  des  S3'steme8^ 
bezogen  auf  rechtwinkelige  Coordinatenazen,  bXjby  irgend  welche  kleine  Verschiebungen 
dieses  Punktes  parallel  zu  den  Axen,  2C,  Y  die  Gomponentensummen  der  beschleuni- 
genden Krftfte  parallel  zu  diesen  festen  Linien,  dann  ist  nach  dem  Prinzipe  von  D'Alemberi,. 
verbunden  mit  den)  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

^^  (f «^  **  ■*"? t«  ^  0  "  ^^^^^^-^  ^*y^- 

Diese  Gleichung  kann  in  so  viele  Gleichungen  zerlegt  werden,  als  unabhängige  Bewe- 
gungen des  Systemes  vorhanden  sind.    Die  partiellen  Gleichungen  gentigen  in  Verbin- 
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dimg  mit  den  geometrischen  Nebenbedingnngen  zur  Bestimmung  der  Bewegung.  Nehmen 
wir  beispielsweise  an,  dass  das  System  eine  einzige  unabhängige  Bewegung  zulftsst, 
dann  kennen  Xf  y  etc.  als  Funktionen  einer  einzigen  unabhängigen  Variablen  dargestellt 
werden,  diese  sei  ß-,  so  dass 

Nach  der  Substitution  wird  b&  aus  der  Gleichung  yerschwinden  und  wir  werden  eine 
dynamische  Gleichung  erhalten,  welche  von  allen  unbekannten  Reaktionen  frei  Ist. 

Wenn  irgend  einer  der  EOrper  ein  starrer  Körper  ist,  dann  wird  die  Summe 
«uf  der  linken  Seite  der  Gleichung  ein  Integral  und  es  macht  sich  der  folgende  Satz 
nötig 

4.  h.  das  virtuelle  Moment  aller  Effektivkr&fte  ist  gleich  dem  virtuellen  Momente  der 
ganzen  in  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  vereinigten  Masse,  plus  dem  virtuellen  Mo- 
mente, welches  der  Rotation  um  den  Schwerpunkt  zu  verdanken  ist. 

Dieses  kann  folgendermassen  bewiesen  werden.  Setzen  wir  oi;  =  ar  +  ^»  y  =  F  +  3/'* 
•dann  wird  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  zu 

Schreiben  wir  femer  x'=  rcos9>,  y'=r  sin  9>,  wo  r  unabhängig  von  t  ist,  so  bekommen  wir 

Indem  wir  nun  diese  Gleichungen  multiplizieren  mitda/  =  — r8inipd9>^9,  by' — 
-^r  cos  961p,  so  geht  das  letzte  Glied  des  obigen  Ausdruckes  Aber  in 


/• 


"-■"fff'»»»»?;»». 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Dieses  Prinzip  lässt  sich  auch  auf  Bewegungen  übertragen,  die  nicht  parallel  einer 
Ebene  sind,  wie  wir  später  zeigen  werden,  und  fQgen  wir  deshalb  die  dahin  gehenden 
allgemeinen  Bemerkungen  gleich  hier  an. 

Ein  materieller  Punkt  oder  ein  System  materieller  Punkte  sei  bestimmten,  festen, 
geometrischen  Gesetzen  bezüglich  seiner  Lage  oder  bezüglich  der  gegenseitigen  Lage  der 
einzelnen  Systempunkte  unterworfen,  resp.  gezwungen,  sich  auf  vorgeschriebener  Bahn 
zu  bewegen ,  wobei  die  unveränderlichen  geometrischen  Elemente  von  besonderen  Bela- 
tionen  frei  sein  sollen,  und  es  erleide  das  System  eine  kleine  allgemeine  Verschiebung 
«ns  seiner  stabilen  Gleichgewichtslage.  In  diesem  Falle  kann,  wenn  in  den  geometri- 
^hen  Gleichungen  n  unabhängige  Variable  vorhanden  sind,  die  Bewegung  eines  jeden 
Oliedes  des  Systemes  dargestellt  werden  durch  die  Zusammensetzung  von  n  primären 
Schwingungen  verschiedener  Perioden,  wobei  die  Perioden  der  n  Oscillationen  irgend  zweier 
Olieder  des  Systemes  co^xistent  sind,  während  ihre  Amplituden  im  allgemeinen  verschieden 
sein  werden«  Wenn  die  Perioden  der  n  elementaren  Schwingungen  kommensurabel  sind, 
so  kehrt  das  ganze  System  nach  einem  Zeitabschnitte,  welcher  dem  gemeinsamen  Viel- 
fachen dieser  Perioden  gleich  ist,  in  seinen  Anfangszustand  zurück,  wie  in  dem  Falle 
schwingender  Linien  und  schwingender  Flächen.  Diese  allgemeine  Eigenschaft  sym- 
pathetischer Vibrationen  ist  genannt  worden  das  Prinzip  der  CoSxistenz  kleiner 
Schwingungen  oder  Vibrationen.  Sollte  die  ursprüngliche  Verschiebung  des 
Systemes  aus  seiner  Gleichgewichtslage,  anstatt  vollkommen  allgemein  zu  sein,  durch 
besondere  Adaption  bewirkt  werden,  so  können  wir  die  n  elementaren  Schwingungen 
nach  Belieben  auf  irgend  eine  kleinere  Anzahl  zurückführen. 
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Wenn  die  festen  geometrischen  Elemente  des  Systemes  yon  besonderen  Belationen 
nicht  frei  sind,  was  wir  angenommen  haben,  wenn  femer  dem  Systeme  eine  YoUkomman 
allgemeine  Verschiebung  erteilt  wird,  dann  werden,  wie  yorher,  n  Klassen  von  Oscillati* 
onen  zum  Yorschein  kommen.  Unter  diesen  Umständen  stellt  sich  indessen  von  selbst 
eine  zufällige  Eigentflmlichkeit  herans,  welche  darin  besteht,  dass  —  obgleich  wir 
voraasgesetzt  haben,  dass  die  ursprüngliche  Störung  des  Gleichgewichtes  eine  ganz 
allgemeine  sei  —  dennoch  bei  der  Bewegung  keines  einzelnen  Gliedes  des  Systeme» 
s&mtliche  elementaren  Schwingungen  eintreten  werden.  Dieser  Fall  macht  einen  Miss- 
erfolg des  Prinzipes  der  Co€xistenz  kleiner  Schwingungen  aus. 

Das  Prinzip  von  CoSxistenzschwingungen  wurde  zuerst  von  Daniel  Bernoulli  auf- 
gestellt;  derselbe  hat  mehrere  Aufs&tze  über  diesen  Gegenstand  in  den  St  Petersburger 
Abhandlungen  geschrieben.  Siehe  besonders :  Nova  Oomment.  Petrop.  Yol.  XJUL,  p.  281. 
Der  Studierende  wird  auch  verwiesen  auf  Lagrange,  M^canique  Analytique,  Tom.  I,  p.  347^ 
und  auf  Poisson,  Traitä  deMdcanique,  Tom.  II,  p.  426,  woselbst  er  Untersuchungen  diesea 
Prinzipes  finden  wird,  die  sich  auf  die  ersten  Fundauientalsätze  der  Mechanik  gründen. 

1.  Ein  gleichförmiger  Stab  ^  £,  welcher  mittelst  eines  unelastiscben 
Fadens  OA  sn  einen  festen  Punkt  O  gefesselt  ist,  (Fig.  1 75)  wird  etwaa 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  in  der  vertikalen  Ebene  durch  O  verschoben. 

Welches  ist  die  Beschaffenheit  seiner  kleinen  Schwingungen? 
Ziehe  O  X  vertikal,  nehme  einen  beliebigen  Punkt  P 
m  AB  an  und  mache  P M  rechtwinkelig  zu  O X,  ver» 
längere  BA  bis  zum  Schnitte  C  mit  OJT  und  setze 
AB==2a,  OM=^x,  MP  =  y,  AP  =  9,  OA=^ly 
2iA0  Jr=  &,  2lB  CX=  y.  Damit  erhalten  wir  für 
die  Bewegung  des  Stabes  AB  durch  das  Prinzip  vod 
D'Alembert  in  Verbindung  mit  dem  Prinzipe  der  virtu- 
ellen Oeschwindigkeiten 

wo  da?,  dy  die  unendlich  kleinen,  von  einem  Elemente  ^«  des  Stabes  ia 
der  Zeit  dt  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  beschriebenen  Bahnen,  ix^iy 
die  Componenten  seiner  virtuellen  Geschwindigkeit  bezeichnen.  Die  geo- 
metrischen Nebenbedingungen  sind 

X  =  Icosd'  4-  8C08if^        y  =  Isind'  -+-  ssin ^. 

Bei  der  Überf&hrung  der  Gleichung  (1)  in  eine  solche,  welche  nur  ^  und  ^ 
anstatt  x  und  y  enthält,  berücksichtigen  wir  nur  unendlich  kleine  Grossen 
der  ersten  Ordnung  in  den  CoeflBcienten  von  id-^  &(p.  Dadurch  erhalten  wir 
zunächst  die  Näherungswerte 

a?  =  Z(l-|^«)-i-*(l-^y2),    y^l^-hsif, 

Sx=  '-'1&S&  —  8(f,Sq>^  iy=^lSd^  +  aitp^ 
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d  3ß    d  ij 
Durch  Substitution  dieser  Werte  von  -^-^  *  -~ »  ix^iy'm  die  Gleichung 

(1)  ergiebt  sich 

Setzen  wir  nun  das  Einemal  den  GoSfScienten  von  i&^  das  Anderemal 
den  Coefflcienten  von  dq)  gleich  Null,  so  zerfällt  diese  Oleichung  in  die 
zwei  Relationen 


{99-^1 


di^ 


»3» 


d^g> 
dt^ 


/»2  a 

/     3^ds=0, 


oder  in 


Z-^  +  a-T^  +  ^^=:0,    (2)       Z3^  +  -o-ör:^  +  i7</>  =  0.     (3) 


&=^a8in\y 


^t-¥€ 


dt^    '  ^dt^    •  ^ '    '"'       "d^«    •    3  ^d^2 

Zum  Zwecke  der  Integration  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  setzen  wir 

(p  =  ß8m\y-^t 

Diese  Werte  von  &  und  q>  in  die  (2)  eingeführt  und  das  Resultat  mit 

I  dividiert,  giebt 

oder        a  /9  =  «((>  —  Z).  (4) 


ainiy -^i^  € 


e         Q 


In  gleicher  Weise  bekommen  wir  mit  (3) 

oder 


ß{SQ'^4a)  =  3lu.     (5> 


Jetzt  eliminieren  wir  a  und  ß  zwischen   den  Gleichungen  (4)  und  (5)^ 
dadurch  gelangen  wir  zu  der  neuen  Gleichung 

3g  — 4a_    dl 
a        ""  Q  —  l 

Sind  nun  m  und  m  die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung,  dann 
ist  die  Bewegung  vollständig  bestimmt  durch 


oder 


SQ^  —  {Aa-hSl)g-hal=^0. 


y=zß8iniy^'t-h€ 


t-helf 


^ßrHn\y  ^,t  +  B' 


(6) 


(7) 


In  diesen  zwei  Gleichungen  treten  sechs  willkürliche  Konstanten  auf,  die- 
selben sind  indessen  Hiebt  alle  von  einander  unabhängig.    In  der  That 
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haben  wir  durch  (4),  weil  a  und  a  resp.  den  Werten  von  m  und  m  der 
Grösse  q  entsprechen, 

a  a 


folglich  sehen  wir  mit  (7),  dass 


y  ==— (m— 0«n|/^-^.^4-c|4-— (m'— 0«n|j^-^<-He'   • 


(8) 


Die  vier  Konstanten  a,  a\  e,  b\  welche  in  den  zwei  Gleichungen  (7)  und 
(8)  enthalten  sind,  können  bestimmt  werden,  wenn  die  anfänglichen  Be- 

wegungsverhältnisse  des  Stabes,  oder  die  Anfangswerte  von  ^,  -^'  9i    ? 

groben  sind. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  a  =  0,  /^=  0  ist,  haben  wir 

die  Schwingungen  durch  die  Winkel  &  und  (p  sind  offenbar  dann  regel- 
mässig und  isochron,  die  Zeit  einer  Schwingung  ist  gleich  ny  —- 

Wenn  a\  §^  nicht  gleich  Null  sind,  dann  werden  die  Schwingungen 
durch  ^  und  tp  aus  zwei  einfachen,  isochronen  Vibrationen  zusammenge- 
setzt sein. 

Wir  wollen  weiter  annehmen^,  dass  zu  zwei  verschiedenen  Zeiten  ^, 

dd- 
f  die  Werte  von  &  und  -j~  dieselben  sind.    Dieses  wird  augenscheinlich 

der  Fall  sein,  wenn 

}/l^t"^e=y^i-he  +  2Xn  und /-^r+€'=/^^'+ ^'-h2i';r, 
wobei  Jl,  X'  irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuten,  folglich  wenn 

^    ff  ^     ff 

und  daher  iV^m  =X'Ym\ 

demnach  müssen  sich  die  Grössen  m  und  m    wie   zwei  Quadratzahlen 
verhalten. 

Es  wird  bereits  bemerkt  worden  sein,  dass  in  Übereinstimmung  mit 
der  allgemeinen  Theoiie  der  Coöxistenz  kleiner  Schwingungen  die  Anzahl 
der  unabhängigen  Schwingungen  von  ^  und  y  zwei  ist,  welches  dieselbe 
wie  die  Anzahl  der  unabhängigen  geometrischen  Variablen  ist. 

Wir  geben  noch  eine  zweite  Lösung  dieses  Problemes. 
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Es  sei  /S  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Stabes 
AB  (Fig.  175)  zu  einer  beliebigen  Zeit  t.  Ziehe  8H 
rechtwinkelig  zu  der  Vertikalen  OX  durch  O,  verlängere 
AB  bis  (7  in  OX.  Lasse  sein  Jf  =  der  Masse  des 
Stabes,  Mk^  =  seinem  Trägheitsmomente  um  S,  T  =  der 
Spannung  des  Fadens  OA,  OH=a:,  8H=y,die  übrigen 
Bezeichnungen  wie  vorhin. 

Damit  sind  die  dynamischen  Gleichungen  f&r  den 
Figur  175.      Stab 

M^-  =  Mg-  Tcos  ^,    (1)        M^  =  --Tsin&,  (2) 


Mk^^  =  —  aTein((p  -  ^). 


T  zwischen  (1)  und  (2)  eliminierend  und  kleine  GrOssen  höherer  Ordnung 
als  der  ersten  übergehend,  erhalten  wir 

^  +  ^*  =  0,  (4) 

nnd  wenn  wir  mit  (1)  und  (S)'in  derselben  Weise  verfahren 

^*l$-^^9(ff-»)  =  ^  (5) 

Aber  es  ist  y  =  a  «?n  9  +  Z  «in  ^  =  a  9  +  2  ^  nahezu ,  folglich  geht  da- 
durch die  (4)  Ober  in 

und  indem  wir  für  k^  seinen  Wert  -^-a^  in  (5)  setzen,  finden  wir 

o 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  sind  äquivalent  den  Gleichungen  (2)  und 
(3)  in  der  vorhergehenden  Untersuchung,  und  ist  nun  der  weitere  Verlauf 
der  Bechnung  derselbe  wie  dort. 

Daniel  Bemoulli,  Novi  Comment.  Petrop.  1773,  Tom.  XVIII,  p.  247. 
Enler,  Ibid.  p.  268.    V^alton,  p.  562. 

2.  Ein  Pendel  von  beliebiger  Gestalt  ist  fest  mit  einem  soliden 
Ereiscylinder  verbunden,  welcher  die  Axe  bildet.  Diese  Axe  wird  in  einer 
horizontalen  Lage  in  ihren  zwei  Enden  so  unterstützt,  dass  sie  innerhalb 
zweier  horizontaler,  hohler  Ereiscylinder  gleicher  Abmessung  ruht.  Un- 
tersuche die  kleinen  Schwingungen  des  Pendels,  welche  einem  beliebigen 
Anfangszustande  von  Verschiebung  und  Bewegung  entsprechen,  unter  der 
Annahme  vollkommen  glatter  Berührungsflächen. 
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Es  sei  S  (Flg.  176)  der  Schwerpunkt 
des  Pendels  und  seiner  Aze,  beide  zusammen 
als  eine  Masse  betrachtet,  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t  der  Bewegung.  Die  Ebene  des  Papieres 
stelle  die  vertikale  Ebene  durch  S  dar,  welche 
die  Axe  des  soliden  Cylinders  rechtwinkelig 
in  dem  Punkte  C  schneidet.  LAN  sei  die 
Projektion  der  zu  dieser  Ebene  parallelen  Kreis- 
schnitte der  zwei  hohlen  Cylinder,  O  der  Mit- 
telpunkt des  Kreisbogens  LAN.  Ziehe  OAX  vertikal ,  S  H  senkrecht 
zu  OX,  Die  Gerade  CS  schneide  die  OX  in  K,  Ziehe  den  Strahl 
OCa^  so  dass  a  der  Berührungspunkt  zwischen  LAN  und  dem  Kreis- 
schnitte des  soliden  Cylinders  ist.  Lasse  sein  OH=x^  SH=y^  AO=a^ 
Ca  =  b,  2(.AKC=(p,  2i.C0X  =  &,  CS  =  c,  Jf=  der  Masse  des 
Pendels  und  seiner  Axe  zusammen,  k=  ihrem  Trägheitsradius  um  S^ 
R  =  der  Beaktion  des  hohlen  Cylinders  auf  die  Axe. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  mit  diesen  Notationen  die  Bewegungs- 
gleichungen 

—  =  Mg-Rco.»,     (1)        M^  =  - 

"^'l  =  -  B  c  «n  (y  -  »).  (3) 


M 


M  sin  &, 


(2) 


Mk* 


dt^ 


Mit  (1)  und  (2)  erhalten  wir,  insofern  nnr  kleine  Grossen  erster  Ordnung 
berflcksichtigt  werden, 


dt' 


+  ff»  =  0. 


(*) 


und  mit  (1)  und  (3),  in  demselben  Qrade  der  Annäherung, 


A« 


dt' 


Cff{^-»)  =  0. 


(5) 


Nun  giebt  uns  noch  die  Geometrie  die  Relation  an  die  Hand 

y  =  {a  —  b)  sin  ^  +  c  ein  <p  =  {a  —  b)&  +  eq),  nahezu. 
Damit  geht  die  (4)  Ober  in 

,         ^.d*&         d'q>  ^       - 


dt' 


dt' 


(6) 


Nehmen  wir  jetzt  an,  dass 
SO  bekommen  wir  mit  (5) 


t  4-fi 


!• 


y  =  /9./n{/f 


<-4-fi 


j5(cr  —  Ä;*)  =  a<jr, 


(7) 
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und  durch  (6) 

cß  =  a.\r—ia  —  b)\. 

Mithin  ist,  wenn  a  und  ß  eliminiert  werden, 

{er  —  Jc^)  {r  —  a-{-b)  =  c^r. 

Bezeichnen  wir  die  zwei  Wurzeln  dieser   quadratischen  Gleichung  in  r 
durch  m  und  m\  so  ergiebt  sich  für  die  allgemeinen  Werte  von  &  und  9 


d  =  a*mj^^^+«!4-a«n{/^^,<  +  fi'l 


(8) 


Die  Relation  (7)  giebt,  da  /?,  ß^  die  Werte  von  ft  a,  a  jene  von  a  sind» 
welche  den  Werten  w,  m  von  r  entsprechen. 


^  acm  ^         a  cm 


(10) 


so  dass  damit  die  Gleichung  (9)  übergeht  in 

acm      ,   \i/ g  ^  dem       ,   in/ g  .       , 

cm  —  k^       y    m  )       cm  —  k^       y     m 

In  den  Gleichungen  (8)  und  (10)  sind  vier  willkürliche  Konstanten  a,  « , 
«,  e'  enthalten,  welche  bestimmt  werden  können,  wenn  die  Anfangswerte 

von  ij^,  y,  — ,  -i?  gegeben  sind. 

Ist  insbesondere  «'=  0,  /?'=  0,  dann  haben  wir 

^  =  «  sinVy  ^  t+e^         tp-  ßsinl]/^  t-hel 
Es  werden  also  in  diesem  Falle  die  Schwingungen  durch  &  und  (p  regeU 

massig  und  isochron  sein,  wobei  die  Zeit  einer  Vibration  gleich  nj/  —  ist 

Besitzen  d  und  ß"  endliche  Werte,  so  sind  die  Schwingungen  durch 
&  und  9)  aus  zwei  einfachen  isochronen  Schwingungen  zusanomengesetzt. 

Euler,  Acta  Acad.  Petrop.  1780,  P.  II,  p.  133. 
Walton,  p.  566. 

S.  Das  zur  Erläuterung  der  zweiten  Methode  gegebene  Problem 
können  wir  jetzt  wie  folgt  behandeln. 

Die  einzigen  bewegenden  Kräfte  sind  hier  die  in  dem  Massenmittel- 
punkte S  des  Systemes  angreifende  Schwerkraft  =  2  2^  und  die  Gentrifugal- 
kraft  ^=io^a!-hrcosv^)dr^  welche  an  jedem  Elemente  dr  des  Stabes  parallel 
zu  der  Abscissenaxe  O  X  thätig  ist.    Das  virtuelle  Moment  der  ersteren 
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ist  =z2lgSy^  dasjenige  der  letzteren  =eö^  /     (l-i-r)eoev>.dr.i{l'¥'r)eosK> 

4 
:=  —  2  Z  -Q-  ^^  «***'»*•  cö*  ^  •  <^  ^-     Mithin  ist  die  dynamische  Gleichung 

ö 

Die  geometrischen  Nebenbedingnngen  sind 

und  giebt  die  Substitution 

dt^  dt^  dt^  6 

Dieses  ist  dieselbe  Gleichung,  welche  wir  oben  erhalten  haben,  der  übrige 
Teil  der  Lösung  ist  derselbe  wie  dort 

4.  Zwei  Stäbe  AB,  BC  sind  durch  ein  glattes  Ghamier  mit  ihren 
Enden  B  verbunden  und  an  einem  festen  Punkte  mit  dem  Ende  A  des 
Stabes  A  B  aufgehangen.  Wie  sind  die  kleinen  Schwingungen  des  Systemes 
beschaffen? 

Die  Stäbe  AB,  BC  mögen  die  kleinen  Winkel  &,  &'  mit  der  Ver- 
tikalen einschliessen.  {x,  y),  {x\  y)  seien  die  Coordinaten  ihrer  Schwer- 
punkte, wobei  X  vom  Aufliängepunkte  vertikal  abwärts  gemessen  werden 
soll.  Lasse  sein  2Z,  2t  die  Längen  der  Stäbe  AB^  BO,  2lm,  2t m 
ihre  Massen,  Je,  k'  ihre  Trägheitsradien  um  ihre  Schwerpunkte  resp. 

Damit  ist  die  Bewegungsgleichung 
,r^^x.         d^y^     .   ,«d2;>,    X 

K-dt^'^^-^i^i^y-^'^'-dt^^') 

und  die  geometrischen  Nebenbedingungen  sind 

x=^lcosd;    y^^Uind'y     x'^=^2lco8d'-htco8^\    y=2l8ind"^tsin&\ 

Zunächst  haben  wir  nun  fQr  Sx,  Sy,...  ihre  Wei-te  in  die  Bewegungs- 
gleichung einzufuhren.  Da  diese  Gleichung  nachträglich  durch  d&  oder 
4)^'  geteilt  werden  muss,  so  muss  sie  in  erster  Linie  korrekt  fQr  die 
Grössen  zweiter  Ordnung  sein.     Die  Glieder  auf  der  linken  Seite  enthalten 

d  X    d  tt 

,2»  ~j^' —  und  können  wir  deshalb  ihre  Näherungswerte  substituieren, 

indem  wir  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  berücksichtigen;  aber  auf  der 
rechten  Seite  müssen  wir  für  die  Werte  von  dx,  iy  auch  die  kleinen 
Grössen  zweiter  Ordnung  in  Bechnung  ziehen.  Die  geometrischen  Be« 
dingungen  geben 
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und  können  wir  abo  auf  der  linken  Seite  Sx  =  (i,  Sx'  =  0  nehmen. 
Folglich  giebt  die  Substitution 

Weil  aber  S&  und  SO^  von  einander  unabhängig  sind,  so  zerfiQlt  diese 
Gleichung  in  die  zwei  Relationen 

Indem  wir  in  diese  Gleichungen  für  y  und  y  ihre  Näherungswerte  ein- 
fuhren, welche  sind  y  =  l9,  y'=  2l»  +  t»\  gelangen  wir  zu 

Um  diese  Gleichungen  zu  lösen,  setzen  wir 

d^  =  Äsin{nt-^  a),         y=  A sin{nt  -^  «), 
womit  wir  erhalten 

\21VA  4-  (r«  -h  k'^)A'\n^  =^grÄ. 
Die  Elimination  der  CoöflScienten  A  und  ^'  giebt 

-4;^         — 2Zrn« 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  eine  in  Beziehung  auf  «^  quadratische 
Gleichung  mit  positiven  Wurzeln;  es  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung 
vierten  Grades  ±  ni ,  ±  W2 ,  damit  wird  die  Oscillation  durch  die  zwei 
Gleichungen  dargestellt 

&  =  Ai  sin  (wi  ^  +  «i)  -I-  A2  sin (ng  t  4-  «2)1 

^'  =  Aysin  (ni  <  4-  «i)  4-  A^^sin  (wg  t-¥  a^). 

Die  vier  willkürlichen  Konstanten  Ai ,  Ax ',  crj ,  «2   sind  mit  Hilfe  der 

Anfangswerte  von  &,  &\  —-,  -y-  zu  bestimmen.     Die  negativen  Werte 

dt     at 
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von  n  geben  nur  dieselben  Ausdrücke  nochmals  wieder.    Mithin  besteht 


n 


n 


4ie  Bewegung  aus  zwei  Oscillationen  mit  den  Perioden  2 -     

Diese  gehen  zusammen  weiter  und  stören  sich  einander  in  keiner  Weise. 

Würden  wir  drei  in  solcher  Weise  miteinander  verbundene  Stäbe 

betrachtet  haben,  so  würden  wir  drei  Schwingungen  erhalten  haben ,  u.  s.  f. 

5.  Ein  unelastischer  Faden  AEFB  ist  an  zwei  feste  Punkte  A^  B 
{Fig.  177)  in  derselben  horizontalen  Linie  gefesselt.  Von  E  und  F^  welche 
Punkte  so  gewählt  sind,  dass  ÄE  =  EF=  FB  ist,  hängen  mittelst 
2weier  Fäden  EM,  FN  verschiedener  Länge  zwei  gleiche  Massen  herab. 
Das  System  wird  in  seiner  Ebene  etwas  aus  seiner  Gleichgewichtslage 
yerschoben.     Welches  ist  die  Beschaffenheit  seiner  kleinen  Schwingungen? 

Zu  einer  beliebigen  Zeit  t  lasse  EM^  FN 
Winkel  g>^  ^'  mit  der  Vertikalen  machen.  Zu  der- 
selben Zeit  mögen  AE,  EF,  JBJ' Winkel  «  +  «, 
(o\  a  —  &/'  mit  der  Horizontalen  einschliessen,  wobei 
a,  0,  a  die  Werte  dieser  Winkel  sind,  wenn  sich  das 
System  im  Gleichgewichtszustande  befindet.  Ziehe 
»y  üfm,  Nn  horizontal,  die  vertikale  Linie  ^mn  in 
Figur  177.  den  Punkten  m,  n  treffend.  Es  sei  AE=EF=^BF=a^ 

EM=k,  FN  =  h\  Am  =  x,  Mm'=y,  AN=^x\  Nn=j/\ 

Damit  giebt  uns  das  Prinzip  von  D'Alembert  in  Verbindung  mit 
<iem  Prinzipe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für  die  Bewegung  des 
Systemes  die  Gleichung 

Unsere  Aufgabe  ist  es  nun  x^  y,  oc\  y'  durch  ai,  ^,  9'  auszudrücken 

«ind  ihre  Werte  in  diese  Gleichung  einzuführen.     Diese  Berechnung  muss 

bis  auf  die  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  bewirkt  werden.     Die  aus 

<]er  Figur  sich  ergebenden,  hierzu  zu  verwendenden  geometrischen  Glei* 

<ihungen  sind 

a  cos  (a  -I-  ©)  H-  a  cos  ^'-^  a  cos  {a  —  (»")  =  2  a  cos  a  +  a, 
also 

-co«a(l  ~  pQ}*)  — *ina.co4-l--^o)'*H-co«a(l--^a)''^)  + «fia.a)''==  2  CMa-f-1, 

womit     cosa.<ü^-h  isina.di  -f-  <a^  +  cosa,<o'^  —  2wna.a)"=0,       (2) 
und  a  sin  («  ■+-  <o)  =  a  sin  to-^a  sin  {a  —  <o"). 

also  sin a{l  —-  (o^)  -h  cosa.oa  =-  oZ-h  sin a (1  —  -^ 0)"*)  —  eos a .  «", 


womit      2  cos  a  .od  —  sin  a .  ©*  =  2  öd' —  sin  a .  od"*  —  2  eos  a .  co". 


(3) 
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Nun  bekommen  wir  mit  (2),  nur  kleine  Grössen  erster  Ordnung  berück- 
sichtigend, 

2  sin  a .  0)  =  2  sin  a .  <»",       d.  i.       «"=  ai 

und  mittelst  (8) 

2co«a.o)  =  2a>^ — ^cosa.fo"  =-2^0^' — 2co9a.iOy   d.i.   oo' =  2 Co« er . <o. 

Durch  Substitution  dieser  Werte  von  a)^a)''  in  die  Glieder  der  zweiten 
Ordnung  der  Gleichungen  (2)  und  (8)  erhalten  wir 

(2  C08  a  -h  4  cos^  a)  «•  -t-  2  sin  tt .  w  —  2  sin  a  «"=  0 
und  cos  « .  w  =  cd' —  co«  a .  a>". 

Die  zwei  letzten  Gleichungen  zeigen  uns,  dass 

{2cos^a'hicos^a)cD^'h2sinacosa.iD  —  2sina.coi''\'28inacosa.(io  =  0 

imd  daher  <o  =  2cosa.(a'\ ; «*•  (4) 

stna 

Femer  bestehen,  insoweit  es  unsere  Annäherung  verlangt,  die  Beziehungen 
a=^  a«m(a  +  ©)4-Äco«y  =  a«wa(l — -^lo^)  -h  acosa,<o  -h k(l  —  oV*X 

y  =  acos{a  4-  (o)  +  Jcsin^  =  aCosa(l  —  q^"^^)  —  asina.fo  4- fc  (jp, 

a=a  sin  {a-h(o)  —  asirno' —  Vcos  y'=  asin  a  (1  —  q^*) 

-I-  a  CO*  a .  «  —  aa/-h  Ä'(l  —  -^  y'*) 

«n*a-l-2<?o«*a-|-4<?o«*a    o      7f/i        1    /ox 

=^asina — acosa.to — a. ; a}*-l-Ä  (1 — -^a  "), 

«na  2^ 

durch  (4), 

y=  a  coä  {a  -t  (o)  -h  a  cos  a/ -+-  k'stn  5p'=  a  co«  a  (1  —  -x  <ö^) 

—  asina,<o  -h  a(l  — "h «>'*)  "*"  k'tf'. 

Aus  diesen  Belationen  folgt: 

daf  =  — asina,(D,S(o  -h  aco8a,dix>  —  Jc^.Sgf^     ^y  =  — asina.da^-hkSip^ 

d^x  d^ca  d^y  .      d^(o      ,  d^q> 

—  =aco,a^.  _  =  _„„„„_+&_, 

»   ,  ^  sin'^a  +  2cos^a-¥^cos^a         ^  ,/     /   •    / 

^w  =•  —  acosa.Oio  —  a, — — - — — ».doo  —  K,q>.öq>. 

sin  a 

S  y'=  k'S  (p^ —  a  sin  a.8a). 

d'^x  d*a)  d'^y        jtd^(p  d^na 

d^x 
Mit  diesen  Werten  von  ix,  Sy^^  g  '•••»  geht  die  Gleichung  (1)  über  in 

A    •      9     d^io^        ,        -              2-¥-4cos^a     ^  w   f»   f 

^a^cos^a,-:r^d(0'^Kgq>oq>-\-ga ; (oöoD-hgk  q>öq)  -h 
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d^ 


d'^< 


a  sin  a  -j-^  —  K  -^^  l  (a  am  aO(a  —  ko(p) 

-\-  ilc     ,  g  —  a  sin  a  "r^2 /^^'^  9^' —  ^  ****  **  ^  ***)  ^^  ^• 

Gleichen  wir  nun  zu  Null  die  Go^fficienten  der  von  einander  unabhängigen 
Grössen  Sg>ySg)\da)^  so  gelangen  wir  zu  den  Relationen: 


^    d^(o      ,    .      d^(p 

2  a  -Tjg  —ksina  -j^ 

dt^  dt^ 


7   ^^9  d^^  /\ 

k  -~^  —  a  sin  a  -r-nr  -+-  ^  y  =  0, 


k  sin  a 


dt^ 

dV 
dt^ 


2-1-4  (JOÄ*  a  ^ 

<7 : 09  =  U. 


«2na 


(5) 


(6) 


(7) 


Nun  giebt  die  Elimination  von  -7-^  und  -^  zwischen  (5),  (6),  (7) 


d« 


OD 


2asinaeos^a~j-^  -*-^|(2  4-4co«'a)a>-f-Äm*a.cpH- «n*a.y'}  =  0.    (8) 

Bezeichnet  jetzt  r  die  Länge  des  mit  einer  der  elementaren  Schwingungen 
isochronen,  einfachen  Pendels  und  nehmen  wir  demgemäss 


m 


=  n.n{j/l 


^t-h  € 


I» 


9)  =  Fsin  [/' 


t-^-  er 


,'=j"««{/i 


t-h  e 


dann  erhalten  wir  durch  (5),  (6),  (8) 

{k — r)F -^a sin a .  i2,         {k' —  r)  JF"=  asina.  i2, 

—  2aÄ;wa<?o*^a-i2  -h  (2  -I-  4 öoj?« a) Ä  -h  ^m^a.  F-h  «m*a  .  JF'=  0, 

r 

und  gelangen  wir  durch  Elimination  der  Eonstanten  F^  F'^  ü  zu  der  cubi< 

■ 

sehen  Gleichung  in  r: 


2sinacos^a 


sin^a 


+ 


sin^a 


2  4-  4  cos^  a 


=  0. 


(9) 


r  r  —  k      r—k'  a 

Bedeuten  l,  V,  l"  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  bekommen  wir  fDr 
die  vollständige  Lösung  des  Problemes 


0)':=  2cosa. 


0)':=  2cosa  .0). 

^  +  ej  -h 


Ä'^m  j/f  H-  «')  -H  i2"^m {/|> 


t-^-s 


tt 


■• 


^^H-  € 


+ 


< 


i^8  *'n  Wj' 


<  +  e' 


## 


>f 


*  +  «' 


f^l 


Diese  Aufgabe  kann  auch  in  der  folgenden  Weise  gelöst  werden, 
wenn  wir  uns  der  Betrachtungsmethode  von  Euler  anschliessen. 

Es  seien  P^Q  die  Spannungen  der  Fadenstücke  EM^FN^  und  m 
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t)ezeichne  die  Masse  eines  jeden  der  materiellen  Funkte.    Damit  erhalten 
frir  annähernd  für  die  Bewegung  der  materiellen  Punkte 

m-j-^:=mg  —  Pco8^  =  mg  —  P^  (1) 

m-r^=  —PsirKp  =  —mgg>j  (2) 

m-^  =  mg  —  Qco8(p'=^mff'-  Q,  (3) 

m-^^  =  — Qsing>'=  —  mff(p\  (4) 

Diese  vier  Gleichungen  sind  insoweit  richtig,  als  nur  die  kleinen  OrOssen 
•erster  Ordnung  berücksichtigt  werden. 

Bezeichnet  noch  T  die  Spannung  des  Fadenstückes  EF^  dann  ist 
hier,  weil  die  drei  auf  den  Punkt  E  wirkenden  Spannungen  im  Gleich- 
gewichte sein  müssen, 

T 1^        2  I         _  (?M  (a  +  w  +  9) 

P         .  (^       /      ,      \       ^         '\\       8tn{a  +  (o-h  (o) 


*«w|^  —  (a  +  «)  -^  ^  —  «>')| 


Oleicherweise  ist  für  die  Spannungen  bei  F 

Q sin  (a  —  co" —  (o) 

T       cos  (a  —  ©" —  q>') 

FolgUch  ist  I  =  ''in{a-<o"-'o')co»ia  +  u>  +  y) 

P      COS  (a  —  (o  —  g>  )  sin  (a  -h  eo  -f-  «  J 

mithin,  wenn  nur  die  kleinen  Grössen  der  ersten  Ordnung  berücksichtigt 
werden, 

Q \sin a  4-  cos a (o; H-  o)') } . { cos a  -\-  sina («'  +  y')  j 
=  P| sina  —  cos a  (co'-f-  w" j .  |  cos a  — sin cc{w  +  q>)\ 
und  daher 

Q  \  sin  acos  a  -i-  sin^  a  ((o"-j-  y')  H-  Cö«*  of  (w  -4-  «')  { 
=  P  \  sin  a  008  a  —  sin^  a  (w  4-  y )  —  cos^  a  («'  +  «")  j.  (5) 

Die  Geometrie  giebt  uns  die  Gleichung 

cos  (a  H-  cü)  -f-  cos  a/  -f-  cos  {a  —  co")  =  2  cos  a  H-  1, 

demnach  ist  wenn  nur  die  kleinen  Grössen  erster  Ordnung  beachtet  werden, 

—  sin  a .  0)  +  sin  a  .  a)"=  0,       a}"=  o),  (6) 

femer  sin  (a  -f*  ^)  ==  *^*w  «  h-  «n  (a  —  co"), 

so  dass,  wie  vorhin, 

CöÄ  a  .  CO  =  co' —  (o'cos  a  =  co  —  co  cos  a,       a)'=  2  co  <?ö«  a.  (7) 

Aus  den  Gleichungen  (5),  (6),  (7)  ergiebt  sich 

Q  j  sin  a  cos  a  4-  «n*  ce  (co  4-  q>')  4-  <?M^  a  (1  -4-  2  <?ö«  a)  co|  .^. 

=^  P\sina  cos  a  —  sin^  a  (co  4-  y)  —  cos^  «  (1  -h  2  co«  a)  coj. 

F.  Krftft,  Probl.  d.  analyt.  Mechanik.    IL  35 
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Jetzt  eliminieren  wir  P  und  Q  zwischen  (1),  (3)  und  (8),  dadurch  erhalten 
wir,  wenn  wir  nur  die  kleinen  Orössen  erster  Ordnung  berücksichtigen, 

(Oi   sß       d  sc  "v 

Aber  es  ist 

0?  =  a«n(a-l-  6>)  -^ k cos (p  ==  a cos a . ca -{-  ••• 

y  =  a cos{a  -h  Ol)  -f-  kein g>  =  —  asin a . co  4-  Ä y  -h  •  •  • 

af=  asin  (a  +  o))  —  aain  w-h-  Ucos  y'=  a  cos  a,w  —  a  «4-.  ..= — aCMa.ai4-... 

y  =  a  cos  (a  4-  co)  4-  a  cos  a/4-  k'sin  tp  =■  —  a  sin  a .  cd  4-  fc'y'H-  •  •  • 

Mit  diesen  Werten  von  o?,  y^  x\  y  gehen  die  Gleichungen  (9),  (2)  und  (4) 

über  in 

2asinacos^a-^^  4-^|(2  4-  4cos^a)(a-\-  y  «n"a  4- c/)Wn*a}  =  0, 

k-^—asina-^^  +gq>  =  Q^ 

welches  dieselben  drei  linearen  Gleichungen  wie  die  (5),  (6),  (7)  in  der 
ersten  LösuDg  sind. 

Wenn  k  =  k'  ist,  dann  geht  die  kubische  Gleichung  (9)  der  ersten 
Lösung  in  eine  quadratische  über  und  die  Variationen  von  o),  9),  9'  sind 
nicht  mehr  ausdrückbar  durch  die  Zusammensetzung  derselben  elementaren 
Vibrationen.  Dieses  ist  ein  Beispiel  des  Misserfolges  des  Prinzipes  der 
Coöxistenz  kleiner  Schwingungen. 

Enler,  Act  Acad.  Petrop,  177$>,  P.  ü,  p.  95.    Walton,  p.  569. 

6.  Ein  hohler,  kreisförmiger  Bing  ist  mit  einem  Punkte  seines  Umfanges  aaf> 
gebangen  and  ein  materieller  Ponkt  befindet  sieb  anf  seiner  inneren  Fi&che.  Beide 
machen  kleine  Schwingungen  um  ihre  Gleichgewichtslage  in  der  Ebene  des  Ringes. 
Welches  sind  die  Anzahl  und  die  Perioden  der  co^xistenten  Schwingungen  des  Sjrstemod? 

Bezeichnet  a  den  Halbmesser  des  Binges,  3f  seine  Masse,  m  diejenige  des  rnate* 

riellen  Punktes,  dann  sind  die  Perioden  der  zwei  co^zistenten  Schwingungen  iry  -  ~ 


und  itl/  —T/  s 


7.  Eine  dttnne,  balbkugelförmige  Schale  schwankt  hin  und  her  auf  einer  hori« 
^ontalen  Ebene,  welche  genOgend  rauh  ist,  um  jedes  Gleiten  zu  Terhindem.  Ein  mate- 
rieller  Punkt,  dessen  Masse  gleich  derjenigen  der  Schale  ist,  ist  an  dem  einen  finde 
eines  feinen  Fadens  befestigt,  w&hrend  das  andere*  Ende  des  Fadens  an  den  Mittelpunkt 
der  Schale  gefesselt  ist,  der  in  fester  Verbindung  mit  der  Schale  durch  den  Schalen- 
rand  steht;  die  L&nge  des  Fadens  ist  gleich  der  halben  Länge  des  Halbmessers  der 
Schale.  Bestimme  die  Anzahl  und  die  Perioden  der  kleinen  Schwingungen  des  Systeme» 
unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Moleküle  des  Sjstemes  sich  parallel  zu  einer  verti- 
kalen Ebene  bewegen. 
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Hier  haben  wir  «wei  coöxistente  Schwingangen,  ihre  Perioden  sind  gleich  den 


it 


iwei  Werten  von-r^,  wobei  ^  durch  die  Gleichung  gegeben  ist 

wenn  r  den  Halbmesser  der  Schale  beseichnet. 

8.  Eine  der  Schalen  einer  gemeinen  Wage  ist  eine  kleine  Verschiebung  aus 
ihrer  Ruhelage  in  einer  durch  den  Wagebalken  gehenden  vertikalen  Ebene  erteilt 
worden.  Wie  ist  die  Beschaffenheit  der  schwingenden  Bewegungen  der  zwei  Schalen 
und  des  Balkens,  zu  welchen  diese  Verschiebung  Veranlassung  geben  wird? 

Es  sei  0  (Fig.  178)  der  Aufhftngepunkt  der  ganzen 
Wage,  5 ihr  Schwerpunkt,  AB  der  Balken,  P  die  eme,  Q 
die  andere  der  Schalen,  welche  als  materielle  Punkte  gedacht 
sind.  Ziehe  die  Horizontale  aOb^  die  Vertikalen  aAa,bBß 
setze  AC  =  a^  BC,  00  =  6,  0  8  =  c,  AP  =l=z  B  Q, 
Mlfi  =  dem  Trägheitsmomente  des  Balkens  um  0,  m  =  der 
Hasse  von  P,  resp.  Q.  Zu  einer  beliebigen  Zeit  ^  sei  9»  der 
Winkel,  welchen  der  Balken  mit  dem  Horizonte  macht, 
2i.PAa  =  7if  2iQBß  =  ^,    Auch  setze 

9      ^9      ^       u      Afc4-2w6  .  mh 

und  lasse  —m^  —  ft^^  die  zwei  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

ip2 -f- (n2  H- jp2  —  2  ;*  2)  j  ^- n«  p2  =  0 
sein.     Dann  erhalten  wir  unter  Beachtung,  dass  anfangs 

,=0,    ,  =  .,    *=0,    ^  =  0.    ^=0,    ^-=0, 

wo  e  eine  bekannte  Konstante  ist,  für  die  Bewegungen  die  Gleichungen 


2fiÄ©aflr2 
^2  —  ^j2  V^i2  —  p%       ^2  — _p2y 

Cambridge  Mathematical  Journal,  Vol.  II,  p.  120. 
5—7.    Walton,  p.  574—576. 


Zweiter  Abschnitt. 

Kleine  Sohwingungen  elastischer  Systeme. 

1.  Läügenschwingungen  eines  elastischen  Stabes.  Ein  pris- 
matischer Stab  A  B  (Fig.  1 79)  sei  in  einer  vertikalen  Lage  an  dem  oberen 
Ende  A  befestigt.  An  seinem  unteren  Ende  B  werde  ein  Gewicht  P  an- 
gebracht, wodurch  der  Stab  eine  kleine  Ausdehnung  BC  annimmt  und 
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»^  der  Widerstand  des  Stabes  mit  dem  Gewichte  im  Gleichgewichte 
ist.  Nun  werde  das  Gewicht  gewaltsam  in  die  Lage  E  gebracht 
und  der  um  die  Strecke  CE  weiter  ausgedehnte  Stab  sich  selbst 
überlassen,  dann  zieht  sich  der  Stab  infolge  seiner  Elastizität 
.  wieder  zusammen.  Diese  Elastizitätskraft  wirkt  beschleunigend 
^-  *  auf  das  untere  Stabende,  bis  dasselbe  in  die  Lage  C  zurückgekehrt 
\[^,  ist,  woselbst  es  die  grösste  Geschwindigkeit  besitzt,  so  dass  es 
-iET  nach  aufwärts  die  Bewegung  noch  um  eine  gewisse  Strecke  CE* 
Fignr  179.  fortsetzt.  Ist  dor  Modulus  der  Elastizität  für  Expansion  und 
Compression  gleich  gross  und  die  Elastizität  ffir  eintretende  Längenände- 
rungen eine  vollkommene,  dann  wird  die  Verkürzung  EE'  der  Ausdeh- 
nung CE.  Auf  die  Verkürzung  folgt  wieder  eine  Ausdehnung  u.  s.  f., 
80  dass  das  Stabende  B  auf-  und  abgehende  Schwingungen  macht,  die  in 
gleichen  Zeiten  vollendet  werden. 

Es  sei  l  die  primitive  Länge,  k  der  konstante  Querschnitt  des  Stabes, 
a=^BO  die  durch  das  Gewicht  P  bewirkte  Ausdehnung,  b  =  CE  die 
weitere  gewaltsame  Streckung,  x  =  CB'  die  variable  Ausdehnung,  welche 
in  der  Zeit  t  von  der  Gleichgewichtslage  C  aus  erreicht  wird,  E  der 
Elastizitätsroodulus  des  Stabes,  g  die  Fallbeschleunigung. 

Da  die  Kraft  P,  welche  die  erste  Ausdehnung  hervorbringt,  proportional 
der  Längenänderung,  proportional  dem  Querschnitte  und  umgekehrt  propor- 
tional der  ursprünglichen  Länge  des  Stabes  ist,  so  besteht  die  Gleichung 

P=E.kj'  (1) 

Folglich  ist  die  Kraft  P',  welche  dem'  Stabe  die  Längenänderung  a  +  a; 
beibringt, 

P'=E.k.~-^ 

V 

Diese  Kraft  kann  auch  als  der  Widerstand  angesehen  werden,  welcher  sich 
der  Ausdehnung  des  Stabes  entgegensetzt,  so  dass  die  Differenz 

E.k.'^  —  E.k.j=^Ek.~  (8) 

der  Kräfte  P'  und  P  den  Widerstand  darstellt,  welchen  der  Stab  der 
Bewegung  des  Gewichtes  P  abwärts  enl^egensetzt.  Bezeichnet  p'  die  Be- 
schleunigung, mit  der  die  abwärtsgehende  Bewegung  in  ff  erfolgt,  da  das 
Gewicht  P  nicht  mit  der  Beschleunigung  g  frei  herabfällt,  so  haben  wir, 
weil  die  Beschleunigungen  proportional  den  sie  erzeugenden  Kräften  sind, 

g':g=^Ek  .-yiEk- =^  xiüy     d.i.    g=^g.-^ 

mithin  erhalten  wir  für  das  untere  Stabende  die  Bewegungsgleicfaung 


Y.  Th.  Kap.  IX.     Kleine  Schwingangen  elastischer  Systeme  parallel  einer  Ebene.       549 

^^^  9  e  iA\ 

-Tjsr  =  —  -  a?  =  —  ar,x.  (4) 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

a)=-  Asinat  -h  B  cos  a  f , 
so  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  E 

-=—  =  -A  a  C08  at  —  Ha  sin  a  t. 
dt 

Bezeichnet  b  =  CE  die  grOsste  gewaltsame  Dehnung,  so  ist,  da  dann  zur 
Zeit  i  =  0,  a?  =  ft,^  =  0,  J.  =  0,  B  =  b,  mithin 

x=bcosat=bco8y  ~t^     -t-=  —ba8inat=:  ^bV  -siny  —L 

^    a        dt  ^    a      ^    a 

wodurch  die  Bewegung  des  Stabendes  B  vollständig  bestimmt  ist. 

Weil  der  Wert  von  cosy  ^  t  zwischen  -h  1  und  —  1  liegt,  so  er- 

a 

giebt  sich  daraus,  dass  die  Strecke  x  nie  grösser  als  b  werden  kann^ 

d.  h.  der  Körper  geht  nie  weiter  als  nach  JEJ,  wobei   CE=b  ist,  er 

kommt  daselbst  an  zu  den  Zeiten  ^  =  0,  ^ny  -^  4ny  -f  öny-f-y 

^    9        ^    9         ^    9 

wenn  also  cosV  -t=  +1  ist.    Femer  erhebt  sich  das  Stabende  nicht 

^    a 

über  einen  gewissen  Punkt  ^,  es  konunt  daselbst  an  zu  den  Zeiten  t  = 

ny-*  %ny  -f  bny  ->...»  d.  h.  wenn  cosy  -t  =  —  l  ist,  und  wird  x 
^9^99  « 

d  X 
nie  kleiner  als  — b.     Die  Geschwindigkeit  -j-  ist  ein  Maximum   mit 


sin  y  ^t=^l.  oder  cosy  —  ^  =  0,  d.h.  wenn  a?  =  0,  oder  wenn  der  Kör- 
per  mit  seinem  unteren  Ende  durch  C  geht;  sie  ist  ein  Minimum  mit 

y ^t  =  0,  d.  h.  mit  x  =  ±b,  wenn  also  der  Stab  in  den  Punkten  E 


sin 

a 


und  E  mit  seinem  unteren  Ende  anlangt.  Daraus  folgt,  dass  die  Be- 
wegung eine  regelmässig  oscillierende  ist  und  dass  die  Zeit  einer  vollen 
Schwingung  die  Gleichung  giebt 


T  =  27r/-  =  27r/-^^-»      mit     a  = 


PI 


g  ^     gkE  Ek 

Diese  Zeit  stimmt  überein  mit  der  Schwingungszeit  eines  mathematischen 
Pendels  von  der  Länge  a. 

Nehmen  wir  an,   dass  jedesmal»  wenn  das  Stabende  wieder  in  JET 
ankommt,  dieses  Ende  eine  Geschwindigkeit  c  in  der  Richtung  EB  durch 


550      Kleine  Schwingangen  elastischer  Systeme  parallel  einer  Ebene.     V.Th.  Kap.IX. 

einen  kleinen  Stoss  empfängt,  und  es  befinde  sich  zu  einem  bestimmten 
Zeitmomente  das  Stabende  eben  in  E^  von  wo  ab  die  Zeit  t  gerechnet 
werden  möge,  alsdann  ist  wie  vorhin 

X  =  Äsinat-h  Bcosat 

Zur  Zeit  t  =  0  ist  aber  jetzt  x  =  b^  -tt=  —  c,  so  dass  -4.= »  B  =  b^ 

at  a 

mithin  o?  = ainat-^  bcosat, 

a 

Nach  der  Zeit  2  -  erlangt  x  wieder  denselben  Wert,  wodurch  die  Schwing- 

ungsdauer  dieselbe  bleibt,    -j-  wird  jetzt  gleich  Null  sein,  wenn 

—  ccosat  —  absinat  =^Q^      d.  i.  wenn      tgat= r- 

ab 

Zunächst  ergiebt  sich  für  at  ein  Wert  zwischen  ^und  tt,  etwa/,  ebenso 

auch  y  -f-  TT,  y  -h  2 TT , . . .,  SO  dass  also  die  Werte  der  Zeit  t,  für  welche 
a  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  sind 

y       (y  -h  tt)       (y  -h  2  tt) 

— ,     ,  .  , . . ., 

a  a  a 

die  erste,  dritte , . . .,  geben  Minima,  die  anderen  Maxima.  Für  die  ersten  wird 

a    a 


x=  — 


aH^ 

für  die  letzteren 


Da  dieser  Ausdruck  grösser  als  b  wird,  so  wird  auch  die  Ausdehnung  der 
Schwingung  grösser  als  früher  sein.  Wenn  mithin  der  Körper  jedes  mal 
bei  seiner  Ankunft  in  dem  tiefsten  Punkte  einen  kleinen  Stoss  erhält,  so 
werden  seine  Schwingimgen  immer  grösser  und  grösser  werden  und  schliess- 
lich wird  der  Stab,  wenn  seine  Elastizität  dieser  Ausdehnung  nicht  mehr 
Widerstand  leisten  kann,  zerreissen.  Daraus  erklärt  sich  die  Beobachtung 
Savart's,  dass,  wenn  man  den  benetzten  Finger  in  regelmässigen  Zwischen- 
zeiten an  einem  elastischen  Stabe  hin-  und  herführt,  derselbe  in  Schwing- 
ungen von  messbarer  Weite  versetzt  werden  kann.  Hieraus  erklärt  sich 
auch  das  Zerreissen  von  Kettenbrücken  unter  dem  regelmässigen  Tritt  von 
Soldaten. 

Die  Oleichung  für  die  Schwingungszeit  giebt  für  den  Elastizitäts- 
modidus 
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mg 

Beobachten  wir  demnach  die  Schwingungszeit  T,  so  kOnnen  wir  mit  Hilfe 
dieser  Formel  den  Elastizitätsmodulus  E  berechnen. 

Die  entwickelten  Oleichungen  gelten  auch  für  den  Fall,  wenn  der 
Stab  nicht  einer  Ausdehnung,  sondern  einer  Zusammenpressung  unterworfen 
wird,  die  ganze  Bewegung  findet  dann  nur  in  umgekehrtem  Sinne  statt. 
Bezeichnet  jetzt  w  den  Abstand  eines  beliebigen  Stabquerschnittes  von  dem 

Aufhängepunkte ,  dann  ist  die  Amplitude  desselben  y  =Lja^  aber  seine 

Schwingungszeit  dieselbe  wie  f&r  den  Punkt  C,  so  dass  alle  Elemente  des 
Stabes  von  C  nach  Ä  isochron  schwingen. 

2.  Querschwingungen  eines  elastischen  Stabes.  Ein  pris- 
matischer Stab  AB  (Fig.  180)  sei  in  einer  horizontalen  Lage  mit  dem 
«inen  Ende  Ä  befestigt ;  an  seinem  anderen  Ende  B  werde  ein  Qewicht  P 

angehangen,  wodurch  der  Punkt  B  eine  kleine  Senkung 
BC=^a  annimmt,  der  Stab  in  die  gekrümmte  Lage 
A  C  gelangt,  in  dieser  Lage  sei  zwischen  den  inneren 
und  äusseren  Kräften  Gleichgewicht.  Nun  werde  der 
Fignr  180.  Stab  gowaltsam  in  die  Lage  A  E  gebracht,  so  dass  die 

Senkung  um  die  Strecke  CE=b  zunimmt,  hierauf  sich  selbst  überlassen, 
dann  wird  der  Stab  in  der  Ebene  ABOJE  auf-  und  abgehende  Schwing- 
ungen machen,  wenn  die  Biegung  desselben  innerhalb  der  Grenze  der  toU- 
kommenen  Elastizität  geblieben  ist.  Die  Bewegung  rechnen  wir  vom  Punkte 
(7  aus  abwärts;  es  sei  der  von  dem  Aufhängepunkte  des  Gewichtes  in  der 
Zeit  t  zurückgelegte  Weg  CB  =  x,  Bezeichnet  l  die  Länge  des  Stabes, 
E  seinen  Elastizitätsmodulus,  so  lehrt  die  Untersuchung  der  Festigkeit  der 
Körper,  dass  die  Kraft  P,  welche  die  Senkung  a  bewirkt,  durch  die 
Gleichung  gegeben  ist 

P  =  8|.a,  (1) 

folglich  ist  die  eine  Senkung  (a  +  x)  hervorbringende  Kraft 

P'=8|(aH-a;).  (2) 

Mithin  ist  der  Widerstand,  welchen  der  Stab  einer  weiteren  Bewegung  ab- 
wärts eni^egensetzt. 

Für  die  Beschleunigung  g  des  freien  Stabendes  haben  wir  die  Proportion 
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B     ^E 


9'9=^-^^*^^ji<^y  =a?:fl,  so  dass  g=^.x.   Die  Bewegung  des  freien 
Stabendes  ist  mithin  durch  die  Gleichung  gegeben 


=  —  ~x. 


dt^  a 

Das  ist  dieselbe  Gleichung  wie  vorhin,  mit  ihr  erhalten  wir 


(8) 


Pl^ 


ö       ""  '    a      '     a'  "'    g      ~'    &gE 

Das  freie  Stabende  schwingt  also  ebenso  vertikal  auf  und  ab  wie  in  dem 
vorhergehenden  Falle,  nur  ist,  unter  sonst  gleichen  Umständen,  die  Grösse  a 
hier  eine  andere. 

Liegt  der  Stab  AAi  (Fig.  181)  in  beiden  Enden  frei  auf,  belasten 
^  ^      wir  denselben  in  seiner  Mitte  C  mit  einem 

Gewichte  P,  bezeichnet  l  seine  natdrliche 
Länge  ABÄi^  a  =  BO  die  durch  das  Ge- 
wicht jP  hervorgerufene  vertikale  Senkung  in 
der  Mitte,  b=  C£  die  weitere  hervorgebrachte  Senkung  in  der  vertikalen 
Ebene  durch  ÄBÄi^  so  ist  im  vorliegenden  Falle  nach  der  Elastizitfttslehre 

^'     (8i>4-5Zp), 


Figur  181. 


a  = 


884  JB 


wenn  p  die  über  den  Stab  gleichförmig  verteilte  Last  bezeichnet,  oder 


Pl^ 


4SE 


folglich  die  Zeit 


mit  p  =  0,  was  wir  hier  voraussetzen  wollen,  a  = 
einer  kompleten  Oscillation  _  

^    g  ^    48gE 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  fär  die  Schwingungszeit  nach  E  giebt 


E=^ 


Pl^ 


und     JE  = 


n^  Pl^ 


48  a  '"      12  gJ^ 

Durch   die  Beobachtung  der  Schwingungszeiten  können  mithin  mittelst 
dieser  Formel  die  GoöfiBcienten  E  in  diesen  Fällen  berechnet  werden. 

8.     Schwingungen    eines   Torsionspendels.     Ein    elastischer 


T 


Figur    82. 


Cylinder  AB  (Fig.  182)  ist  mit  seinem  oberen  Ende  J. 
in  einer  vertikalen  Lage  befestigt.  Das  untere  Ende 
desselben  trägt  eine  horizontale  Stange  D  2>i  mit  glei- 
chen Armen  BD^  BDi,  an  deren  Endpunkten  gleiche 
(Gewichte  angebracht  sind.  In  der  Gleichgewichtslage» 
d.  h.  wenn  der  Cylinder  nicht  verdreht  ist,  ist  CBCi 
die  Lage  der  Stange.  Wird  der  Stab  BC  in  einer 
horizontalen  Ebene  um  den  Winkel  EBC  =■  a  gedreht. 
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SO  verdreht  sich  der  Cylinder  und  entsteht  ein  statisches  Moment  einer 
sämtliche  Cylinderfasem  schraubenförmig  verdrehenden  Kraft.  Bezeichnet  e 
den  Elastizitätsmodulus  des  Materiales  des  Cylinders  fQr  Torsionsfestigkeit, 
l  die  Länge  AB  des  Oylinders,  r  seinen  Radius,  so  zeigt  die  Festig» 

keitslehre,  dass  dieses  verdrehende  Moment  gleich  -^-a^^f.a  ist. 

Überlassen  wir  nun  das  Pendel  in  der  Lage  BE  sich  selbst^ 
dann  nimmt  der  Drehwinkel  während  der  Zeit  ^  um  a  —  9)  ab,  wenn 
2i.CBD=^ff  und  DB  Di  die  Lage  der  Stange  zu  der  Zeit  t  ist,  und 


ner^ 


es  ist  zu  dieser  Zeit  das  Torsionsmoment  gleich  -^y-  9  =/«]p. 

Dieses  statische  Moment  treibt  die  Gewichte  Z>,  Di  gegen  die  Gleich- 
gewichtslage und  da  die  treibende  Kraft  erst  mit  9)  =  0  zu  Null  wird,  so 
ist  die  Bew^ng  bis  dahin  ein  beschleunigte.  Jetzt  setzt  die  Stange  D  D\ 
ihre  Bewegung  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  fort,  wieder  eine  Ver- 
drehung des  Cylinders,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  vorher,  er- 
zeugend. Dadurch  entsteht  eine  schwingende  Bewegung  mit  konstanter 
Schwingungsweite,  wenn  die  Anstrengung  des  Cylinders  innerhalb  der  Grenze 
vollkommener  Elastizität  bleibt.  Wir  nehmen  an,  dass  sämtliche  schwingende 
Massen  in  Trägheitsmittelpunkte  vereinigt  seien,  dann  haben  sie  fSa  diesen 
Punkt  denselben  Einfluss  auf  die  Drehung,  wie  in  ihrer  wirklichen  Lage» 
Der  Abstand  dieses  Mittelpunktes  der  Trägheit  von  der  Drehaxe  sei  k^ 
das  Gewicht  der  in  diesem  Punkte  vereinigten  Massen  P,  dann  besteht 
für  das  drehende  Moment  die  Gleichung 


ner^ 


Pk  =  -Yf  9  =/yi 

so  dass  die  drehende  Kraft  P=--— y  =  '^y  ist. 

Ski  fc 

Bringen  wir  dabei  nur  das  Gewicht  der  Kugeln  in  Rechnung,  so  ist  ein- 
fach ifc=:Ä2)  =  ÄA  =  «=  dem  Abstände  der  Kugelmittelpunkte  vom 
Aufhängepunkte  der  Stange. 

Bezeichnet  jetzt  g^  die  Beschleunigung  des  Gewichtes  P  in  i>,  dann 

TT  €f*  f 

moss  offenbar  die  Belation  bestehen:  g':  g  =■  -h-tt  9-P  =■  -v-P  y  d.h. 
•     9    f 

d  X         d  (t) 

Ist  ferner  a?  =  dem  Bogen  CD  =  afp,  so  ist  —  ^  =^^72'  ^^^  ^^^^^ 

erhalten  wir  die  Bewegimgsgleichung 

d^w  g    f  ,        A^9  o 

o — v  =  — -^--«Pi     oder     -^  =  — u*g). 
di^  P  a^'  dt^  '^  ^ 
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Durch  diese  Gleichung  ergiebt  sich 

<p^=  AainfAt-^  Bcosfi t^     -~  !=  fA {A cos fi t  --  B sin fi t). 

elf  V 

Zur  Zeit  <  =  0  ist  y  =  a,  -^  =  0,  folglich  ^  =  0,  B  =  a,  daher 

da 
(p  =  acosut,       -r:^=  — aaeinat, 

dt 

oder 


Für  die  Zeit  einer  vollen  Schwingung  erhalten  wir 


^    -T^r*  r*       g    ne 

IT 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  drehende  Kraft 


Dritter  Abschnitt. 

Das  Experiment  von  GavendisL 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Theorie  kleiner  Schwingungen  als  Entdeckangsmittal 
angewendet  werden  kann,  wählen  wir  das  Experiment  von  Cavendish.  Dieses  ExperL 
ment  hat  den  Zweck,  die  Masse  der  Erde  mit  derjenigen  eines  gegebenen  Körpers  m 
vergleichen.  Der  Plan,  um  dieses  mittelst  eines  Torsionsstabes  zn  bewirken,  ging  zuerst 
von  dem  Bev.  John  Michell  aus.  Als  dieser  vor  der  Zeit  der  Beendigung  seiner  Ver- 
suche starb,  wurde  sein  Plan  von  Mr.  Cavendish  aufgenonmien,  welcher  das  Besnltat 
seiner  Arbeiten  in  ,The  Phil.  Transactions  for  1798'  veröffentlichte.  Seine  Experi- 
mente waren  nicht  zahlreich,  so  dass  es  wichtig  erschien,  eine  weitere  Bestimmung  zu 
erhalten.  Demgemäss  setzte  die  Behörde  im  Jahre  1887  einen  Preis  von  500  £  zur 
Bestreitung  neuer  Experimente  aus.  Die  Theorie  und  die  analytischen  Formeln  wurden 
durch  Sir  G.  Airy  ergänzt,  die  Anordnung  des  Operationsplanes  und  die  Arbeiten  zur 
Anstellung  der  Versuche  unternahm  Mr.  Baily.  Mr.  ßaily  machte  an  2000  Experi- 
mente mit  Kugeln  von  verschiedenen  Gewichten  und  Grössen,  die  in  mannigfaltiger 
Weise  aufgehangen  wurden ,  eine  vollständige  Beschreibung  davon  ist  gegeben  in  «The 
Memoires  of  the  Astronomical  Society,  Vol.  XIV'.  Die  Experimente  kamen  im  aUge- 
meine^  in  folgender  Weise  zur  Ausföhrung.  Zwei  gleiche,  kleine  Kugeln  worden  an 
den  Enden  eines  dünnen  Stabes,  des  sogenannten  Torsionsstabes,  befestigt  und  der  Stab 
selbst  wurde  in  seinem  Mittelpunkte  C  mittelst  einer  Schnur  aufhangen.  Zwei  grosse, 
sphärische  Massen  A  und  B  wurden  an  den  Enden  einer  Planke  befestigt,  welche  ncfa 
frei  um  ihren  Mittelpunkt  0  drehen  konnte.  Der  Punkt  0  befand  sich  vertikal  unter  C 
und  so  placiert,  dass  die  vier  Schwerpunkte  der  vier  Kugeln  in  einer  horizontalen  Ebene 
lagen.  Die  Massen  A  und  B  übten  auf  die  kleinen  Kugeln  eine  Attraktion  aus  und 
es  entstanden  infolge  der  Elastizität  des  Fadens,  welcher  bei  der  Bewegung  dieser 
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EngelD  yeidreht  wnrde,  kleine  Schwingungen,  die  zur  Bestimmung  der  mittleren 
Dichtigkeit  der  Erde  verwertet  werden  konnten. 

Wir  geben  zwei  Losungen  dieses  Problemes. 

1.  Ea  sei  AB  (Fig.  188)  der  dünne,  prismatische,  hölzerne  Tor- 
sionsstab, dessen  Enden  Ä^B  zwei  gleiche  Bleikugeln  tragen,  M  seine 
Mitte,  in  welcher  er  durch  einen  dünnen  Draht  aufgehangen  ist,  und  A  B 

^.-- .^  seine  Gleichgewichtslage.    Drehen  wir  den 

/I/3LL__  \--n.       ^^^  ^^  ^^®  ^8®  A'  B^,  so  wird  er  ver- 

,^^\.         '  i^^r^  )     ml^e  der  Elastizität  des  Aufhängedrahtes 

um  die  Gleichgewichtslage  AB  Schwing- 
ungen machen,  wenn  er  darauf  sich  selbst 
,     überlassen  bleibt.    Bringen  wir  nun  in  der 
f  ^r^  ^\.     y^       Schwingungsebene  in  einer  Geraden  CMD 

^^— X  i^B         in  gleicher  Entfernung  von  M  zwei  gleich 

""-* --'''  grosse  Massen,  etwa  grosse  Bleikugeln  in 

^^^^  ^^'  fester  Lage  an,  dann  werden  die  Kugeln 

A,  B  von  den  Massen  C,  D  angezogen  und  schwingen  infolge  der  Elastizität 
des  Drahtes  um  den  Aufhängepunkt  M»  Diese  Attraktion  findet  nach 
dem  Gravitationsgesetze  statt. 

Nun  sei  AM=^BM=a,  CM=DM=b,  2f.DMB=:a,  welchen 
die  Anfangslage  MB  mit  der  Geraden  MD  einschliesst,  q>  =  dem  vari- 
ablen Winkel  AMÄ  zwischen  der  Anfangslage  und  der  Lage  des  Tor- 
sionsstabes zur  Zeit  t,  e  iie  Beschleunigung,  welche  die  Anziehung  der 
Kugel  A  auf  eine  Masseneinheit  der  Kugel  C  im  Abstände  Eins  beider 
Kugeln  von  einander  hervorbringt,  m  die  Masse  einer  jeden  der  Kugeln  (7,  D. 
Nach  dem  Newton'schen  Gravitationsgesetze  sind  die  Beschleunigungen, 
welche  die  Kugeln  C,  D  der  Kugel  Ä  beibringen,  und  zwar  der  Kugel  C 

in  der  fiichtuog  CÄ'=e  -=- .  der  Kugel  D  in  der  Richtung  DÄ'=e 


Diese  Beschleunigungen  lassen  sich  in  Componenten  parallel  und  senkrecht 
zum  Torsionsstabe  zerlegen,  von  welchen  nur  die  letzteren  für  die  Bewe- 
gung in  Frage  kommen,  diese  sind 

sin  4.  MA'  C            ftn  2^.  MAB 
em = »      €Tifi =1^^ • 

A'cr^  ÄD^ 

Die  erste  dieser  Seitenbeschleunigungen  wächst  mit  <p,  die  zweite  nimmt 
mit  wachsendem  ^  ab  und  beide  haben  entgegengesetztes  Drehungsbestreben, 
so  dass  die  resultierende  Beschleunigung,  welche  die  Kugeln  (7,  D  der  Kugel 

Ä  beibringen,  gleich 

(sin  2L  MÄO      Mn  41  MÄD  v  .- . 

ist.    Durch  die  Dreiecke  (7  Jf^'  mhADMÄ  erhalten  wir  die  Proportionen 
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b :  ÄC  =  sin  2^  MA'C:  sin  {a  —  y),  b:  A'D  =  sin  2^.  MÄD :  sin  (a  —  g)), 
so  dass 

sin  41  MAG  =  -^  •  sin  (a  —  y),  sin  2^.  MÄD  =  — —  sin  (a  —  y). 

Ä  C  A'D 

Mit  diesen  Werten  geht  der  Ausdruck  (1)  über  in 

bem  sin  (a  —  q>)\  -^= —- —  >•  (2) 

^        ^\A'C^      A'D^f 

Ferner  ist  durch  die  Geometrie 

ÄX'^  =:a^'hb^-'2abcos{a-' y),  ÄD^  =  a«  +  6« -4-  2abcos(a--g^). 
Weil  aber  der  Scbwingungswinkel  9  sehr  klein  ausfällt,  so  können  wir 
näherungsweise  setzen  cos  y  =  1,  sing>  =  9,  cos{a  —  9)  =  cosa  +  q>sina^ 
womit 

A!C^  =  a*  -h  6*  —  2  a  6  {cos  a  -{-  g>sin  a), 

ÄD^  =  a*  +  J2  H-  2  a  6  {cos  a-i-  (p  sin a), 
oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung  schreiben 

(jj8  4,  ja  —  2abcosa=p\         a^  -h  b^  -h  2  ab  cos a  =  q\ 

A'C^  =  p*  —  2ab^ sin a,         A'D^  =  g'*  4-  2 a 6 y  «m a. 

g 
Die  Erhebung  dieser  Grössen  auf  die  Potenz  — -^  und  ihre  Entwickelung 

nach  dem  Taylor^schen  Satze  giebt 

1  1        ^absinu  1  1        ^absina 

Die  Glieder  mit  den  höheren  Potenzen  Yon  q>  können  vernachlässigt  werden. 
Nun  ist 

r  ^  1   A      1      1     Q   «^  .         r^      ^\ 

wobei  wir  wieder  die  Glieder  mit  den  höheren  Potenzen  von  9  ▼emach- 
lässigen  können,  oder,  wenn  wir  schreiben 

rirr- J  Sin  (« <jp)  =  A  -f"  ifc  CD. 

Damit  geht  der  Ausdruck  (2)  über  in 

tf  «» Ä  (A  -H  fc  9),  (3) 

womit  die  Beschleunigung  der  Kugel  A'  durch  die  Attraktion  bestimmt  ist. 

Die  Elastizität  des  Auf hängedrahtes  kann  dem  Torsionswinkel  9  pro- 
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portional  gesetzt  werden,  so  dass  auch  die  dieser  Kraft  entsprecheude  Be- 
schleanigUDg  proportional  ^  genommen  und  gleich  n^  gewählt  werden 
kann.  Diese  Beschleunigung  wirkt  entgegen  der  durch  die  beiden  Kugeln 
C,D  auf  die  Kugeln  A\  If  ausgeübten  Beschleunigung,  welche  offenbar 
das  Doppelte  der  Beschleunigung  (3)  ist.  Bezeichnet  jetzt  x  den  Bogen 
AÄy  so  ist  0!'=  a^^  und  wir  gelangen  zu  der  Bewegungsgleichung 

oder  -T-^  =--\{2embk  —  n)g>  'i-2embh\.  (4) 

Multiplizieren  wir  mit  2dip  und  integrieren,  so  kommt,  wenn  wir  dabei  d  t 
als  konstant  ansehen, 

aT-^^  =4dm6Ä<p  H- (2tfmJifc  —  n)g)*,  (5) 

eine  Integrationskonstante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  mit  ^  =  0 ,  g)  =  0, 

dt 

Bei  einer  bestimmten  Lage  des  Torsionsstabes  sind  der  Torsions- 
widerstand und  die  Attraktion  der  Kugeln  im  Oleichgewichte,  es  sei  qo' 
der  entsprechende  Ausschlagwinkel  des  Stabes.  Für  diese  Buhels^e  ist  die 
Beschleunigung  gleich  Null  und  giebt  die  (4)  mit  gp  =  gp' 

^  2emh  h 

womit  die  (5)  übergeht  in 

y^dqpN^     2embh^    ,  «.  ,^ 

\It)  ~ ' — (2g)qp  — qp*).  (6) 

Weil  nun  a  -—  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  ist,  so  muss  diese  Grösse 

ZU  beiden  Seiten  des  Schwingungsbogens  gleich  Null  sein ,  und  liefert  mit 
diesem  Werte  die  (6) 

2(p'(p  — g)^  =  0,    oder    g)  (2  g?'— g))  =  0. 

Die  Wurzeln  vorstehender  Gleichung  sind  g)  =  0,  und  g>  =  2  g»',  der  erste 
Wert  entspricht  dem  Anfange,  der  zweite  dem  Ende  einer  Schwingung, 
so  dass  der  Schwingungsbogen  gleich  dem  doppelten  der  Ablenkung  g)'  ist. 
Um  die  Schwingungszeit  zu  bestimmen,  haben  wir  die  Veränderlichen 
zu  trennen,  dabei  beachtend,  dass  g)  mit  t  wächst,  also  ^  dqi  und  dt 
gleiche  Zeichen  zu  wählen,  was  giebt 

«<P  V2g^'g)  — g)« 

Durch  die  Integration  dieser  Gleichung  bekommen  wir 
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-l/2embh  /.        g)  — <p^       ^ 

Aber  für  <  =  0  ist  g)  =  0,  folglich  C  =  arc  {ein  =  1)  =  ^,  und  mithin 


,  7/2  tfm  JA      TT            /^.       ©  —  <p^ 
^1^ __—     ^.^^^i^j,^  — _ — I. 

ag)  ^  ^  <P 

Mit  ()D  ==  2  Q)'  ergiebt  sich  hieraus  die  Zeit  einer  einfachen  Schwingung, 
nämlich 

T=nV-^^^'  (7) 

Bezeichnet  nun  L  die  Länge  eines  Sekundenpendels,  g  die  Fallbeachleu- 
nigung,  M  die  Masse  der  Erde,  q  das  Gewicht  der  Eubikeinheit  Erdmasse 
von  mittlerer  Dichtigkeit,  R  den  Radius  der  kugelförmig  gedachten  Erde, 
G  ihr  Gewicht,  m  die  Masse,  Gi  das  Gewicht  einer  jeden  der  Bleikugeln 
C,  D,  so  lässt  sich  die  Formel  für  die  Schwingungszeit  des  Torsionsstabes 
wie  folgt  zur  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erdmasse  brauch- 
bar machen. 

Die  Länge  des  Sekundenpendels  ist  Z^  =  -^^  die  Beschleunigung  einer 


n 


der  Kugebi  Ä^B^  welche  als  schwerer  Körper  des  Sekundenpendels  an- 

M 
gesehen  werden  kann,  durch  die  Erdmasse  ^  =  ^~f  so  dass 

M 
Ln^=^e.^,-  (8) 

Jetzt  giebt  die  Elimination  der  Beschleanigong  e  zwischen  den  Qleichnngen 
(7)  und  (8)  _  

T=-J^j/l±^'    .:^=I/   «SL_.^.  (9) 

R'^   2bhL    m       B'^  2bhL    Öj  ^' 
4 

Weil  aber  G  =  -^R^nQ  ist,  so  ergiebt  sich  aus  (9)  ftlr  die  mittlere 

Dichtigkeit  der  Erdmasse 

mit  welcher  Formel  dieselbe  berechnet  werden  kann. 

Nach  Schmidts  mathematischer  und  physikalischer  Geographie  ergaben 
sich  durch  die  Experimente  von  Cavendish  (1797—1798),  wobei  der  eng- 
lische Zoll  als  Längeneinheit  und  das  Gewicht  eines  KubikzoUes  Wasser 
als  Gewichtseinheit  galt,  im  Mittel  folgende  Resultate: 

Gewicht  einer  der  Bleikugeln  (7,2>=9662*3;  Armlänge  a=6=86-65; 
Winkela=13058'26";  Bogen  (für  den  Halbmesser  =  1)  y  =0-007937S; 
Schwingungszeit  7=424*5  Sekunden« 
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Werden  mit  diesen  Werten  Yon  a,  (,  «  die  Grössen  p  und  q,  sodann  k 
berechnet,  alsdann  ergiebt  sich  log  h  =  6'53166  —  10.    Für  das  Verhältnis 

T  T 

-g  ist  %(^)  =  3-19829  —  10.  Mit  diesen  Daten  erhalten  wir  durch  (10) 

Q  =  5-52. 

Aatenheimer,  Elementarbacb  der  Differentialrechnung  etc. 

2.  Die  hier  folgende  Lösung  des  Problemes  ist  bei  weitem  eleganter» 
Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Planke,  an  welcher  die  beiden 
grossen  sphärischen  Massen  A,  B  (Fig.  184)  befestigt  sind ,  rechtwinkelig 
zu  dem  Torsionsstabe  gestellt  sei,  dann  wird  der  Torsionsstab  eine  Gleich- 
gewichtslage annehmen,  in  welcher  der  Faden  keine  Verdrehung  besitzt. 
Diese  Lage  wird  die  neutrale  Lage  genannt  und  es  sei  dieselbe  in  der 
Figur  durch  den  Strahl  Ca  dargestellt.  Nun  drehen  wir  die  Massen 
A^B  rund  um  O  in  die  Lage  BxAi,  welche  einen  kleinen  Winkel  mit 
der  neutralen  Lage  des  Torsionsstabes  einschliesst.  Die  Attraktionen  der 
Massen  A^  B  auf  die  Kugeln  werden  den  Torsionsstab  aus  seiner  neu- 
tralen Lage  heraus  in  eine  neue  Gleichgewichtslage  ziehen,  in  welcher  die 
ganze  Attraktion  durch  die  Torsion  des  Fadens  balanciert  ist;  diese  Lage 
gebe  die  Linie  CEi.  Der  Deviationswinkel  £i  Ca  und  die  Schwingungs- 
zeit des  Stabes  um  diese  Gleichgewichtslage  müssen  beobachtet  werden. 

Ferner  werde  die  Planke  A  B  unter 
rechtem  Winkel  zu  der  neutralen  Lage 
des  Stabes  zurückversetzt  und  in  entgegen- 
gesetzter Bichtung  so  weit  gedreht,  bis 
die  Massen  ^ ,  J?  in  eine  Lage  A^  jd^ 
nahe  dem  Stab,  aber  auf  entgegengesetzter 
Seite  von  ^i^i  kommen,  dann  wird  der 
Torsionsstab  um  eine  andere  Gleichge- 
wichtslage CE2  unter  dem  Einflüsse  der 
^■^«^  ^**-  Attraktion  der  Massen  und  der  Verdreh- 

ung des  Fadens  Schwingungen  ausführen.    Wie  vorher  muss  die  Schwin- 
gungszeit und  die  Deviation  E^Ca  beobachtet  werden. 

Um  die  Beobachtungsfehler  zu  eliminieren,  wurde  dieser  Prozess 
sehr  oft  wiederholt  und  wurden  schliesslich  die  Mittelwerte  sämtlicher 
Beobachtungsresultate  genommen.  Die  Lagen  B\Ai  und  A^B^i  in  welche 
die  Massen  abwechselnd  versetzt  wurden ,  wurden  so  genau  wie  möglich 
während  aller  Experimente  innegehalten.  Die  neutrale  Lage  Ca  des 
Stabes  halbierte  sehr  nahe  den  Winkel  zwischen  BiAi  und  A^B^',  weil 
aber  diese  neutrale  Lage  kleinen  Ortsveränderungen  unterworfen  war,  wie 
sich  herausstellte,    was  möglicherweise  Änderungen  in  der  Toi*sion  des 
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Fadens  zuzuschreiben  ist,  so  wurde  bei  keinem  Experimente  beobachtet, 
«dass  sie  mit  der  Halbierungslinie  des  Winkels  ÄiCB^  zusammenfiel. 

Es  sei  CJT  eine  beliebige  feste  horizontale  Linie  im  Räume,  von 
welcher  aus  die  Winkel  gemessen  werden  sollen,  h=-  2^XCa^  welchen 
4ie  neutrale  Lage  des  Stabes  mit  CX  einscbliesst.  Die  Winkel,  welche 
•die  wechselnden  Positionen  ^i  Äi ,  A^  B^  der  geraden ,  die  Mittelpunkte 
•der  Massen  J.,  B  verbindenden  Linie  mit  C  X  machen,  seien  Ay  B  resp. 

A-^-  B 

tmd  es  sei  — - —  =  a.    Der  Winkel,  welchen  der  Torsionsstab  am  Ende 

-der  Zeit  t  mit  der  festen  Geraden  CX  einscbliesst,  werde  mit  x  be- 
zeichnet. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  sich  die  Massen  in  der  Position 
Ai  Bi  befinden.  Das  Moment  ihrer  Attraktionen  um  O  (7  auf  die  zwei 
Kugeln  und  den  Stab  wird  nur  eine  Funktion  des  Winkels  zwischen  dem 
Stabe  und  der  Linie  AiBi  sein,  so  dass  dasselbe  durch  g>(A  —  a)  dar- 
gestellt werden  kann.  Der  ganze  Apparat  war  in  einem  hölzernen  Ge- 
häuse eingeschlossen,  um  ihn  vor  jedem  Luftzuge  zu  schützen.  Die  Attrak- 
tion dieses  Gehäuses  kann  nicht  vernachlässigt  werden,  weil  sie  für  ver- 
schiedene Lagen  des  Stabes  differieren  kann,  so  nehmen  wir  ihr  Moment 
um  00  gleich  xpiai).  Die  Torsion  des  Fadens  wird  nahezu  proportional 
seinem  Verdrehungswinkel  sein,  so  dass  wir  dieses  Moment  um  O  O  gleich 
E{x  —  b)  setzen  können.  Bezeichnet  nun  J  das  Trägheitsmoment  der 
Kugeln  und  des  Stabes  um  die  Axe  O  C,  dann  ist  die  Bewegungsgleichung 

J-^^  =  9  (-4  —  j?)  +  V;  (ä?)  —  E{x  —  b). 

Setzen  wir  die  kleine  Grösse  a  —  a?  =  J,  also  x  =  a  —  ^y  substituieren 
diesen  Wert  von  x  und  entwickeln  nach  Potenzen  von  $  mittelst  des 
Satzes  von  Taylor,  so  erhalten  wir 

Mit  ti2 ^ y^^  - ^)  +  tp'ja)  +  E      (p{A-a)-htp{a)-E{a'b) 

wird       ^  =  (a— tf)n«-n«J,  J  =  a— i?-M,i«n(n<H-Z.'), 

folglich  x  =  e"^  Lstnint-h  L% 

wo  L  und  L'  zwei  willkürliche  Konstanten  bedeuten. 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  Winkel,  welchen  der  Torsionsstab  in 
•der  Gleichgewichtslage  mit  der  Axe  der  x  einscbliesst,   gleich  e  und  die 

Zeit  einer  vollen  Schwingung  gleich  2—  ist. 

n 
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Nun  nehmen  wir  an,  dass  die  Massen  Ä^  B  in  ihre  Wechsellage  Ä2B2 
bewegt  worden  sind.  Das  Moment  ihrer  Attraktion  auf  die  Engeln  und 
<len  Stab  wird  nun  gleich  —  (p{{c  —  B)  sein ,  so  dass  die  Bewegungs- 
gleichung 

J^^2  ='(p{x  —  B)'htp{x)-'E(a!  —  b). 

Mit  a  =  0?  —  J  und  durch  Substitution  des  Wertes  von  B  gleich  2  a  —  J. 
finden  wir  auf  demselben  Wege  wie  vorhin,  wenn  n  dieselbe  Orösse  wie 
^ort  bedeutet  und 

,              —q>{Ä  —  a)  •+-  %l)(a)  —  E{a  —  h) 
^  =  a  -F   -^ f-^-    — - 

gesetzt  wird, 

a?  =  y  -f-  Ngin  (w  t  4-  JV'). 

In  diesen  Ausdrücken  sind  die  Attraktion  \p  (a)  des  Gehäuses,  der  CoefScient 
E  der  Torsion  und  der  Winkel  h  sämtlich  unbekannt.  Diese  Grössen 
verschwinden  jedoch  alle  zusammen,  wenn  wir  die  Differenz  zwischen  e 
«ind  e   nehmen,  wodurch  wir  erhalten 

J        "  ~2^~  VT)  '  ^^^ 

•es  bedeutet  hierbei  T  die  Zeit  einer  vollen  Schwingung  des  Torsionsstabes 
um  eine  der  beiden  gestörten  Gleichgewichtslagen.  Mithin  kann  die  Attrak- 
tion ip{A  —  a)  gefunden  werden,  wenn  der  Winkel  e  —  e  zwischen  den 
zwei  Gleichgewichtslagen  und  auch  die  Schwingungszeit  um  eine  der  beiden 
beobachtet  worden  ist. 

Die  Funktion  g?  (J.  —  a)  ist  das  Moment  der  Attraktion  der  Massen 
und  der  Planke  auf  die  Kugeln  und  den  Stab,  wenn  der  Stab  sich  in 
«iner  Lage  (7/ befindet,  welche  den  Winkel  Ai  CB2  zwischen  den  wechseln- 
<len  Positionen  der  Massen  in  zwei  gleiche  Teile  zerlegt.  Es  sei  M  die  Masse 
eines  jeden  der  Körper  A^  B,  m  diejenige  einer  der  kleinen  Kugeln,  m 

•diejenige  des  Torsionsstabes,  fi-j^  die  gegenseitige  Attraktion    von   M 

imd  m,  wo  2)  die  Entfernung  zwischen  ihren  Mittelpunkten  bedeutet, 
äind  (p,  q)  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  von  Ai,  bezogen  auf  0/ 
^Is  Axe  der  o*,  ist  c  der  Abstand  des  Mittelpunktes  einer  jeden  der  kleinen 
Kugeln  a,  b  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Bewegung,  dann  erhalten  wir 
für  die  Attraktion  der  Massen  und  der  Kugeln 

cq  cq 


2  fjiMm 


=  fi  MmP, 


8  3 

[(p  -  cy  +  q^y    [ip  +  (?)« 4-  q^y 

Die  Momente  der  Attraktionen  der  Massen  und  des  Stabes  können  durch 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt  Mechanik.    IL  36 
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Integration  =fAMmQ  gefunden  werden,  wo  Q  eine  bekannte  Funktion 
der  linearen  Dimensionen  des  Apparates  bezeichnet.  Die  Attraktion  der 
Planke  könnte  auch  in  Betracht  gezogen  werden.    Also  finden  wir 

^{Ä  —  a)  =  fA  M{m  P  -f  tn  $). 

Ist  r  der  Halbmesser  einer  jeden  der  Kugeln  a,  6,  so  haben  wir 

wo  P  und  Q'  bekannte  Funktionen  der  linearen  Dimensionen  des  Stabe» 
und  der  Kugeln  bedeuten.  Durch  Substitution  dieser  Werte  von  9)  (J.  -~  a) 
und  J  in  die  Qleichung  {Ä)  ergiebt  sich 

Nun  bezeichne  SR  die  Masse  der  Erde,  R  ihren  Halbmesser,  g  die  Schwer- 
kraft  pro  Masseneinheit,  dann  ist  g=^ii  p^»  oder  ^z=.g  —,  und  folgt 
durch  Substitution  dieses  Wertes  von  ju 

M  _^€  —  tf'/'27TN*     1       m^ 

m 

Das  Verhältnis  — ,  wurde  gleich  dem  Verhältnisse  der  Gewichte  einer  der 

m 

Kugeln  und  des  Stabes,  gewogen  im  Vacuum,  genommen,  es  würde  das- 
selbe aber  offenbar  genauer  gewesen  sein,  wenn  die  Wägung  in  der  Luft 
stattgefunden  hätte.  Weil  die  Massen  sowohl  die  Luft  als  auch  die 
Kugeln  anziehen,  so  ist  der  Luftdruck  auf  der  Seite  einer  Kugel  nächst 
der  anziehenden  Masse  grösser  als  jener  auf  der  entgegengesetzten  Seite. 
Der  unterschied  dieser  Pressungen  ist  gleich  der  Attraktion  der  Masse- 
auf die  durch  die  Kugel  verdrängte  Luftmenge. 

In  Baily^s  Experimenten  wurde  ein  genauerer  Wert  von  g  gebraucht. 
Bezeichnet  e  die  EUiptizität  der  Erde,  n  das  Verhältnis  der  Gentrifugal* 
beschleunigung  am  Äquator  zu  der  Äquatorialfallbeschleunigung,  /  die 
Breite  des  Ortes,  so  ist 

5DI  I  /'S  X 

Durch  diese  Theorie  ist  die  Bestimmung  der  Masse  der  Erde  auf  die  Er* 
mittelung  zweier  Elemente  zurückgeführt  worden  1)  die  Schwingungszeit 
des  Torsionsstabes ,  2)  des  Winkels  e  —  e  zwischen  seinen  zwei  Qletcb* 
gewichtslagen ,  wenn  er  unter  dem  Einflüsse  der  Massen  in  ihren  wech- 
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selnden  Positionen  steht,  um  diese  zu  beobachten,  war  ein  kleiner  Spiegel 
an  dem  Stabe  bei  C  so  befestigt,  dass  seine  Ebene  fast  senkrecht  auf  dem 
Stabe  stand.  Auf  einer  vertikalen  Platte,  deren  Entfernung  von  dem 
Spiegel  108  englische  Zoll  betnig,  war  eine  Scala  eingegraben,  das  Ton 
der  Scala  durch  Reflexion  auf  den  Spiegel  erzeugte  Bild  wurde  mit  einem 
Telescope  betrachtet,  welches  gerade  über  der  Scala  aufgestellt  und  mit 
drei  Vertikalfäden  in  seinem  Brennpunkte  ausgerüstet  war.  Wenn  der 
Torsionsstab  sich  um  seine  Axe  drehte,  so  sah  man  in  dem  Telescope  das 
Bild  der  Scala  sich  horizontal,  quer  zu  den  Fäden  bewegen  und  in  irgend 
einem  Augenblicke  fiel  die  Nummer  der  Scala  mit  dem  Mittelfaden 
zosanunen,  wo  dann  abgelesen  wurde.  Die  Scala  war  durch  vertikale 
Linien  geteilt,  der  dreizehnte  Teil  eines  Zolles  besonders,  und  von  20  bis 
180  nummeriert,  um  negative  Ablesungen  zu  vermeiden.  Der  von  dem 
Stabe  durchlaufene  Winkel,  wenn  das  Bild  der  Scala  sich  durch  einen 
Baum  bewegte,  welcher  dem  Intervalle  von  zwei  Teilungen  entsprach, 

war  gleich  zr^ .  -  q  •  o~  =  73'46".    Aber  die  Teillinien  wurden  auch  noch 

diagonal  geschnitten  und  durch  horizontale  Linien  dezimal  untergeteilt, 
so  dass  nicht  nur  die  Zehntel  einer  Teilung,  sondern  auch  noch,  nach 
einer  kleinen  Übung,  Bruchteile  dieser  Zehntel  abgelesen  werden  konnten. 
Der  Schwingungsbogen  war  so  klein,  dass  das  Quadrat  seines  Ereismasses 
zu  vernachlässigen  war,  aber  weil  er  sich  über  sehr  viele  Teilungen  er- 
streckte, so  ist  es  klar,  dass  er  mit  Sorgfalt  beobachtet  werden  konnte. 
Eine  genaue  Beschreibung  der  Art  und  Weise,  in  welcher  die  Beobach- 
tungen ausgeführt  wurden,  kann  hier  keinen  Platz  finden,  wir  verweisen 
deshalb  den  Leser  auf  Baily,  Experiments  with  the  torsion  rod  for  deter- 
miniug  the  mean  denoity  of  the  Earth,  London  1848. 

Bei  dieser  Untersuchung  wurde  keine  Notiz  von  der  Wirkung  des 
Luftwiderstandes  auf  den  Schwingungsbogen  genommen.  Dieser  wurde 
zuletzt  durch  ein  besonderes  Verfahren  beim  Nehmen  der  Mittel  der  Be- 
obachtungsresultate eliminiert. 

Die  Dichtigkeit  des  Wassers,  von  welchem  das  Oewicht  eines  Eubik- 
zolles  gleich  252*725  Grains  ist  (7000  Grains  sind  gleich  einem  Pfund 
Erftmergewicht),  würde  als  Einheit  der  Dichtigkeit  genommen.  Das  schliess- 
liche  Besultat  aller  Experimente  war,  dass  die  mittlere  Dichtigkeit  der 
Erdmasse  sich  gleich  5*6747  ergab,  welches  etwas  grösser  als  das  oben 
erhaltene  ist. 

Beich  fand  ^  =  5*588,  so  dass  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 
ungefähr  gleich  der  Dichtigkeit  des  Eisenglanzes  ist.  Über  die  Ausfüh- 
rung der  Versuche  zur  Ermittelung  der  Dichtigkeit  der  Erdmasse  kann 
gelesen  werden:  Gehler's  physikal.  Wörterbuch,  Band  III,  ebenso  die  Ab- 
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handlung  von  Reich  „Versuche  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde*", 
Freiberg  1838. 

Zur  Auffindung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  wurden  noch 
zwei  andere  Methoden  angewendet.  Im  Jahre  1772  kam  Dr.  Maskelyne, 
sodann  der  Astronom  Boyal  darauf,  dass  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 
mit  derjenigen  eines  Berges  verglichen  werden  könnte  durch  die  Beobach- 
tung der  Abweichung  der  Lothlinie,  welche  durch  die  Attraktion  des  letz- 
teren hervorgebracht  wird.  Der  gewählte  Berg  war  der  Schehallien;  es 
wurde  gefunden,  dass  die  Dichtigkeit  der  Erde  etwas  kleiner  als  die  fünf- 
fache Dichtigkeit  des  Wassers  sei.  Siehe  Phil.  Trans.  1778  und  1811. 
Aus  einigen  Beobachtungen  bei  Arthur's  Seat  wurde  die  mittlere  Dichtig- 
keit der  Erde  durch  Lieut.  Col.  James  of  the  Ordonance  Survey  gleich 
5'816  abgeleitet,  Phil.  Trans.  1856.  Die  andere  von  Sir  6.  Airy  ge- 
brauchte Methode  bestand  darin,  die  Schwerkraft  am  Grunde  der  Mine 
eines  Bergwerkes  mit  derjenigen  an  der  Erdoberfläche  durch  Beobachtung 
der  Schwingungszeiten  eines  Pendels  zu  vergleichen.  Auf  diesem  Wege 
wurde  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  gleich  6*566  gefunden.  Phil. 
Trans.  1856. 


Zweite  Abteilung. 

Kleine  SohwingUBgen  unveränderlicher  Systeme  in  drei 

Bichtnngen. 

Erster  Abschnitt. 

CoezistenzschwingungeiL 

1.  Die  eine  Axe  eines  Eilipsoides  ist  vertikal,  in  der  Nähe  des 
tieferen  Endpunktes  dieser  Aie  befindet  sich  innerhalb  der  Fläche  des 
EUipsoides  ein  materieller  Punkt.  Wie  sind  die  kleinen  Schwingungen 
des  materiellen  Punktes  beschaffen? 

Wir  wollen  bezeichnen  mit  2  a,  2  b  die  Längen  der  zwei  horizontalen 
Axen,  mit  2c  die  Länge  der  vertikalen  Axe  des  EUipsoides,  die  Coor- 
dinatenaxen  so  wählen,  dass  der  Ursprung  mit  dem  tieferen  Endpunkte 
der  vertikalen  Axe  des  EUipsoides  zusammenfällt,  die  Axen  der  a  und 
der  y  parallel  zu  den  horizontalen  Axen  des  EUipsoides  sind  und  die  Axe 
der  z  mit  seiner  vertikalen  Axe  zusammenfällt. 

Kombinieren  wir  das  Prinzip  von  D^Alembert  mit  demjenigen  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten,  so  erhalten  wir  fQr  die  Bewegung  des  ma- 
teriellen Punktes  die  Gleichung 
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^<5«'  +  ^^y  +  (^«-*-i^)^^  =  o,  (1) 

WO  x^y,  z  die  Coordinaten  des  materiellen  Punktes  zu  einer  beliebigen 
Zeit^,  dx^  dy^  Sz  die  Zunahmen  von  x^y,z^  wenn  von  der  Lage  des 
materiellen  Punktes  zu  einem  unendlich  nahe  gelegenen  Punkte  der  Fläche 
übergegangen  wird,  sind. 

Die  Gleichung  des  Ellipsoides  ist 

und  daher,  wenn  wir  die  Potenzen  kleiner  Grössen  über  die  zweite  hinaus 
vernachlässigen, 


1 

.2         4,2.  "2  ,  ^2 


Führen  wir  diesen  Wert  von  <J^  in  die  Gleichung  (1)  ein  und  vernach- 
lässigen die  Produkte  un<I  Potenzen  der  kleinen  Grössen  in  den  Coefficienten 
von  dxy  8y  über  die  ersten  hinaus,  so  kommt 

d^x  ^         d^y  ,  cg     ^         cq     ^         ^ 

^Sx+  ^^,iy  +  -,wSa>+-,yäy  =  0, 

Gleichen  wir  nun  die  CoöflScienten  von  8x^  8y,  welche  von  einander  un- 
abhängig sind,  zu  Null,  dann  ergiebt  sich 

Die  Integrale  der  Gleichungen  (2)  und  (8)  sind 


x  =  ß8in{^-^t'h  eh         y  =  y ainl^^-^ t -{- ^ 


^<^9.  .  \       Ayfcg 


wobei  /5,  /i  fi,  f  willkürlichen  Konstanten  bedeuten,  welche  mit  Hilfe  der 
Anfangswerte  von  a?,  y^  -^'  -3-  bestimmt  werden  können.  Die  Schwin- 
gung des  materiellen  Punktes  hängt  von  zwei  einfachen  Oscillationen  ab, 

"PL  CL  TC  U 

ihre  Perioden  sind  — — ,  —7='   die   Zahl   der  unabhängigen,   einfachen 

\cy    ycy 

Schwingungen  ist  dieselbe  wie  die  Zahl  der  unabhängigen  Variablen  in 

der  geometrischen  Gleichung,   welcher  die  Lage  des  materiellen  Punktes 

unterworfen  ist. 

Poisson.  Trait^  de  M^caniqne,  Tom.  II,  p.  489.    Walton,  p.  561. 
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2.  Eine  der  Schalen  einer  gemeinen  Wage  ist  in  einer  vertikalen,  zu  dem 
Wagebalken  rechtwinkeligen  Ebene  etwas  ans  ihrer  Bahelage  verschoben  worden.  Un- 
tersnche  die  ßeschaffenheit  der  schwingenden  Bewegungen  der  zwei  Schalen  nnd  des 
Balkens. 

Es  sei  A  B  (Fig.  185)  die  nrsprflngliche  Lage  des  Balkens, 
P  Q  seine  Lage  zu  einer  beliebigen  Zeit  ti  p,  q  seien  die  Projek- 
tionen der  Schalen  auf  die  Bichtungen  AP,  BQ,  resp.,  die  Schalen 
als  materielle  Punkte  betrachtet ,  zu  der  Zeit  t.  Lasse  sein  A  C 
=  a  =  BC,  AP=z  =  BQ,  Pp  =  x,  Qq  =  y,  Mk^=  dem 
Trägheitsmomente  des  Balkens  um  C,  m  =  der  Masue  einer  jeden 
der  Schalen ,  2  =  der  L&nge  des  Aufh&ngefadens  einer  jeden  der 

'''^"'''-  Schalen. 

Wenn  wir  der  Einfachheit  halber  setzen 

m  a2 


so   werden   wir  für  die  vollständige  Darstellung  der  Bewegung  mit  c  als  Anikngs- 

d  sc    d  ti 
wert  von  x,  die  Anfangswerte  von  y,  ^»  -j^     sind  sämtlich  gleich  Null,  die  Glei- 
chungen erhalten 

flc  =  ccosi-  -ö—  t  jcosi  M , 

2gma^     c         n't 

Dieses  Problem  ist  untersucht  worden  durch  D.  F.  Gregory  und  A.  Smith.    Siebe: 
The  (Cambridge  Mathematical  Journal,  Vol.  II,  p.  120. 

Walton,  p.  576. 


Zweiter  Abschnitt. 

Kleine  Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage. 

Die  Probleme  kleiner  Schwingungen  sind  gewöhnlich  von  zweierlei  Art,  die 
mittlere  Lage,  um  welche  die  Oscillation  stattfindet,  ist  entweder  fest,  oder  sie  be- 
sitzt eine  Bewegung  im  Baume.  Als  ein  Beispiel  der  ersten  Art  können  wir  einen 
EOrper  nehmen,  welcher  im  Gleichgewichte  um  eine  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt 
unter  irgend  welchen  Zwangsbedingungen  rotiert.  Wird  dem  EOrper  eine  kleine  Ver- 
schiebung aus  seiner  Gleichgewichtslage  erteilt,  dann  haben  wir  zuerst  zu  nntersncheUt 
ob  er  nahe  seiner  Ruhelage  bleiben  wird  oder  nicht.  Eine  Bedingung  wird  gewöhn- 
lich die  sein,  dass  die  Rotationsaxe  sehr  nahe  einer  Hauptaxe  des  Körpers  sein  muss, 
denn  keine  andere  Axe  kann  eine  solche  permanenter  Rotation  sein.  Wir  haben  auch 
die  Bewegung  des  Körpers  um  seine  Gleichgewichtslage  zu  ermitteln.  Diese  wird  be- 
stimmt sein,  wenn  wir  f&r  jeden  Zeitmoment  die  Lage  einer  festen  Linie  in  dem  Körper 
nnd  die  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe  angeben  können.  Es  sind  hier  iwei  ein- 
fachere Fälle  möglich,  welche  —  wenn  sie  vorkommen  —  von  der  grOssten  Assistent 
sein  werden.    Erstens  kann  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Hauptaxe.   welche  der 
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momentanen  Rotationsaxe  heim  Beginn  der  Bewegung  sehr  nahe  war,  konstant  sein. 
Zweitens  kann  die  Höhe  des  Schwerpunktes ,  wenn  die  Schwere  die  einzige  Kraft  ist, 
Aber  einer  gewissen  festen,  horizontalen  Ebene  konstant  sein.  Eine  kleine  Betrachtung 
leigt,  dass  dieses  in  den  meisten  Fällen  wahr  sein  wird. 

I.  Das  allgemeine  Problem,  welches  in  diesem  Abschnitte  zu  be- 
handeln ist,  mag  wie  folgt  hingestellt  werden. 

Ein  Körper  besitzt  einen  festen  Punkt  im  Kaume  und  rotiert  um 
«ine  Momentanaxe,  welche  einen  kleinen  Winkel  mit  einer  der  Hauptaxen 
durch  den  festen  Punkt  in  dem  Körper  einschliesst.  Der  Körper  macht 
kleine  Schwingungen  um  seine  Mittellage.    Welches  ist  die  Bewegung? 

Lasse  sein  O  (Fig.  186)  den  festen  Punkt,  OA^ 
OB,  OC  die  Hauptaxen  far  diesen  Punkt,  OC  die- 
jenige Hauptaxe,  welche  niemals  weit  von  der  Momen- 
tanaxe  entfernt  ist.    Die  mittlere  Lage  von  O  C  werde 
^^als  Axe  der  g  gewählt. 

Infolge  der  Annahme  sind  die  Momente  L,  M^  N 
der  Kräfte  um  die  Axen  alle  kleine  Grössen,   auch 
Figur  186.  gjjjfl  (jjß  Winkelgeschwindigkeiten  wi,  co2i  ws  um  die- 

selben klein.  Ist  n  der  Mittelwert  von  oos  *  so  können  wir  in  den  kleinen 
Gliedern  0)3  =  n  setzen,  wodurch  die  Bewegungsgleichungen  werden 


dt  dt 


dt 


(1) 


Die  Lage  der  Axe  O  C  im  Baume  werde  durch  die  Winkel  ^,  g),  ip  fest- 
gelegt und  es  sei 

p  =  sin  d'OOSif,         j  =  —  sin  ^  sin  y ,  (2) 

dann  sind  p  und  q  kleine  Grössen.    Weil  nun 

d(p  ^dü)  d»  .  .    ^dxp 

^       dt  dt  ^       dt       ^  dt        ^ 

80  ist         cöi  COS ^  =  öo«  ^  —  stn^  —  stn  0' eos  q>  i(o^  —  -r.  y 

0)1  COSx^=  —  -^ 0)3  p, 

dp 
und  in  ähnlicher  Weise   0)2  cos  d^  =  ,-  —  0)3  q. 

Auch  sind  — p  und   — q  die  Richtungscosinus  von  OZ  bezüglich  der 
Axen  OA  und  OB,  so  dass 

—  p  =  —  sin  d'  cos  (f  =  cos  ZE .  cos  AJE=  cos  A  Z, 
gleicherweise  —  q  =^  cos  B  Z. 


i 


(3) 
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Weil  aber  O  C  sehr  nahe  O  Z  liegt ,  so  ist  &  sehr  klein ,  wodurch  die 
obigen  Gleichungen  werden  zu 

d(p      dxD  da  dp  ..^ 

Die  Axe  O X  wollen  wir  so  wählen,  dass  der  Mittelwert  von  ^  -h  if}  =  ne 
ist.  Zwei  weitere  Axen  O  X\  O  Y'  mögen  sich  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit n  um  OZ  drehen,  dann  ist  der  Winkel  XOX'=^nt  und  diese 
sich  bewegenden  Axen  werden  nie  weiter  von  den  Hauptaxen  OA^  OB 
abweichen ;  auch  werden  nun  p  und  q  die  Bichtungscosinus  von  O  C  seio^ 
bezogen  auf  die  sich  bewegenden  Axen  0X\  0Y\  Die  Punkte  G  imd 
A  liegen  nämlich  sehr  nahe  in  dem  ZX'  verbindenden  Bogen,  folglich 
weil  ZX'  und  OA  beide  rechtwinkelig  sind,  sind  die  Bogen  ZA  und 
C  X'  Supplemente  und  p  =  —  (•(?«  Z  ^4  =  cos  CX'\  ebenso  ist  q==-cosC  V, 
Substituierend  für  a>i  und  o>2  aus  (4)  in  die  Bewegungsgleichungea 
erhalten  wir 


B^^-{A  +  B-C)n^^-iÄ-C)n'p  =  M 

dt 


(A> 


Diese  Gleichungen  sind  linear  und  wenn  sie  gelöst,  so  werden  sie  die  Be- 
wegung von  0  0  mit  Bezug  auf  die  beweglichen  Axen  OX\OY'  be- 
stimmen. Dann  kann  die  auf  irgend  eine  feste  Axe  im  Baume  bezogene 
Bewegung  von  O  C  leicht  gefunden  werden. 

Die  Grössen  L  und  M  sind  die  Momente  um  die  Axen  OA^  OB^ 
dieselben  müssen  als  Funktionen  von  p  und  q  dargestellt  werden.  Weil 
die  Quadrate  von  p  und  q  zu  vernachlässigen  sind,  so  werden  diese  Aus- 
drücke von  der  Form  sein 

L'='ap'^  aq^  Jf  =  hp  H-  b'q. 

Wenn  es  schwierig  ist,  die  Momente  der  Kräfte  um  OA  und  0J3  zu 
finden,  dann  können  wir  die  Momente  um  die  Axen  0X\  0Y\  OZ' 
nehmen,  sind  diese  L\M\N\  so  ist 

L  =  L'cos  aX+  M'cos  A  Y-¥-  JS'cos  A  Z'=  L\ 
weil  M\N'  kleine  Grössen  und  die  Winkel  AY,  AZ'  beinahe  rechte 
Winkel  sind.  In  gleicher  Weise  bekommen  wir  M  =  M\  N  =  N\  Also 
sind  die  Momente  dieselben,  gleichviel,  ob  sie  um  die  Prinzipalaxen  OA^ 
OB,  0  0,  oder  um  die  Coordinatenaxen  0X\  0Y\ OZ' genommen  werden. 
Um  diese  Momente  zu  finden,  wird  folgende  Bemerkung  nützlich  sein. 
Wenn  p\  q\  1  die  Bichtungscosinus  irgend  einer  Linie  O  P  nahe  O  C  be- 
deuten, bezogen  auf  die  Axen  OA^OB^OC^  dann  werden  ihre  Richtungs* 
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Cosinus,  bezogen  auf  die  Aien  O  X\  O  Y\  O  Z'  resp.  sein  p  4-  p',  q-\-q\l^ 
Verbinden  wir  CA  durch  einen  Bogen  eines  grössten  Kreises  und  föUea 
aus  P  und  X'  Perpendikel  PN,  X'n  auf  ihn,  dann  differieren,  weil 
2i.PN  und  2S,X'n  sehr  klein  sind,  co8  2iPX'  und  oos2i.Nn  nur 
um  Gr(ys8en  zweiter  Ordnung,  folglich  ist 

cosPX'=  €08 Nn  =  sin (Cn  •+-  NÄ)  =^8inCn. cos NA  +  cos  Cn . sin NA^ 
Nun  sind  Cn  und  A  N  beinahe  rechte  Winkel  und  wenn  sie  mit  kleinen 
Gliedern  multipliziert  werden,  so  können  ihre  Sinus  gleich  der  Einheit  ge- 
nommen werden.  Auch  ist  cos  NA  =  cos  PA=p  und  cos  Cn^^cos  CX'^f^ 
wenn  wir  die  Quadrate  kleiner  Grössen  verwerfen.     Folglich  haben  wir 

cosPX'=^p  -^p      und     cosPY'^q-^-q. 
Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  p  und  q  werden  im  allgemeinoD 
von  der  Form  sein 

d^q         dp       _  d^p        ,dq       .,  ,  ,j,. 

Der  Bequemlichkeit  halber  geben  wir  hier  eine  summarische  Zusammen- 
stellung der  verschiedenen  Schritte  zur  Lösung  dieser  Gleichungen: 

Erster  Fall.  Es  wird  häufig  vorkommen,  dass  die  Grössen  bp^  b'q 
abwesend  sind,    unter  diesen  Verhältnissen  nehmen  wir  an,  dass: 

p  =  Fcos{Xt-h/),         q^GshiiXt-^f).  (6> 

Die  Substitution  dieser  Werte  giebt 

a(X^-^c)^-Fal,  F{X^-hc)  =  —  GaX,  (7> 

woraus  die  Biquadratrix  folgt 

(A«  +  c)  a«  -h  (?')  =  a  a'A«,  (8> 

für  die  Bestimmung  von  >l,  während  jede  der  Gleichungen  (7)  das  Ver- 
hältnis— geben  wird.    Nehmen  wir  an,  dass  die  vier  Werte  von  l  allo 

reell  sind,  wie  es  allgemein  der  Fall  sein  wird,  und  gleich  ±>li,  ±X2f 
dann  werden  die  vollständigen  Integrale  sein 

p  =  Fcos {lit-^/)-t  F'cos  {X2  t  H- /), 

q^Fj^^sin{i,t+f)-^^rj^^sin{X^t^f\  ^ 

wo  Fy  F\fyf  vier  willkürliche  Konstanten  bedeuten,  welche  durch  die  An- 
fangswerte von  p,  3', -T  >  ^.  zu  bestimmen  sind. 

dt    dt 

Wenn  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (8)  nicht  alle  reell  sind,  dann 
müssen  die  Ausdrücke  für  p  und  q  dadurch  rationalisiert  werden,  dass  wir 
für  Sinus  und  Cosinus  die  Exponentialwerte  schreiben.  Die  Gleichung  (8) 
kann  auf  die  Form  gebracht  werden 

;i*  -f-  (c  -f-  c'—  a a) l^-\-c (?'=  0. 
Damit  die  Werte  von  k^  reell  sein  können,  müssen  wir  haben 
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(c  4-  e  —  a  a)^  —  4  0  c  =  einer  positiven  Grösse.  (A') 

Damit  die  zwei  Werte  von  X^  dasselbe  Zeichen  haben  können,  muss  das  letzte 

Glied  der  Quadratrix  positiv  sein,  d.  h. 

CO  =  einer  positiven  Grösse.  (B') 

Damit  beide  Werte  von  X^  positiv  sein  können,  muss  der  CoSfScient  des 

zweiten  Gliedes  der  Quadratrix  negativ  sein,  d.  h.  * 

c-^  c'—  aa  =  einer  negativen  Grösse.  (C) 

Die  Bedingung  (A')  ist  genügend,  wenn  c-hc  und  aa   entgegengesetzte 

Zeichen  besitzen.    Sind  c,  c   beide  negativ  und  ist  a  a  positiv ,  dann  wird 

allen  drei  Bedingungen  genügt. 

Zweiter  Fall.    Sind   die  Gleichungen   vollständig,   dann   nehmen 

wir  an 

p=F€^\         q^Ge^K  (6') 

Die  Substitution  dieser  Werte  giebt 

G  (A2  ^o)  =  F{h  —  a  X\        F{X^  -  c')  =  ö  (fc'-f-  aX).         (7') 

womit  wir  die  biquadratische  Gleichung 

{X^  -  c)  {X^  —  c')  =  {b  —  a  X)  (ft'+  a'X)  (8') 

für  die  Bestimmung  von  X  erhalten,  während  jede  der  Gleichungen  (7') 

das  Verhältnis  G :  F  geben  wird. 

Sind  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell,  dann  wird  die  Bewegung 
keine  schwingende  sein,  einer  positiven  Wurzel  wird  eine  continuierlich 
wachsende,  einer  negativen  Wurzel  wird  eine  continuierlich  abnehmende 
und  schliesslich  verschwindende  Bewegung  entsprechen. 

Einem  Paare  imaginrer  Wurzeln  X  =  a±.  ß^^ — 1  entsprechen  be- 
züglich (6')  die  Belationen 

p  =  {,F'¥F')e''Uo8ßt'¥(F—F)^f^\e'''fiinßU 

q  :=^  {G  ^  a')e^t C08 ßt  +  (G—G')'\f^^ e^' sinßt, 
und  es  müssen  imaginäre  Werte  F^F*  und  G^G'  gegeben   werden,  um 
diese  Ausdrücke  reell  zu  erhalten. 
Aus  den  Gleichungen  (7')  folgt 

G      b  —  aX  -./"T 

F       X^  —  c  ^ 

wo  u  und  V  bekannt  sind  und  der  Wert  von  X  =  a  -h  ßY — 1  aus  (8')  zu 
substituieren  ist.     Folglich  haben  wir  offenbar ,  wenn  wii'  schreiben  X  =■ 

a-ßV^h 

—  =  u  — vV-1. 

Wird  daher  die  erste  Gleichung  in  der  Form  geschrieben 

p  =  He''*C08ßt'hKe'''smßt, 

SO  nimmt  die  zweite  Gleichung  die  Gestalt  an 

j  =  (Hm  ■+-  Kv) ^«' cosßt  4-  {Hu  -  Kv)€''^8inßt. 
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Es  ist  offenbar ,  dass  die  Bewegung ,  wenn  nicht  a  =  0  oder  negativ  ist, 
nicht  als  eine  solche  von  kleiner  Schwingung  angesehen  werden  kann. 
Der  Gleichung  (8')  kann  die  Form  gegeben  werden 

X*  —  {c-h€--a a) i«  4-  (a Ä  —  ab) X-hce  —  b ft'=  0. 

Damit  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  von  der  Form  X=  ±.  ß  Y —  1  sein 
können,  mOssen  wir  haben 

a  b  —  ab  =  0.  (A") 

Dann,  wie  vorher,  damit  die  zwei  Werte  von  X^  reell,  beide  von  demselben, 
dem  negativen  Zeichen  sein  können,  müssen  wir  haben 
{c  4-  c  —  a  ay  —  4  (c  c  —  b  b\  c  c  —  bb\  <?  +  c'—  a  a  alle  positiv.     (B") 

1.  Ein  konischer  Kreisel  stützt  sich  mit  seinem  Scheitel  auf  eine 
vollkommen  rauhe,  horizontale  Ebene  und  rotiert  um  seine  geometrische 
Axe,  welche  beinahe  vertikal  ist.  Welches  ist  die  kleinste,  ihn  am  Um- 
fallen verhindernde  f7inkelgesch windigkeit? 

Die  einzige  Kraft  ausser  der  an  dem  festen  Punkte,  welche  an  dem 
Körper  wirkt,  ist  die  Schwerkraft.  Bezeichnet  h  den  Abstand  des  Schwer- 
punktes des  Körpers  vom  Scheitel,  so  sind  die  Momente  der  Kräfte  um 
die  Axe 

womit  wir  als  Bewegungsgleichungen  erhalten 

^^**  +  (24-C7)«^-M-C)n^  =  A^.«. 

wobei   wir  die  Masse  des   Körpers  gleich  der  Einheit  nehmen.     Diese 
Gleichungen  können  in  der  Form  geschrieben  werden 

.d^q         dp      .  .d^p         dq 

Um  dieselben  zu  lösen,  setzen  vir 

p  =  Feos{Xt-rf),         q  =  Gnn{U+f). 

Die  Substitution  giebt 

Q{Ai^-¥b)=—aX.F,   FiAX^  +  b)=^—aX.G,   {AX*  +  b)*=al^ 

oder  ÄX'±{2A  —  C)nX  +  {A-G)n*  +  gh  =  0, 

,       _2A—C      ^  yo«««  — 4^^A 

^^^^—ZÄT'"- 2Ä 

Damit  nun  der  Kreisel  nicht  umsinken  kann,  müssen  diese  Werte  von  X 
reell  sein.    Folglich  müssen  wir  haben 

n> ^ 
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II.  Wenn  der  Körper  so  beschaffen  ist,  dass  zwei  seiner  Hanpt- 
trägheitsmomente  für  den  festen  Punkt  gleich  sind,  dann  können  die  Glei- 
chungen unter  (I)  auf  eine  andere  Form  gebracht  werden.  Anstatt  die 
Bewegung  von  C  auf  zwei  Axen  0  Jt",  O  Y'  zu  beziehen,  welche  sich  im 
Räume  in  einer  bekannten  Weise  bewegen,  können  wir  dieselbe  auf  zwei 
feste  Axen  OX^OY  beziehen. 

Es  sei  0  der  feste  Punkt,  O  C  die  Hauptaxe,  um  welche  der  Körper 
rotiert,  OA^OB  seien  die  anderen  zwei  Prinzipalaxen,  welche  sich  mit  einer 
Winkelgeschwindigkeit  — n  bewegen  und  hier  nie  weit  von  den  festen 
Axen  OX^OY  abweichen. 

Die  auf  die  Axen  OA,OB,00  bezogenen  Gleichungen  der  Bewe- 
gung sind 

A  f-^rr  +  w  <»2  )  —  (A  —  C)n  qjo  =  L^ 
^(^-na>i)4-(^~(7)nü>i  =r  M,\  (A) 

C^Z'  =  N. 
dt 

Sind  jP,  Q  die  Richtungscosinus  von  O  (7,   bezogen  auf  die  festen  Axen, 

dann  ist 

P  =  eos(OX),       ^^ß^  =  —8in{CX).^lCX). 

dt  dt 

Aber  wir  haben  (ug  =  —  ,-(CJO  und  CX^=  ^  annähernd,  so  dass 

dt  ^ 

0)2  =    , .    und  gleicherweise    ©i  =  ^    • 
Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (1)  giebt 

^77«"-^" 77  =  -^^    ^dt^-^^^'dt^^^'  ^^^ 

welches  die  allgemeinen  Gleichungen  kleiner  Schwingungen  sind. 

1.  Eine  Kugel  ist  an  einem  festen  Punkte  mittelst  eines  Fadens 
aufgehangen  und  macht  kleine  Schwingungen  um  die  Vertikale  durch  den 
Aufhängepunkt.    Welches  ist  die  Bewegung? 

Es  sei  l  die  Länge ,  T  die  Spannung  des  Fadens ,  P\  Q'  seien  die 
Cosinus  der  Winkel,  welche  der  Faden  mit  zwei  festen,  durch  den  Auf- 
hängepunkt O  gezogenen  horizontalen  Axen  OX,  OY  einschliesst,  und  es 
werde  die  Axe  der  z  vertikal  abwärts  positiv  genommen.  8  sei  der 
Schwerpunkt  der  Kugel,  C  S  der  durch  den  Berührungspunkt  des  Fadens 
gehende  Radius  von  der  Länge  a.  CS  schneide  die  Kugel  nochmals  in  C 
und  SC  sei  die  positive  Richtung  der  Axo  von  C. 
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Damit  sind  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  der  Kugel,  wenn  wir 
ihre  Masse  gleich  der  Einheit  nehmen, 

^--TP'      ^--TÖ'      ^-a-T 

und  die  geometrischen  Nebenbedingungen 

x^lP+aP,        y=^lQ'+ctQ^       z  =  l  +  a. 
Diese  Gleichungen  geben  die  folgenden 

d*Q        dP_ag  d>P        dQ_ag      ,_ 

um  diese  Gleichungen  zu  lösen,  setzen  wir 

P=Feos{U+f),  P'=:F'cos{lt+f%Q=Gain{Xt+/),  Q' =G'»in(Xt+/), 

womit  wir  erhalten 

F' (n^  -  ff)  =  a  X*  F,         0'(n*  —  ff)  =  -al^O, 

Folglich  haben  wir 

welches  ffihrt  zu 

{lX-^-.g)Q.^±nl-^^^  =  \gX^. 

Diese  Gleichung  giebt  vier  reelle  Werte  von  X^  und  es  seien  die  Werte 
von  A :  ±  Ai,  ±^2.  ±  'Isi  ±  >t4«   Damit  wird  die  Oscillation  dargestellt  durch 

P==  Fico8  (Xit  -h/i)  -h  jpg  cos{X2  t  -4-/2) 

und  ähnlichen  Relationen  für  P',  Q^  Q\ 

Die  obigen  Gleichungen  werden  die  Werte  von  F'\F^  G:F,  0':F 
jedem  Werte  von  X  entsprechend  geben.  Mithin  haben  wir  hier  acht  will- 
kürliche Konstanten,  nämlich  i?i,JP2i  ^31-^4?  A7/2*/8»/4?  welche  durch  die 

dP        dP' 

Anfangswerte  von  P,   ,   ,  P',  ^     » . .  zu  bestimmen  sind. 

dt  dt 

Nehmen  wir  die  negativen  Werte  von  i,  dann  erhalten  wir  nur  die- 
selben Ausdrücke  wieder.  Da  die  Werte  von  P^P^,..  bekannt  sind,  so 
können  jene  von  x,y^z  gefunden,  mithin  kann  die  ganze  Bewegung  be- 
stimmt werden. 
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2.  Ein  Reif  rollt  eine  vollkommen  rauhe,  horizontale  Ebene  entlang. 
Mit  welcher  kleinsten  Winkelgeschwindigkeit  kann  sich  derselbe  mit  seiner 
Ebene  sehr  nahe  vertikal  bewegen? 

Wir  nehmen  an,  dass  der  Reif  ursprünglich  vertikal  war,  dann  wird  er 
wegen  der  Symmetrie  entlang  einer  Curve  rollen,  welche  annähernd  eine  ge- 
rade Linie  ist.  Diese  Linie  wählen  wir  als  Abscissenaxe  und  die  Ordinatenaxe 
vertikal.  Es  seien  Y,  Z  die  Componenten  des  Reibangswiderstandes  parallel 
zu  den  Coordinatenaxen,  R  bezeichne  die  Normalreaktion.  Nehmen  wir  die 
Masse  des  Reifes  gleich  der  Einheit,  so  ist  B==g. 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Reifes  sind 

A^  —  2An-TT  =  —L,     A'—T;H'2An   .,  =  M. 
dt^  dt  dt^  dt 

Nun  ist  das  Moment  M  der  Kräfte  um  O  F  offenbar  gleich  Null  und 

Zr  =  —  Za  —  Bad^^  wo  ^  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Projektion 

von  SC  auf  die  Ebene  der  yz  mit  Z  einschliesst.    Aber  es  ist  ^=  Q, 

so  dass 

—  L  =  Za  -\-  agQ. 

Ferner  haben  wir,  wenn  x^y^z  die  Goordinaten  von  8  sind, 

d'^z       „  ^       dz 

^  =  Z,      und      ^  =  ^,y. 

Aber  es  ist 

oojB  =  fü^eoB ^  J. 0  JT-h  «2  coB 2i.B0 X-^  fsizCOB Z^CO X^ 

®*  =  <öi+wP=—    ,^  -^rnP^     —  Z=^a  -v-^  ^  an   ,    • 

dt  dt^  dt 

Die  Substitution  in  die  erste  Gleichung  giebt 

{A  +  a^)^^n{2A  +  a^ff^^gaQ  =  0 
und  die  Integration  der  zweiten  Gleichung 

dP  n       ^  rr 

d  t 


2^A^a*)-ag^^j^^ 


Mithin  erhalten  wir 

dt^    '  A  +  a* 

Daher  wird  der  Reif  rollen,  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist 

8^  ^9 


«"> 


o« 


2(2^+o«) 
Ist  der  Reif  kreisförmig,  dann  hahen  wir  ^  =  ^  und  für  die  verlangte 
Winkelgeschwindigkeit  besteht  die  Beziehung 


y?- 


n> 

o 
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Bezeichnet  noch  v  die  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  des  Reifes,  so 
muss  sein  ^    1  ^  r — 

III.  Die  geometrischen  Relationen,  welchen  der  Körper  unterworfen 
ist,  seien  solche,  dass  ein  Punkt  der  Monientanaie  während  der  ganzen 
Bewegung  bekannt  ist.  Dann  können  wir  im  Falle  kleiner  Schwingungen 
Momente  um  diesen  Punkt  gerade  so  wie  um  einen  festen  Punkt  nehmen. 
Dieser  umstand  vereinfacht  unsere  Gleichungen  sehr,  denn  die  unbekannten 
Reaktionen  werden  allgemein  in  diesem  Punkte  wirken. 

Durch  diesen  Punkt,  welchen  wir  O  nennen  wollen,  legen  wir  die 
Coordinatenaien  OX^OY^OZ  parallel  zu  den  Hauptaxen  S A^SB.SG 
för  den  Schwerpunkt  S,  und  es  seien  öc.y^h  die  Goordinaten  von  S^  so 
dass  x^y  sehr  klein  sind. 

Uns  zuerst  auf  die  Hauptaxen  beziehend,  haben  wir  die  allgemeine 
Gleichung 

und  zwei  weitere  ähnliche  Gleichungen,  in  welchen  Z.,  üf,  N  die  Momente 
um  die  Axen  OX.OY^OZ  resp.  sind. 

In  diesen  Gleichungen  haben  wir  die  Quadrate  aller  kleinen  Grössen 
zu  vernachlässigen.     Folglich   sind  die  Quadrate  und  Produkte  von  cc^y^ 

«*i  «y^   -.  '  25U  verwerfen.    Auch  haben  wir,  weil  die  Axen  parallel  zu  den 

Hauptaxen  durch  S  sind,  2mxz  =  hscy  2myz=^hy^  2mxy  =^  x.yy 
wenn  wir  die  Masse  des  Körpers  gleich  der  Einheit  nehmen.  Die  Glei» 
chungen  reduzieren  sich  mithin  auf 

Ä'  -^f  —  (^ —  C)  a)y .  w  4-  Ay .  w^  =  Z/, 

wenn  A\ B\  G  die  Trägheitsmomente  für  die  Axen  OX^OY.OZ  sind^ 
Wie  früher  sei  nun  p  =^d'C08(p,  q  =  —x^^sintp^  dann  gehen,  wie  oben,, 
unsere  Gleichungen  über  in 

dt 
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Die  Momente  L,  M,  N  müssen  wie  vorher  durch  p  und  q  mit  Hilfe  der 
Oeometrie  dargestellt  werden,  alsdann  werden  die  resultierenden  Oleichim- 
gen  von  der  Lage  der  Momentanaxe  unabhängig  sein ,  so  dass  sie  für  die 
ganze  Bewegung  richtig  sein  werden,  sie  sind  in  der  gewöhnlichen  Weise 
integrierbar,  so  dass  es  möglich  ist ,   die  ganze  Bewegung  zu  bestimmen. 

1.  Ein  EUipsoid  rotiert  um  eine  Hauptaxe  und  ist  mit  dem  einen 
Endpunkte  dieses  Diameters  mit  einer  vollkommen  rauhen,  horizontalen 
Ebene  in  Berührung.  Der  Körper  macht  kleine  Schwingungen.  Wie  ist 
die  Bewegung  beschaffen? 

Die  Axen  SG^SA^SB  machen  mit  der  Vertikalen  Winkel,  deren 
Richtungscosinus  1,  — p,  — q  sind,  folglich  sind  die  Componenten  der 
Absoluten  Schwerkraft  parallel  zu  den  Axen  ÖZ^  OA,  OY^  Z  =  —g^ 
JC  =  p  ^,  Y=^qg.  Bezeichnen  5?,  y,  o  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes, 
bezogen  auf  diese  Axen,  so  haben  wir 

L  =  —gy  —  cgq,         M=gä)'h  cgp,         N=0. 

Wir  haben  nun  x  und  y  als  Funktionen  von  p  und  q  zu  ermitteln.  Nehmen 
wir  den  Endpunkt  der  Axe  O  als  Ursprung  neuer  Coordinatenaxen  OJC\ 
O  r',  O Z'  parallel  zu  den  Axen  SA,  SB, SC,  dann  ist  die  Gleichung 
4er  Fläche 

wobei  das  Glied  —  vernachlässigt  wurde,  weil  es  von  der  Ordnung  (  —  )  ist- 

Sind  X,  y\  z  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  0  des  EUipsoides  mit 
<ler  Ebene,  dann  sind  die  Gleichungen  der  Normalen  in  diesem  Punkte 

J  —jD_  __  Tj  —  y  _C  —  z\ 
ex  cy  — 1 

Aber  diese  Normale  ist  die  Vertikale,  folglich  sind  ihre  Bichtungscosinus 

-  ex  cy 

Ferner  ist  x  —  —x,  und  yzn—y^  also 

a^p      _  b^ q 

Durch  Substitution  in  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  erhalten  wir 


(6c2  +  a2)^-12c2n^^-f-(a«-c«)(6n24-5|)/?  =  0.  | 


(1) 
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Um  diese  Gleichungen  zu  lösen,  setzen  wir 

und  fuhren  diese  Werte  in  die  (1)  ein,  wodurch  wir  eine  biquadratische 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  X  bekommen.  Damit  die  Bewegung  os- 
cillatorisch  sein  kann,  müssen  die  vier  Wurzeln  reell  sein,  es  müssen  die 
drei  Ausdrücke 

^\^on   -h  ö  j  ^^g  ^2  +  ä«  "^  6  c«  -hbO      (6  0«  -f-  a«)  (6  c«  4-  b^)] 

sämtlich  positiv  sein. 

Wenn  e  die  kleinste  Aze  des  Ellipsoides  ist,  dann  wird  diesen  Be- 
dingungen für  alle  Werte  von  X  genügt.  Ist  c  die  mittlere  Axe  des 
Ellipsoides,  so  ist  die  zweite  Grösse  negativ  und  es  kann  kein  Wert  von  n 
gefunden  werden,  welcher  die  Lage  des  Ellipsoides  stabil  macht.  Wenn  e 
die  grösste  Axe  des  Ellipsoides  ist,  dann  wird  der  zweiten  Bedingung  ge- 
nügt.   Es  sei 

JI  =  ((-2  —  «2)  (6  c«  4-  b^)  -h  {c^  -  b^)  (6  c«  -h  a2), 

dann  müssen  wir  haben,  weil  die  erste  Grösse  positiv  ist, 


{ 


c 


2  '  (7^« 


—  4(6n2H-5-^)   (e.2_a2)((?2-~62) 


c  J 

=  einer  positiven  Grösse,  {A) 

und  weil  der  dritte  Ausdruck  positiv  sein  muss,  so  erhalten  wir 

"*'  >  144c«- 6  J?-  ^^^ 

Wird  dieser  Wert  von  n*  in  den  Ausdruck  {Ä)  substituiert,  so  macht  er  {Ä) 
negativ,  folglich  liegt  der  Wert  von  n*  zwischen  den  Wurzeln  der  qua- 
dratischen Gleichung,  welche  dadurch  gebildet  wird,  dass  wir  {A)  zu  Null 
gleichen.  Es  ist  klar,  dass  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  positiv 
ausfällt. 

IV.  Ist  der  kleine  Schwingungen  ausführende  Körper  stabformig, 
so  können  wir  die  linearen  Bewegnngsgleichungen  sehr  einfach  dadurch 
erhalten,  dass  wir  von  den  ursprünglichen  Bewegungsgleichungen  ansehen. 

1.  Ein  gleichmässiger,  schwerer  Stab  ist  an  einem  festen  Punkte  O 
mittelst  eines  Fadens  aufgehangen  und  macht  kleine  Schwingungen  um 
die  Vertikale.    Wie  ist  die  Bewegung  beschaffen? 

F.  Kraft,  Pxobl.  d.  analyt.  Mechanik.  II.  .S7 


578  Kleine  Schwingungen  unveränderlichpr  Systeme  im  Räume.     Y.Th.  Ej^.  IX. 

Es  sei  O  der  Ursprung  des  CoordinateDsystemes,  die  Axe  der  s  ver- 
tikal abwärts,  l  die  Länge  des  Fadens ,  2  a  diejenige  des  Stabes.  p\  q\ 
p,  q  seien  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  Faden  und  der  Stab  mit 
den  Axen  der  x  und  der  y  eiDscbliessen ,  und  u  bezeichne  den  Abstand 
irgend  eines  Elementes  d  u  des  Stabes  von  demjenigen  Ende,  mit  welchem 
der  Stab  befestigt  ist.     Damit  sind  die  Coordinaten  dieses  Elementes 

X  =  Ip'-h  up,        y  =  i?-*-ti$',         ^  =  Z  +  tt.  (1) 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  des  Stabes  sind^ 
wenn  M  seine  Masse  und  T  die  Spannung  des  Fadens  bezeichnet^ 

d^p'         d^p_       T  d'q'         d'q_       T        | 

rp  i        \-) 

Nach  dem  Prinzipe  von  D'Alembert  ist  die  MomeDtengleichung  nm  X 

Sdu(y^~-z^^  =  Sdu{yZ-zY)  =  Sdu(ffy), 
welche  infolge  der  (1)  vird  zu 

oder  -2al{l^  +  aJ)-2aH-jj^-^a--^ 

=  2ag(lq''h  aq). 
Diese  Relation  geht  mittelst  der  Gleichungen  (2)  über  in 

d^g'        4      d'q_ 

Daher  sind  die  vier  Bewegxingsgleicbungen 

,d'p'        d^p  ,  ,d^p'       4     d«» 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen  für  q^  q\ 
Um  diese  zu  lösen,  setzen  wir 

p  =  Fehl  (A  ^  -h  a),        p  =^  O  sin  {Xt  ■+■  a), 

erhalten       IX^F  +  aX^G=^gF,      IX^F-h  ^aX^G^gG, 

%j 

al      ^  al 

und  können  die  Werte  von  X  aus  dies  r  Gleichung  gefunden  werden. 


/^^"l- 
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Dritter  Abschnitt. 

Stetige  Bewegung  und  kleine  Schwingungen. 

Bisher  haben  wir  angenommen,  dass  der  Körper  kleine  Schwingungen  um  seine 
Gleichgewichtslage  ausfahrt.  Wenn  aber  der  KOrper  eine  stetige  Bewegung  im  Baume 
besitzt  und  kleine  Schwingungen  um  diese  sich  bewegende  Position  macht,  dann  wer- 
den die  Bewegungsgleichungen  zusammengesetzter.  Zur  Vereinfachung  der  Au^ben 
wollen  wir  voraussetzen,  dass  zwei  der  Haupttrftgheitsmomente  A,  B  für  den  festen 
Funkt  gleich  sind.  Die  folgenden  Probleme  werden  genflgen  zu  zeigen,  wie  wir  yor- 
■gehen  können,  wenn  ein  Punkt  des  Körpers  absolut  fest  ist  und  wenn  er  frei  auf  einer 
rauhen  Ebene  rollt. 

I.  Ein  Körper  mit  zwei  gleichen  Hauptträgheitsmomenten  für  seinen 
Schwerpunkt  S  dreht  sich  um  einen  festen  Punkt  O  in  der  Axe  des  un* 
gleichen  Hauptmomentes  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft.  Die  Axe 
OS  sei  zu  der  vertikalen  unter  einem  Winkel  a  geneigt  und  rotiere  um 
sie  mit  einer  gleichförmigen  Winkelgeschwindigkeit.  Unter  welcher  Be- 
dingung ist  die  Bewegung  stetig  und  wie  gross  ist  die  Zeit  einer  kleinen 
Oscillation  ? 

Dieses  Problem  ist  anzuwenden  auf  den  Fall  eines  Kreisels,  welcher 
:8ich  mit  seinem  Scheitel  auf  einer  vollkommen  rauhen,  horizontalen 
Ebene  dreht. 

Es  werde  der  feste  Punkt  O  als  Coordinatenursprung  und  die  Axe 
der  jg  vertikal  genommen.  Die  von  0  durch  den  Schwerpunkt  S  des 
Körpers  gezogene  Qerade  werde  die  Axe  des  Körpers  genannt.  Die  sich 
bewegenden  Axen  OA,  OB,  OC  sollen  so  gewählt  werden,  dass  0 C  die 
Axe  des  Körpers  ist  und  dass  0  Z,  OC,  0 A  stets  in  einer  Ebene  liegen. 
Damit  haben  wir  als  Gleichungen  der  Bewegung 


^( 


^"  +  «i^)+M-C)a)3«i  =  </A«n^,    l        (1) 


und  die  geometrischen  Nebenbedingungen  sind 

^=0,,,        ■^««*  =  -a.x,  -^+^c.«*  =  «3.       (2) 

Eliminieren  wir  a>i ,  0)2  und  setzen  a>3  =  n,  so  erbalten  wir 

A.zn&—'^-  +  2Acosi^-^.--Cnjj  =  0,  (3) 

Ä^  -  A  cos » sin  0^  r^V+  t'n «*« ^ ^7  =  ^ * »'« ^-      (^) 
dr  \aty  dt 
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Die  stetige  Bewegung  kann  mm  wie  folgt  bestimmt  werden. 
Wenn  die  Bewegung  stetig  sein  soll,  dann  müssen  die  Grössen  & 

und  -^  beide  konstant  sein.     Setzen  wir  daher  &  =  a.    ^  =  >l,  so  wird 
dt  dt 

der  Gleichung  (8)  genügt,  und  die  Gleichung  (4)  geht  über  in 

—  A  cos a sin ak^  -h  Cn sm a.X-=^  gh sin a. 
Verwerfend  den  Faktor  sin  a  =  0,  weil  «  nicht  klein  ist,  ergiebt  sich 

«= ^j-^-.  (5) 

Dieses  ist  die  fielation,  welche  stattfinden  muss  zwischen  der  Winkel* 
geschwindigkeit  des  E()rper8  um  seine  Axe  und  der  Winkelgeschwindigkeit 
dieser  Axe  um  die  Vertikale,  wenn  die  Bewegung  stetig  sein  soll. 
Durch  die  Auflösung  dieser  Gleichung  für  X  erhalten  wir 

_Cn±  yCßn^  —  ^ghAcos^ 


A  = 


—  - » 


2  A  cos  a 

folglich  müssen  wir,  damit  die  Bewegung  stetig  sein  kann,  die  Bedingung 
erfüllt  haben 

9  ^   4:ffhAC0Sa 

Wenn  a  und  n  gegeben  sind,  so  können  wir  den  Körper  mit  einem  der 

beiden  Werte  von  X  beweglich  machen.     Zwischen  wi  und  X  findet  die 

Relation  statt 

0)1  =  —  X  sin  a. 

Ermittelung  der  kleinen  Oscillation. 

Um  die  kleine  Schwingung  zu  finden ,  setzen  wir  *  =  a  -H  ^  und 

}^  =  X'¥-T-^  wo  y,  -^  kleine  Grössen   sind,   deren   Quadrate  ver- 
dt  dt  dt 

nachlässigt  werden  können.    Substituieren  wir  diese  Werte  in  (3)  und  (4) 

und  schreiben  fßr  Cn  den  aus  (5)  sich  ergebenden  Wert,  so  bekommen  wir 

AXstna -r-| [gh^  AX^cosa) -j-  =  0, 

AX^-^sina(gh-AX^cosa)^'^X^Asin'a»'=^Q. 
dt^  ^^  '  dt 

Zum  Zwecke  der  Lösung  dieser  Gleichungen  setzen  wir 

d^=Fsin{pt+f),        und         ip' r=  G cos {p  t -h /). 
Die  Substitution  giebt 

AXsinap^O  =  — (gh  —  AX^cosa)Fp^ 

{A  Xp^  —  X^  Asin^a)  F  =  —  (g h  —  A  X^  cos a)  sina  G p. 

Dadurch,  dass  wir  diese  Gleichungen  miteinander  multiplizieren,  folgt 
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^  = Än^ ' 


und  die  verlangte  Zeit  ist  gleich 


n 


Dieser  Ausdruck  wurde  gegeben  durch  den  Bev.  N.  M.  Ferrers  of 
Oonville  and  Caius  College  als  ein  Besultat  eines  von  ihm  in  den  mathe- 
matischen Tripos  1859  zur  Lösung  vorgeschlagenen  Problemes. 

Wir  haben  nun  noch  den  Beibungswiderstaad  an  dem  festen  Punkte 
zu  bestimmen.  Die  Gleichungen  f&r  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
des  Körpers  sind 


du        ^^ _^  Y 


dv        dxD 


wenn  u,  v  die  Geschwindigkeiten  des  Schwerpunktes  parallel  und  senkrecht 
zu  der  Projektion  von  OA  auf  die  horizontale  Ebene  bezeichnen  und 
J£^  Y  die  Beibungscomponenten  in  denselben  Sichtungen  sind.  Weil  der 
Punkt  0  fest  ist,  so  haben  wir 

U  =  0)2  A  C08  d'^  V  =   —  0)1  Ä  cos  d; 

<ox  und  0)2  sind  durch  die  Gleichungen  (2)  bekannt,  es  können  also  mit 
diesen  Daten  JT  und  Y  gefunden  werden.  Ist  die  Bewegung  stetig, 
dann  haben  wir  durch  (2)  0)2  =  0 ,  wi=^  —  Xsina,  so  dass  u  =  0, 
V  =  Xeinaeosa.h^  wodurch  sich  für  den  Beibungswiderstand  ergiebt 

Jl  =^  —  X^  sin  a  cos  a.h^  Y  =  0, 

mithin  wirkt  der  ganze  Beibungswiderstand  in  der  vertikalen  Ebene  ZCA. 
Weil  der  Schwerpunkt  iS  einen  horizontalen  Kreis  beschreibt,  so  muss  die 
an  ihm  wirkende  Kraft  nach  dem  Centrum  dieses  Kreises  gerichtet  sein, 
wir  hätten  daher  dieses  Besultat  vorhersehen  können. 

Die  stetige  Bewegung  kann  auch  sehr  leicht  durch  ein  anderes  Ver- 
fahren bestimmt  werden. 

Es  sei  O  C  (Fig.  187)  die  Axe  des  Körpers, 
0«7  die  Momentanaxe,  OZ  die  Vertikale.  Diese 
drei  Linien  müssen  bei  stetiger  Bewegung  in  einer 
vertikalen,  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindig- 
keit n  um  OZ  rotierenden  Ebene  liegen.  Ist  12 
die  Winkelgeschwindigkeit  um  Oc7,  so  haben  wir 
Sico8JC=n.  Ferner  sei  OB  die  horizontale 
Figur  187.  Axe,  um   welche  die  Schwerkraft  den  Körper  zu 

drehen  sucht,   dann  ist  OB  senkrecht  zu  der  Ebene  ZOO.    Weil  die 

Schwerkraft  eine  Winkelgeschwindigkeit  ^     .  ^dt  in  der  Zeit  dt  um 

OB  erzeugt,  so  hat  sich,  vermöge  des  Parallelogrammes  der  Winkelge- 
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schwindigkeiten,  die  Momentanaxe  OJ  in  der  Zeit  d  t  durch  einen  Winkel 
^   ■  .    dt  in  einer  zu  der  Ebene  ZOJ  senkrechten  Ebene  bewegi     Da- 

her  ist  die  der  Wirkung  der  Kräfte  zu  verdankende  Winkelgeschwindigkeit 

von  J  um  Z 

d%p{  __  ghsina         1 

~dt  ""     AQ    '  sinJZ' 

Auch  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  von  J  um  C,  welche  der  Trägheit 

A  —  C 

des  Körpers  zu  verdanken,  gleich  n,  folglich  ist  diese  Winkelge- 

A 

schwindigkeit  von  J  um  Z 

dxp2  ___  A  —  C     ein  JC 

dt  A         sinJZ 

Die  ganze  Winkelgeschwindigkeit  ist  gleich  der  Summe  dieser  zwei,  nämlich 

•       /- j Ä sin a     .    rr^      A—  C  \  sin  J O 

A  =  (^^— i cotgJG-^--    /— n)    .    ^^> 

V     An  A       J  smJ  Z 

ffhaina.cotgJG-h  {A  —  C)n^ 

A  n  {sin  a.cotg  JC  —  cos  a) 

Aber  wenn  die  Bewegung  stetig  ist,  dann  liegen  OZ,  OJ  und  OC  alle 

in  einer  Ebene.    Nun  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  von  (7  um  J  gleich  Q^ 

daher  ist  seine  Winkelgeschwindigkeit  um  Z 

sin  JO  n       sin  J  G 


x=n 


—  9 


folgUch  tgJG=^^^ 


sin  Z  C      cos  J  G     sin  a 
Xsin 
n 

Durch  Substitution  dieses  Wertes  von  tgJG  in  den  ersten  Wert  von  l 
erbalten  wir 

Y  =  Gn  —  AX  cos  a, 

welches  dieselbe  Gleichung  wie  oben  ist. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt  unter  der  Wir- 
kung irgend  welcher  Kräfte  kann  in  vielen  Fällen  dadurch  dargestellt  wer- 
den, dass  wir  das  Momentalellipsoid  auf  einer  Fläche  rollen  lassen,  welche 
durch  die  Bedingungen  des  Problemes  bestimmt  ist.  Aber  diese  Repräsen- 
tation der  Bewegung  ist  nicht  immer  eine  passende.  In  dem  eben  betrach- 
teten Falle  kann  die  stetige  Bewegung  dadurch  repräsentiert  werden,  dass 
wir  das  EUipsoid  auf  der  Fläche  eines  geraden  Kegels  mit  vertikaler  Axe 
rollen  lassen.  Hier  ist  das  EUipsoid  ein  Sphäroid  mit  der  Axe  OC.  Es 
sei  O  C  als  Axe  der  z  genommen  und  O  A  links  von  O  G  gezogen,  dann 
ist  die  Gleichung  des  Schnittes  des  EUipsoides  durch  die  Ebene  COZ 
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Sind  x^  z  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Momentanaxe  O  J  und 
des  EUipsoides,  ist  r  der  entsprechende  Radiusvektor,  ^JOC^=^ß^  so 
haben  wir 


€' 


Äein^ß-b  Cco8^ß  =  -^»     tgß=^ 


X  sin  a 


n 


(2') 


Die  Gleichung  der  Tangentialebene  in  dem  Endpunkte  des  Radiusvektor  r  ist 

o4 


Asinß^x  4-  Ccoaß.z  =  — t 


(3') 


und  die  Gleichung  von  OZ  ist 

a  =  ztffa.  (4') 

Bezeichnet  /  den  halben  Scheitelwinkel  des  Kegels,  dann  ist  /  die  Neigung 

von  OZ  zu  der  Tangentialebene  (3'), 

C 

-jcotgß  -¥  tga 

^9  7=        -Q 

1  —  -j  cotg  ß  .tga 

und  nach  der  Substitution  fBr  cotgß  bekommen  wir 

g  h  sin  a 


cotgy  =  — 


ÄX^  -h  ghcosa 


II.  Eine  unendlichdünne,  kreisförmige  Platte  bewegt  sich  auf  einer 
vollkommen  rauhen,  horizonlalen  Ebene  in  einer  solchen  Weise,  dass  sie* 
eine  konstante  Horizontalneigung  a  bewahrt.  Unter  welcher  Bedingung  ist 
die  Bewegung  stetig  und  wie  gross  ist  die  Zeit  einer  kleinen  Schwingung? 
Die  Masse  der  Platte  werde  als  Masseneinheit  genommen,  a  sei  der 
Halbmesser  der  Platte,  die  Axe  der  z  vertikal.    Die  Hauptaxen  SA,  SB,  SC 

des  Körpers  für  seinen  Schwerpunkt  S  bewegen  sich 
mit  dem  Körper  so,  Abl  SO  normal  zu  der  Ebene 
der  Platte  ist,  dass  die  drei  Axen  S Z,  8C^  SA 
(Fig.  188)  sämtlich  in  einer  vertikalen  Ebene  liegen. 
Es  sei  O  der  Berühnmgspunkt  der  Platte  und  der 
Ebene.  Jf,  T  seien  die  Gomponenten  des  Beibungs- 
widerstandes  in  O  parallel  und  senkrecht  zu  der 
Ebene  OSA.  Der  Best  der  Bezeichnungen  sei 
derselbe  wie  vorher. 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  S  sind 

'(l(Ol 


Fignr  188. 


-H 


du>2 
'dt 


(da 
'd 


W2  j^^  -{Ä  —  C)  Wg  (Og  =  0, 


(1) 


dtJ 


+  (A — C)  (03  <ai  =  —  JV  a  sin  &■  —  B  a  cos  ^,     (2) 


584 


Kleine  Schwingangen  nnTeränderlicher  Systeme  im  Baame.     Y.  Th.  Kap.  IX 


dt 
und  die  geometrischen  Gleichungen 

d*  -      ^^   .    «  /ex  dx      d\b 


(3) 


W2; 


(4) 


d<         ''^    ^  ^      di^^ -"*'    ^--^         de   •    dt 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  S  sind 


©s 


(6) 


d^^J^^Y.    (8) 


de« 


=  -g  +  R,     (9) 


de  '     de 

und  die  zugehörigen  geometrischen  Gleichungen 

u  =  a«m^.fr)2,     (10)         t;  =  —  a(f)8,     (11)         z  =  a»in&.     (12) 

Um  diese  Gleichungen  zu  lösen,  haben   wir  ?«, v  and  z  zu  eliminieren, 

d^ 


dadurch  erhalten  wir,  weil  das  Quadrat  von 


JC=  a  sin  a 


d^ 
dt^ 


acos 


^n^    v^ 


de 


y= 


a 


de 

d(i)3 


zu  vemachlässigen  ist, 

dtp 


dt 


a  0)2  «2^  ^ 


de 


22  =  ^  +  a.coad' 


d^ 
dt^ 


(I) 


Diese  Werte  in  die  (1),  (2),  (3)  eingeführt  und  (5)  berücksichtigt  giebt 


'do)i 


dx 


B'  — -^  +  -4'ü)i  -j-  -f-  (^'  4-  C')  0)1 0)3  =  —  ^  a  ^ö»  & 


0 


dt 

/do)8 


de 


wo 


-  {A'—  B")  0)1 0)2  =  0, 


(II) 


de 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  auch,  wenn  Momente  um  den  Punkt  O  ge- 
nommen werden.  Um  dieses  zu  thun,  müssen  wir  an  jedem  Elemente  des 
Körpers  eine  Acceleration  anbringen,  welche  gleich  und  entgegengesetzt 
derjenigen  von  0  ist.    Die  Acceleration  von  O,  welche  der  stetigen  Be- 

dy 

wegung  zu  verdanken,  ist  ao)i-^,  senkrecht  zu  der  Ebene  der  Platte,  und 

beim  Nehmen  der  Momente  haben  wir  uns  dieselbe  in  S  wirksam  zu 
denken.  Die  Acceleration  von  0,  welche  aus  der  kleinen  Oscillation  her- 
vorgeht, kann  vernachlässigt  werden. 

Bestimmung  der  stetigen  Bewegung.    Für  diese  müssen  0)1,0)0,013, 

:«,  -r-^  =  Jl,  &  =  a,    dann  er- 
a  t 


dy 

~dt 


sämtlich  konstant  sein.     Es  sei  0)3 


halten  wir  durch  Substitution  in  (4),  (5),  (6)  und  (11) 

0)2  =  0,     0)1  =  —  X  ein a,     (2^4-  a^)  w  =  -4  Xeo8 a  —  ^  cota a. 
weil  Cr=.2A  ist. 


ffa 
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Diese  Relation  muss  zwischen  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Platte 
um  ihre  Axe  und  der  Winkelgeschwindigkeit  der  horizontalen  Tangente 
bestehen,  damit  die  Bewegung  stetig  sein  kann.  Der  Berührungspunkt 
der  Platte  und  der  Ebene  beschreibt  auf  der  Ebene  einen  Ereis  und  es 

sei  r  der  Radius  dieses  Kreises.    Weil  die  Platte  in  der  Zeit  —  eine  Um- 

drehung  macht,  so  ist 


folglich  auch 


a« 


(2  -4.  -4-  a^)  r  =  —  Aa  cos  a  -^  g  -r-  cotg  «. 


die  dritte 


die  zweite 


Bestimmung   der    kleinen   Schwingung.     Wir    setzen  ^  = «  -h  y, 

—^  =  ^  -h  -^ .  ö)s  =  n  +  (03',  wo  y,  -^' »  (03'  kleine  Grössen  darstellen, 
a  t  at  dt 

deren  Quadrate  und  höhere  Potenzen  wir  zu  vernachlässigen  haben.    Sub- 
stituierend für  coi,  (ö2,  -T^    aus  (4),   (5),   (6)  wird  die  erste  der   Glei- 

Cv  t 

chungen  (II) 

Äa/na-r^  +  2 A{coea . l  —  n)  -  ^  =0,  (13) 

a  t  dt 

dt  dt 

(2  4  +  a2)(a)3— w)  =  a2«naA(^  — a),  (14) 

(^ -^  a«)^  +  (2^  4-  a2)  «in ^0)3  ^ 

^  dt^  dt 

(d  i/^x 
-,^  J  =  —  g  a  cos  ^, 

welche  sich  reduziert  auf 

M  -+-  a^)^  -^  L»' - Msina^!}^^  =  0,  (15) 

dt  dt 

wobei        i  =  —  -4.  A-  (?0Ä  2  a  +  (2  -4.  H-  a^)  n  A,  (?o^  a  —  gasina^ 

M  =  2  ÄGos a .  X  —  {2  Ä  -h  a^)n. 

Nun  giebt  die  Integration  der  (13)  und  die  Einführung  des  Resultates  in 
die  (15) 

{A-ha^)^-h\L-^2M{cosa.l  —  n)\&'==0.  (16) 

Die  durch  die  Integration  von  (18)  eingeführte  Konstante  würde  zu  einem 
konstanten  Qliede  in  dem   Werte  von  y  Veranlassung  geben,  erhalten 
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durch  die  Integration  von  (16),  aber  alle  konstanten  Teile  von  &  sind 
eingeschlossen  gedacht  in  seinem  Mittelwerte  d'  =  a^  folglich  muss  diese 
Eonstante  vernachlässigt  werden.  Daher  ist,  wenn  T  die  Zeit  einer  kleinen 
Schwingung  bezeichnet, 

(^^)   {Ä  -f-  a«)  =  (1  -h2co8^a)ÄX^  -  2nA(Jo«ft(3^ -4-  a«) 

-h2n^{2A-ha^)  -gasina, 

womit  dieselbe  bestimmt  ist. 

Die  Reibungscomponenten  in  dem  Punkte  O  können  durch  die  Glei- 
chungen (7)  bis  (12)  gefunden  werden. 

UI.  Bestimmung  der  Bewegung  der  Kugeln  des  Regulators  von  Watt 
far  eine  Dampfmaschine. 

Die  Einrichtung  dieses  Mechanismus  ist  wohlbekannt.  Ein  ähnlicher  Apparat 
wird  zur  Regulierung  der  Bewegung  der  Uhren  gebraucht.  Wenn  hier  irgend  ein 
Wachstum  in  der  treibenden  Kraft  der  Maschine,  oder  irgend  eine  Ycrmindenuig  der 
Widerstände  stattfindet,  so  dass  die  Maschine  beginnt  sich  schneller  zu  bewegen,  stei- 
gen die  Kugeln  vermöge  ihrer  wachsenden  Centrifugalkraft  aufwärts  und  schneiden 
mittelst  eines  Hebels  die  treibende  Kraft  ah,  oder  yermehren  die  Widerstände  um  eine 
dem  Ausschlagwinkel  proportionale  Grosse.  Wenn  auf  der  anderen  Seite  die  Maschine 
zu  langsam  geht,  dann  fallen  die  Kugeln  einwärts  und  eine  grossere  treibende  Kraft 
gelangt  zur  Wirkung.  In  dem  Falle  einer  Dampfmaschine  ist  der  Hebel  an  die 
Drosselklappe  gefesselt  und  wird  so  die  Dampfzuführung  reguliert.  Es  ist  klar,  dass 
eine  vollständige  Anpassung  der  treibenden  Kraft  an  die  Widerstände  nicht  augen- 
blicklich stattfinden  kann,  aber  der  Mechanismus  wird  eine  Beihe  kleiner  Schwingungen 
um  ein  mittleres  Statium  stetiger  Bewegung  ausführen.  Das  zu  betrachtende  Problem 
kann  daher  so  gestellt  werden. 

Zwei  gleiche  Stäbe  OA^O  A\  jeder  von  der  Länge  2,  sind  mit  einer 
vertikalen  Spindel  durch  ein  Charnier  bei  0  verbunden,  welches  eine  freie 
Bewegung  in  der  Ebene  AOÄ  zulässt.  In  A  und  A'  sind  zwei  Kugeln, 
jede  von  der  Masse  m,  befestigt.  Um  die  Trägheit  der  anderen  Teile  der 
Maschine  zu  repräsentieren,  wollen  wir  ein  horizontales,  an  der  Spindel  be- 
festigtes Schwungrad  annehmen ,  welches  das  Trägheitsmoment  J  um  die 
Spindel  besitzt.  Wenn  der  Mechanismus  sich  in  dem  Zustande  gleich- 
förmiger Bewegung  befindet,  seien  die  Stäbe  unter  einem  Winkel  a  zu 
der  Vertikalen  geneigt  und  ihre  konstante  Winkelgeschwindigkeit  sei 
gleich  0).  Tritt  irgend  welche  Störung  in  der  Bewegung  ein,  so  schlagen 
die  Stangen  um  einen  Winkel  v^  mit  der  Vertikalen  aus  und  es  kommt 
eine  Kraft  ins  Spiel ,  welche  das  Moment  ^ ß{&—  a)  um  die  Spindel 
besitzt.  Wie  ist  die  Schwingung  um  das  Statium  stetiger  Bewegung  be- 
schaffen? 

Es  sei  <p  der  von  der  Ebene  A  O  Ä   mit  einer  festen ,  vertikalen 
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Ebene  im  Baume  eingeschlossene  Winkel,  mJc^  das  Trägheitsmoment  einer 
Stange  mit  Kugel  um  eine  Senkrechte  zu  dem  Stabe  durch  0,  die  EugelD 
als  materielle  Punkte  angesehen. 

Die  Gleichung  des  Winkelmomentes  um  die  Spindel  ist 

d 


dt 


dt 


=  -/^(^-«).  (1> 


Die  halbe  lebendige  Kraft  des  Systemes  ist,  wenn  dieselbe  mit  T  be- 
zeichnet wird, 

^={<'i)" -•"*•{©' ---kS)!' 

und  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  an  jeder  Stange  und  Kugel  um  eine- 
durchgehende zu  der  Ebene  AOA'  senkrechte  horizoDtale  Linie  ist,  wenn 
U  die  Kräftefunktion,  h  den  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  Stabes  und 
Kugel  von  O  bezeichnet, 

Lagrange  hat  aber  die  Gleichung  gegeben 

d  dT      dT      du 


"• » 


dtd&'      d»      d& 
worinnen  &'  den  Differentialquotienten  von  ^  bezüglich  der  Zeit  bezeich» 

jfc2 

net,  folglich  erhalten  wir,  mit  a=-r-> 

h 

^^-,in&cos»(i^^'=-^sin&.  (2> 

dt^  V  dty  a 

Diese  Gleichung  kann  auch  dadurch  erlangt  werden,  dass  wir  die  Accele- 
ration  einer  der  als  materielle  Punkte  betrachteten  Kugeln  in  einer  Rich- 
tuno: senkrecht  zu  der  Stange,  in  der  den  Winkel  &  enthaltenden  Ebene 
nehmen. 

um  die  stetige  Bewegung  zu  finden ,  haben  wir  ^  =  a ,  -^  =:zn 

zu  setzen.    Damit  giebt  die  Gleichung  (2) 

0  —  sin  a  cos  a  .n^  = ^  sin  or,  n^  cos  a  =  — » 

a  a 

n  =  r • 

^     a  cos  a 

Um  die  Schwingungen  zu  bekommen,  setzen  wir  ^  =  «  -h  o?,  ^  =.n  -hi/^ 
Unsere  zwei  Gleichungen  werden  alsdann 


=  0. 
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iJ+2mk^9in^a)^^  +  2mk^n8tn2a^  =  —ßx, 

dt  dt 

'  cl    Oß  /'  <7  \ 

-T-g  —  n  «m  2  a  .  y  =  \n^  cos  2  a ^  cosaj  •  x. 

Zum  Zwecke  der  Lösung  dieser  Gleichungen  schreiben  wir  dieselben  in 
der  Form 

(D^  4-  w* sin^  a)x  —  n «n  2  ay  =  0, 

wo  das  Symbol  D  für  die  Operation  -=-  steht.  Die  Elimination  von  y 
durch  Multiplikation  übers  Kreuz  giebt 

■♦'  ö — I  on«m2ala?  = 

Die  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  notwendigerweise  negativ,  denn 
das  letzte  Glied  ist  positiv.  Die  zwei  anderen  Wurzeln  sind  imaginär, 
denn  das  Glied  mit  D^  zwischen  zwei  Gliedern  gleicher  Zeichen  ist  nicht 
vorhanden.  Auch  ist,  da  die  Summe  der  drei  Wurzeln  gleich  Null,  der 
reelle  Teil  der  zwei  imaginären  Wurzeln  positiv.     Diese  Wurzeln  seien 

daher  —'2p  undp±^y^--l.     Damit  wird 

wo  H,  K,  L  drei  unbestimmte  konstante ,  von  der  Beschaffenheit  der  an- 
änglichen  Störung  der  Bewegung  abhängige  Grössen  bedeuten.  Daraus 
geht  hervor,  dass  die  Oscillation  unstabil  ist.  Die  Kugeln  werden  sich 
abwechselnd  der  vertikalen  Spindel  nähern  und  von  ihr  entfernen  mit 
wachsender  Heftigkeit. 

Ein  gemeinschafüicher  Fehler  der  Oonveraatoren  ist  der,  dass  sie  zu  schnell 
vrirken  und  dadurch  keine  stetige  Änderung  in  der  Bewegung  der  Maschine  eintritt. 
Wenn  die  Maschine  zu  schnell  arbeitet,  so  schneidet  der  Regulator  den  Dampfzuflois 
ab,  aber  infolge  der  Trägheit  der  Maschinerie  nimmt  die  Geschwindigkeit  der  Maschine 
nicht  plötzlich  ab.  Die  Folge  davon  ist,  dass  die  Kugeln  fortfahren  sich  zu  bewegen, 
nachdem  sie  bereits  den  Dampfzufluss  auf  den  erforderlichen  Betrag  zurflckgeffthrt 
haben,  und  also  zu  yiel  Dampf  abgeschnitten  wird.  Ahnliches  geschieht,  wenn  sich 
die  Kugeln  einander  n&hem,  wodurch  ebenfalls  eine  beträchtliche  Schwingung  erzeugt 
wird.  Dieser  Fehler  kann  sehr  viel  dadurch  modifiziert  werden,  dass  ein  Widerstand 
f&r  die  Bewegung  des  Regulators  angebracht  wird. 

In  dem  Falle,  wo  die  Bewegung  eines  Uhrwerkes  durch  ein  Centrifugalpendel 
reguliert  wird,  ist  als  Beobachtungsresultat  gefunden  werden,  dass  eine  starke  Irregu* 
lärität  stattfindet.  Wenn  einmal  die  Kugeln  den  geringsten  Grad  einer  elliptischen 
Bewegung  erhalten,  ist  der  Widerstand  (i(^  —  a),  durch  welchen  die  Bewegung  r^uliert 
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wird,  geneigt  die  Ellipse  mehr  und  mehr  elliptisch  zu  machen.  Um  dieses  zu  Ter- 
bessern,  moss  ein  anderer  Widerstand  angebracht  werden.  Dieser  Widerstand  sollte 
von  solchem  Charakter  sein ,  dass  er  die  Kreisbewegung  nicht  ungreift ,  und  nur  tod 
der  Elliptizit&t  des  Momentes  hervorgebracht  wird 

Eine  Methode,  durch  welche  dieses  bewirkt  werden  kann,  wurde  von  Sir  G.  Airj 
angegeben.  Die  schwingende  Bewegung  der  Kugeln  kann  auf  eine  über  die  Spindel 
geschobene  Hülse  übertragen  werden,  welche  dadurch  auf-  und  abgleitet.  Wird  diese 
mit  einer  horizontalen,  kreisförmigen  Platte  in  einem  mit  Wasser  gefüllten  Oylinder 
von  nur  wenig  grosserem  Halbmesser  verbunden,  dann  bewegt  die  Hülse  durch  ihre 
OsdUationen  die  Platte  auf  und  ab.  Dadurch  kann  der  Bewegung  der  Hülse  ein  sehr 
grosser  Widerstand  entgegengestellt  werden ,  welcher  bestrebt  ist ,  die  Schvringung  zu 
vermindern,  w&hrend  die  von  statischen,  oder  langsam  alterierenden  Kräften  abh&ngige 
Ruhelage  des  Schiebers  davon  total  unberührt  bleibt. 

(Memoires  of  the  Astronomical  Society  uf  London,  Vol.  XX,  1851.) 

Bestimmung  der  Schwingungen  eines  mit  einem  Wassercylinder  aus- 
gerüsteten fiegulators.  Die  allgemeine  Wirkung  des  Wassers  ist  die^ 
einen  Widerstand  heryorzubriugen,  welcher  der  Geschwindigkeit  proportional 

ist ,  sie  kann  daher  dargestellt  werden  durch  ein  Glied  —  /  ^    auf  der 

rechten  Seite  der  Gleichung  (2).  Die  Lösung  wird  dieselbe  wie  vorher^ 
und  die  cubische  Gleichung  nimmt  die  Form  an 


K 


„-^-.  4-  «n^  « )  (1)8  +  y  D«)  +  n  «in«  «  f  1  +  3  coa^  «  -i-  s-^)  -D 


-I-  TS — T^ nBina\x  =^  0. 


Wenn  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  sind,  so  sind  sie  alle  negativ^ 
und  der  Wert  von  x  ist 

wo  — i,  —  |tt,  — V  die  Wiurzeln  bedeuten  und  A^  J5,  C  unbestimmte- 
Eonstanten  sind. 

Wenn  nur  eine  der  Wurzeln  reell  ist,  so  ist  diese  Wurzel  negativ, 

bezeichnen  wir  mit  /;  ±  V "~  1  ^^®  anderen  beiden  Wurzeln ,   dann  hat 
der  Wert  von  x  die  Form 

wenn  H,  K,  L  unbestimmte  Eonstanten  bedeuten. 

Damit  die  Bewegung  stabil  sein  kann,  ist  es  nötig,  dass  die  Grösse  p 
negativ  ausfällt.    Die  analytische  Bedingung  dafür  ist 

Bei  genügend  grossem  /  wird  diese  Bedingung  erfüllt.     Die  Gleichförmig- 
keit der  Bewegung  der  Stangen  um  die  Vertikale  wird  dann  gestört  werden 
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durch  eine  Oscillation,  deren  Grösse  kontinuierlich  abnehmend  und  deren 

Periode  —  ist.    Durch  geeignete  Wahl  der  Qrösse  von  /  bei  der  Kon- 

struktion  des  Instrumentes  kann  die  Periode  manchmal  so  arrangiert  wer- 
den, dass  der  kleinstmögliche  üble  Effekt  zum  Vorschein  kommt.  Wenn 
die  Periode  sehr  lang  gemacht  wird,  so  wird  das  Instrument  glatt  arbeiten. 
Wenn  sie  sehr  kurz  gemacht  werden  kann,  so  wird  die  kleinste  Abwei- 
chung von  der  Kreisbahn  stattfinden. 

In  dieser  Untersuchung  sind  die  Beibungswiderstände  an  den  Char- 
nieren  und  den  übrigen  mechanischen  Teilen  des  Gouvernators  nicht  be- 
rücksichtigt worden,  welche  nicht  unbeträchtlich  sein  werden.  Diese  sind 
in  vielen  Fällen  bestrebt,  die  Oscillation  zu  reduzieren  und  in  Grenzen 
^u  halten. 

In  dem  Falle  von  WatVs  Begulator,  wo  irgend  eine  permanente  Änderung  in 
der  Relation  zwischen  der  treibenden  Kraft  und  dem  Widerstände  gemacht  wird,  ist 
das  Statium  gleichförmiger  Bewegung,  welches  die  Maschine  schliesslich  annehmen 
wird,  verschieden  Ton  demjenigen,  welches  sie  vorher  besass.  Treibt  die  Haschine 
eine  gegebene  Zahl  von  Webstflhlen,  so  sind  die  Arme  0  A,  0  Ä'  des  Regulators  zu 
-einander  unter  einem  gewissen  Winkel  2  a  geneigt  und  drehen  sich  mit  einer  ge- 
wissen Winkelgeschwindigkeit  n  um  die  Vertikale.  Wenn  nun  irgend  eine  Zahl  von 
Webstühlen  plötzlich  ausgerückt  wird,  so  werden  sich  die  Engeln  von  einander  ent- 
fernen und  die  Arme  unter  einem  anderen  Winkel  2  a  zu  einander  geneigt  sein,  auch 
werden  sich  die  Kugeln  jetzt  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  n'  um  die  Spindel 
•drehen.  In  diesem  Falle  ist  n'2  cos  a  =  n^  cos  a.  Der  Gking  der  Maschine  wird  daher 
iilteriert,  sie  arbeitet  mit  einem  kleineren  Widerstände  schneller  als  mit  einem  grosseren, 
was  ein  grosser  Mangel  von  Watt*8  Regulator  ist.  Aus  dieser  Ursache  ist  geschlossen 
worden,  dass  der  Ausdruck  ^Gouvemator'^  ungeeignet  sei,  das  Instrument  ist  in  der 
That  nur  ein  Moderator  der  Schwankungen  der  Maschine. 

Diesem  Mangel  kann  beträchtlich  dadurch  gesteuert  werden,  dass  der  Parabel- 
xegulator  von  Hu^ghens  verwendet  wird.  Bei  diesem  Instrumente  bewegen  sich  die 
Schwerpunkte  A^  A'  der  Kugeln  auf  dem  Bogen  einer  Parabel,  die  Axe  dieser  Carre 
ist  die  Rotationsaxe.  £s  sei  ^  ^  eine  Ordinate  der  Parabel,  A  0  die  Normale,  dann 
ist  N  G  konstant  und  gleich  dem  Halbparameter  X.  Sehen  wir  die  Kugeln  als  schwere 
Punkte  und  sämtliche  Stangen  als  unendlich  dünn  an,  so  erkennen  wir  durch  das 
Kräftedreieck ,  dass  die  Kugeln  in  jeder  Lage  auf  dem  Bogen  ruhen ,  wenn  nl^L  =  g 
ist,  wo  n  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugeln  um  die  vertikale  Axe  durch  0  be- 
deutet Auch  ist  klar,  dass  die  Kugeln  auf  dem  Bogen  gleiten  müssen,  wenn  die 
Winkelgeschwindigkeit  nicht  die  durch  diese  Formel  gegebene  ist.  Durch  diese  Modi- 
fikation wirkt  der  Regulator  in  folgender  Weise.  Wenn  der  Widerstand  vermindert 
wird,  beginnt  die  Maschine  zu  laufen ,  die  Kugeln  steigen  und  der  Dampfznfluss  wird 
•abgesperrt.  Es  ist  klar,  dass  das  Gleichgewicht  nicht  belästigt  wird,  bis  die  Menge 
von  Dampf  zugeführt  wird ,  welche  genügt ,  die  Maschine  in  genau  demselben  Gang 
wie  vorher  zu  erhalten. 

Der  Leser,  welcher  weiteres  Interesse  für  den  Gregenstand  der  Gouvernatoren 
besitzt,  wird  ver\<'iesen  auf:  Abhandlung  von  Sir  G.  Airy,  Vol.  XI,  of  the  Memoirs  of 
■the  Astronomical  Society,  1840;  daselbst  sind  vier  verschiedene  Konstruktionen   be- 
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trachtet.  Artikel  von  Mr.  Simens  in  the  Phil.  Trans,  for  1866.  Kurzer  Abriss  mehrerer 
Arten  von  Gouvematoren  von  Prof.  Maxwell  in  the  Phil.  Mag.,  for  1868.  Bericht 
^ber  mehrere  Experimente  durch  Mr.  EWerj  mit  dem  parabolischen  Begulator  von 
Huyghens  in  the  Astronomical  Notices  for  December,  1875.  Poncelet,  Cours  de  mäca- 
nique  appliqu^  etc.  (deutsch  von  Schnuse).  Franke,  Zeitschrift  des  österreichischen 
Ingenieur» ereins,  1849.    Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre 

Dem  Studierenden,  welcher  sich  eingehender  mit  der  Theorie  kleiner 
Schwingungen  beschäftigen  will,  wird  empfohlen:  Routh,  Dynamics  of  a 
System  of  Rigid  Bodies.  Bei  der  Zusammenstellung  des  Inhaltes  dieses 
Kapitels  wurden  die  Werke  von  Routh  verwendet,  sofern  nicht  andere 
Angaben  gemacht  worden  sind. 


Zehntes  Kapitel. 

Bewegung  veränderlicher,  materieller  Systeme. 

In  diesem  Kapitel  wollen  wir  Bewegungen  vollkommen  biegsamer, 
unelastischer  und  elastischer  Fäden,  Seile,  Ketten  betrachten. 

i.  Aifstellong  der  allgeneinen  Bewegongsgleiehongen  eines  vollkoninieD 
biegsanien  Fadens  unter  der  Wirkung  beliebiger  Kräfte. 

Der  irgend  welchen  Kräften  unterworfene  Faden  kann  entweder  voll- 
kommen unausdehnbar  oder  elastisch  sein,  welche  Fälle  wir  bei  der  Auf- 
stellung der  Bewegungsgleichungen  unterscheiden. 

a)    Der  Faden  ist  unausdehnbar. 

Die  Gestalt  der  Curve  des  der  Wirkung  beliebiger  Kräfte  ausge- 
setzten Fadens  wird  im  allgemeinen  eine  doppelt  gekrümmte  Linie  sein, 
welche  wir  auf  ein  räumliches,  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  mit  den 
festen  Axen  O^^  OY,  OZ  beziehen ,  so  dass  {x,  y,  z)  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  der  Fadencurve  sind.  Bezeichnet  m  die  Masse 
einer  Längeneinheit  des  Fadens,  so  ist  mds  diejenige  eines  Bogenelementes 
ds  des  Fadens.  Die  Beschleunigungen  der  Gomponentensummen  der  au 
irgend  einem  Fadenelemente  wirkenden  äusseren  Kräfte  parallel  zu  den 
Coordinatenaxen  seien  X,  Y,  Z  und  die  Geschwindigkeiten  dieses  Ele- 
mentes parallel  zu  denselben  Axen  v^^  Vy^  Vg. 

Nach  dem  Prinzipe  von  D'Alembert  ist  das  Fadenelement  d«  im 
Gleichgewichte  unter  der  Wirkung  der  Kräfte 
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"•""(^'-^>  "^-c^-^)'  '""(.^''j^y 

und  der  Spannungen  in  seinen  Enden. 

Bezeichnet  T  die  Spannung  in  dem  Punkte  (o?,  y,  z),  so  sind  deren 

d  tB  d  tt  dz 

Componenten  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  T  ^r ,   T^^   T-^-,   und 

de         as         äs 

die  Spannungscomponenten  in  dem  anderen  Endpunkte  des  Elementes  sind, 

da  dessen  Coordinaten  (a?  -i-  da?),  (y  -h  dy),  {z  4-  dz), 

as       d«V     day  as      a«v     d«-/ 

as       d8\     asy 
Dadurch  erhalten  wir  für  die  Bewegung  des  Fadens  die  drei  Gleichungen 

dt       d«V     dsy 
^  V«        d  /^dt/N  __  \  ., . 


m 


dt        ds^     dsJ 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  Variablen  s  und  t  von  einander  unabhängig. 
Für  ein  imd  dasselbe  Element  des  Fadens  ist  s  stets  konstant  und  seine 
Bahn  bestimmt  durch  Variation  yon  t  Ist  dag^en  die  Curve  zu  be- 
stimmen, in  welcher  zu  einer  Zeit  t  der  Faden  hängt,  so  ist  dieselbe  ge- 
geben durch  Variation  von  «,  während  t  konstant  ist.  In  dieser  Unter- 
suchung ist  s  die  Länge  des  Bogens  von  einem  beliebigen,  in  der  Curve 
festen  Punkte  bis  zu  dem  betrachteten  Elemente. 

Für  das  Bogenelement  ds  besteht  die  Relation   ds^  ^dx^  -{'  dy^ 
-{-  dz\  so  dass  stets 

O'-  (ID*-  (s)*=  ■• 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  t  giebt 

dx  dvg      dy  dvy       dz  dVg ^  .^ 

ds    dt        ds    dt        ds    dt  ^    * 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  genügen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 

{x^  y,  z)  und  T  als  Funktionen  von  s  und  t 

Diese  Gleichungen  können  auch   auf  eine  andere  Form   gebracht 

werden.    Es  seien  g>,tp^  x  ^^^  Winkel ,  welche  die  Tangente  im  Punkte 

d  X 
(xj  y,  z)   mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst ,   dann  ist  -=-  =  ca#9, 

as 

dl/  dz 

y-  =  cos  tp^  ---  =  cos  X,  womit  die  Gleichungen  (1)  die  Form  annehmen 
as  as 
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dvg        d 


m 


-3 —  =  ■     (Tcos(f)  -h  m  -Zi 
dt        d8  ^ 


(4) 


m^  =  ^(Tco*V)  +  '»r,  }  (3) 

Ferner  giebt  die  Differentiation  der  goniometrischen  Belationen 

dw        1    d^x      dvx  .       d%b      dvy     \ 

^  a^      a«    <{^        a«  ^  dt       d9     \ 

dx      dvz 

Dazu  kommt  noch  die  bekannte  geometrische  Gleichung 

co8^  9)  4-  <?M*  tp  4-  <?ö«^  X  =  !•  (5) 

Die  sieben  Gleichungen  (8),  (4),  (5)  genügen  zur  Bestimmung  der  Werte 
von  t;,,  Vy,  Vm^   y,  i/',  x»   2^. 

Findet  die  Bewegung  des  Fadens  in  einer  Ebene  statt  und  nehmen 
irir  diese  Ebene  als  Ebene  der  x^  y,  dann  geht  das  räumliche  Coordinaten- 
system  in  ein  ebenes  mit  den  Goordinaten  x,  y  über,  weil  jetzt  alle  z  und 
alle  Vz  gleich  Null  sind.  In  diesem  Falle  ist  die  Bewegung  des  Systemes 
vollständig  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

a  t        dB  -    a  t        as 

dw      dvjc  dw      dvy  ^       ,        «  .        1      .m 

^  dt        d8  dt        ds  ^ 

Die  bei  der  Lösung  dieser  Gleichungen  auftretenden  willkürlichen  Eon- 
^nteo  und  Funktionen  müssen  aus  den  besonderen  Verhältnissen  eines 
jeden  Problemes  bestimmt  werden. 

b.    Der  Faden  ist  elastisch. 

In  diesem  Falle  sind  die  dynamischen  Gleichungen  sowohl  als  auch 
•die  geometrischen  Bedingungen  von  der  Elastizität  des  Fadenmateriales 
abhängig. 

Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  werden,  wenn  a  die  unge- 
«treckte  Länge  des  Bogens  «,  mda  die  Masse  eines  Elementes  da  der 
ongedehnten  Länge,  oder  d8  der  gedehnten  Länge  bezeichnet,  und  wir 
denselben  Weg  wie  vorhin  gehen, 

dt       acrV    d8J 


m 


m 


d 
dvg        d  r^dx^ 


a  rmdx\  „ 


dt 

V.  Krftft,  Probl.  d.  «nalyt.  Mechanik.  H.  38 
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um  die  geometrischen  OleichuDgen  zu  finden,  haben  wir  die  Belation 


(oxY"      /'ay\''     t^^\\_  C     \ 


zu  differentiieren,  die  unabhängigen  Variablen  sind  nun  a  und  t  und  giebt 
die  Ableitung  mit  Bücksicht  auf  t 

dx    1     d*aj      dy     1     d^y      dg     1    d^z ds    d  /dsr\ 

da  da    dt       da  da    dt        da  da    dt       da  dt^daJ' 

dx  dvji      dy  dvy      dz   dv^       ds    d  rdB\ 
da    da      da   da      da    da      da  dt\daJ 

Nennen  wir  femer  X  den  Elastizitätsmodulus  des  Fadenmateriales,  so  ist 

und  giebt  die  Substitution  dieses  Wertes 

dx  dvm      dy  dvy      dz^  dvg  _  /,       T\  ^  dT  .^, 

da' da       lia   da       da   dcr""v         xJ    X    dt 

Die  Gleichungen  (1"),  (2')|  (3")  werden  zur  Bestimmung  von  Vx^  v^^  v„ 
s  und  T  als  Funktionen  von  a  und  t  genügen. 

Die  Gleichungen  (r)  und  (S")  können  auch  leicht  auf  die  Form  der 
Gleichungen  (8)  und  (4)  gebracht  werden.  Die  dynamischen  Gleichungen 
sind  in  diesem  Falle 

dVm  d       ,ftj  V  ,_ 


Weiter  haben  wir 

dx 
da 

und  es  giebt  die  Differentiation  dieser  Belationen 


dv»  .      dy       1   rf  //TT.      \ 

dvy  .    .  dip       1   d  ,_         .1  .t'v 
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Wenn  die  Bewegung  des  Fadens  in  einer  Ebene  stattfindet,  dann 
ist  es  oft  vorteilhaft,  die  Geschwindigkeiten  parallel  und  senkrecht  zu  der 
Tangente  in  dem  fraglichen  Curvenpunkte  zu  zerlegen. 

Es  seien  vt ,  Vn  die  Geschwindigkeiten  des  Bogenelementes  d  s  parallel 
zu  der  Tangente  und  der  Normalen  dieses  Elementes  der  Curve,  q  sei  der 
Krümmungsradius  der  Gürve  daselbst,  97  bezeichne  den  Winkel,  welchen 
die  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  einschliesst ,  und  JC^  T'  seien  die 
Componenten  der  resultierenden  Beschleunigung  der  äusseren  Kräfte  an 
diesem  Elemente  dis  parallel  zur  Tangente  und  Normalen,  dann  sind  die 
Bewegungsgleichungen 

dvi  dq>  ^,       dT 

dt  dt                 mds 

dvn  ,       d(p  ^,  ^   T 

dt  dt                 mQ 

Die  geometrischen  Gleichungen  erhalten  wir  wie  folgt.    Wir  haben 

Vjt  =  Vt  cos  q>  —  Vn  sin  <p. 
Die  Differentiation  dieser  Gleichung  mit  Bezug  auf  s  giebt 

dvx      dvt  .      dof       Vn    ,  da> 

-j —  =  -T-  008  if ViSin  9)  -3 T"**^  9  —  VnCOS  il>  -j^» 

ds       ds  as      US  (18 


(8) 


dv 


X 


ds 


rdvt  ^9\^  fd^n   ,      dq>-\    . 


Nun  ist  aber  -^  =  —  ««  y  -^»    d~^^'  folglich 

dg>       /-dvt       Vn\  (-dVn    .    Vi\    . 

Weil  die  Lage  der  Abscissenaxe  willkürlich  ist,  kann  sie  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  Tangente  während  ihrer  Bewegung  parallel  zu  der  Abscissen- 
axe in  dem  betrachteten  Statium  ist,  dann  ist  9  =  0,  und  wir  haben 

0  =  ^-^.  (9) 

ds  '     Q  ^ 

Feiner  erhalten  wir,  wenn  die  Abscissenaxe  parallel  zu  der  Normalen  des 
fraglichen  Curvenpunktes  liegt, 

d^^dVn        Vj^  (10) 

dt  ds  Q  ^    ^ 

Diese  vier  Gleichungen  (8),  (9),  (10)  sind  zur  Bestimmung  von  t;^  t^m 
9)  und  T  als  Funktionen  von  s  und  t  genügend. 

Ist  der  Faden  elastisch«  so  werden  die  dynamischen  Gleichungen 


596  ^^  voUkommen  biegsame  Faden.  Y.  Th.  Kap.  X. 


dvt  dq>       _,,       dT 

dt  dt  mda 

dvn  ^      dqp  ,        T    dB 


(8') 


dt  dt  mQ  da 

Die  geometrischen  OleichuDgen  bekommen  wir  durch  Differentiation  von 

Vg  =  vt  C08<p  —  Vn  sin  qp, 
mit  Bezug  auf  die  natürliche  Länge  a  des  Fadens,  dieses  giebt 
dVg  ,       dqt   .     l    d  .rp         \       /"dVt      Vnd8\ 

/-dvn   ,    Vtds>.    , 
^da        Q  day 

Verfahren  wir  nun  genau  in  derselben  Weise  wie  vorhin,  so  gelangen  wir 
zu  den  Relationen 

l  dT      dvt      Vn  /,       T 


1  dT _avt     Vn  r^  ^  :/  \ 
X   dt       da      p  V.        X  J 


0-l)=^-70-f)| 


(9') 


d(f} 
It 

Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  können  auch  in  der  folgenden  Weise 
abgeleitet  werden.  Wird  die  Bewegung  des  Punktes  P  des  Fadens  durch 
die  Geschwindigkeiten  t;«,  Vn  parallel  zu  der  Tangente  PA  und  der  Nor- 
malen PO  in  P  dargestellt,  dann  wird  diejenige  eines  unendlich  nahe 
gelegenen  Punktes  Q  repräsentiert  durch  die  Geschwindigkeiten  Vt-^d tv, 
Vn  +  dvn  parallel  zu  der  Tangente  Q  B  und  der  Normalen  Q  O  in  V* 
Nun  sei  PQ  =  ds  und  O  N  ein  Perpendikel  auf  Ä P.  Weil  der  Faden 
unelastisch  ist,  so  muss  die  Projektion  der  resultierenden  Geschwindigkeit 
von  Q  auf  die  Tangente  in  P  gleich  sein  derselben  Projektion  der  Ge- 
schwindigkeit von  P.    Daher  ist 

{vt  -f-  dvt)cosdip  —  (Vn  4-  dvn)smd(f>  =  v«, 
oder,  indem  wir  zur  Grenze  übergehen, 

dvt  —  Vndq)  =  0^         . .  -5 =  0. 

ds        Q 

Ferner  ist  -^  die  Winkelgeschwindigkeit  von  PQ  um  P,  folglich  muss 

die  Differenz  der  Projektionen  der  Geschwindigkeiten  von  P  und  Q  auf 
eine  Richtung,  welche  beim  Übergang  zur  Grenze  senkrecht  auf  PQ  ist, 

gleich  PQ--J-  sein,  so  dass 

dt 

dtti 
(vt  -h  d  Vt)  sin  dqt  -i-  {vn-h  dVn)C08d(f,  —  I'm  =  d «  -tt» 
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oder  in  der  Grenze 

dg) dvn       Vi 

dt        de        Q 

IL   Stetige  Bewegung. 

Ist  die  Bewegung  eines  Fadens  von  einer  solchen  Beschaffenheitf 
dass  die  Gurve,  welche  er  im  Baume  bildet,  stets  kongruent  und  ähnlich 
gelegen  zu  der  Gurve  seiner  Anfangslage  ist,  so  wird  seine  Bewegung  eine 
stetige  Bewegung  genannt. 

1.  Ermittelung  der  stetigen  Bewegung  eines  unausdehnbaren  Fadens. 
Es  ist  augenscheinlich,  dass  jedes  Element  des  Fadens  zwei  Geschwindig- 
keiten unterworfen  ist,  die  eine  derselben  geht  aus  der  Bewegung  der 
Curve  im  Baume  hervor,  die  andere  ist  zu  verdanken  der  Bewegung  des 
Fadens  entlang  der  Curve,  welche  er  im  Baume  bildet.  Wir  nehmen  der 
Einfachheit  halber  an,  dass  die  Bewegung  in  einer  Ebene  stattfindet.  Die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  der  Curve  parallel  zu  den  Coordinaten- 
axen  seien  o,  fr  zu  einer  beliebigen  Zeit  t;  c  bezeichne  die  Geschwindig- 
keit des  Fadens  entlang  seiner  Curve. 

Die  zu  den  Coordinatenaxen  parallelen  Geschwindigkeiten  eines  be- 
liebigen Gurvenpunktes  sind 

Va.  =  a-h  c  cos  ()p,        Vy  =  6  4-  <?  sin  <p.  (1) 

Nun  sind  a,  6,  {?  nur  Funktionen  von  ^,  die  Differentiation  dieser  Glei- 
chungen giebt 

dVx  .da  dVff  dqt 

-z —  =  —  €  stn  CD  ^-»         -T-^  =  c  cos  <p  -7- » 

ds  ds  ds  ^  ds 

und  nach  (7)  unter  I  ist 

dvx  .      dw 

Darausfolgt  ^=^^-  (2) 

°  dt  ds 

Die  Substitution  der  Werte  von  t;^,,  Vy  in  die  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen (6)  unter  I  giebt 

da      de  .      dq)       ^      ^  {^T  \    \ 

dh      de    .        .  d<f      —       d  /-T    .     \ 

d(D 
Durch  Substitution  des  Wertes  von  -p  unter  (2)  gehen  diese  Belationen 

über  in 


598  ^^'  vollkommen  biegsame  Faden.  V.Th.  Kap.X. 


(3) 


da      r  ^     ic         \       d  i/^T        ^\ 

li  =  C^-  dt  ''"V  ■^de\(.m-')  '''  » 

db      r^      de    .     \       d  [rT        ^\    . 

Die  Gestalt  der  Curve  muss  von  der  Zeit  unabhängig  sein,  folglich  darf 
die  durch  Ausscheidung  von  T  entstehende  Gleichung  t  nicht  enthalten. 

Dieses  wird  nicht  allgemein  der  Fall  sein,  es  seien  denn  -j-»  -?-»  -;- 

dt     ät    dt 

sämtlich  konstant.  In  einigen  Fällen  werden  ihre  Werte  durch  die  be- 
kannten Verhältnisse  des  gegebenen  Problemes  bestimmt  sein.  Die  obigen 
Gleichungen  müssen  dann  in  der  Weise  gelöst  werden,  dass  wir  s  als 
einzige  unabhängige  Variable  und  f  als  konstant  ansehen. 

Bewegt  sich  der  Faden  gleichförmig  im  Baume  und  gleiten  die  ein- 
zelnen  Elemente   desselben   mit   gleichförmiger  Geschwindigkeit    entlang 

seiner  Ourve,  so  sind  -^^  -^^  -7-  sämtlich  gleich  Null.    Es  wird  in  die- 

dt     dt     dt  ^ 

sem  Falle  aus  den  obigen  Gleichungen  folgen,  dass  die  Gestalt  des  Fadens 

derjenigen  seiner  Buhelage  entspricht,  aber  die  Spannung  wird  die  stationäre 

Spannung  um  den  Betrag  mc^  überschreiten. 

2.  Ein  elektrisches  Eabel  wird  auf  den  gleichförmig  tiefen  Meeres- 
grund von  einem  Schiffe  aus  niedergelassen,  welches  sich  mit  einer  gleich- 
förmigen Geschwindigkeit  in  gerader  Linie  bewegt,  und  das  Eabel  wird 
mit  einer  der  Geschwindigkeit  des  Schiffes  gleichen  Geschwindigkeit  ab- 
gelassen.   Welches  ist  die  Gleichung  der  Curve,  in  der  das  Tau  hängt? 

Die  Bewegung  kann  in  diesem  Falle  als  eine  stetige  angesehen 
werden,  und  die  Gestalt  der  Curve  wird  stets  dieselbe  sein. 

Vernachlässigen  wir  die  Reibung  des  Wassers  an  dem  Kabel,  so 
ist  die  einzige  an  dem  Taue  wirkende  Kraft  die  um  den  Auftrieb  des 
Wassers  verminderte  Schwere.  Folglich  wird  die  Gestalt  der  wandernden 
Curve  identisch  mit  derjenigen  der  gemeinen  Kettenlinie  sein  und  die 
Spannung  in  einem  beliebigen  Funkte  des  Taues  wird  die  Spannung  in 

der  Kettenlinie  um  das  Gewicht  einer  Kabellänge  gleich  —f  überschreiten, 

wenn  g'  die  um  die  Beschleunigung  des  Auftriebes  verminderte  Fall- 
beschleunigimg  bezeichnet. 

Wir  haben  nämlich  im  vorliegenden  Falle  J!r=  0,  Y=—p\  Z=Q, 

r,  =  c  —  c  CO«  qp,         tv  =  —  c  sm  <)p, 
-TT  =  0,  -jt  =  0,  womit  die  Gleichungen  (3)  übergehen  in 
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Die  lotegration  dieser  Gleichungen  giebt 

g'A  =  (—-c')cos,p,    (1)      g'B  =  -ff'»+(—  —  e'^)mn9,    (2) 

WO  A  und  B  zwei  willkürliche  Eonstanten  bedeuten. 

In  dem  Punkte,  wo  das  Kabel  den  Meeresgrund  vom  Schiffe  aus 
^zunächst  berührt ,  muss  entweder  7=0  oder  <p  =  0  sein.  Wenn  näm- 
lich daselbst  qo  nicht  gleich  Null  ist,  so  machen  die  Tangenten  in  den 
Endpunkten  eines  unendlich  kleinen  Teiles  des  Kabels  daselbst  einen  end- 
lichen Winkel  miteinander;  wenn  nun  T  nicht  gleich  Null  ist  und  wir 
projizieren  die  Spannung  an  den  zwei  Enden  auf  irgend  eine  Richtung, 
so  erhalten  wir  eine  unendlich  kleine  Masse,  welche  von  einer  endlichen 
Kraft  beansprucht  wird,  was  eine  unendliche  Geschwindigkeit  zur  Folge 
haben  wird. 

Nehmen  wir  den  Punkt,  in  welchem  das  Kabel  den  Meeresgrund 
Tom  Schiffe  aus  zunächst  berührt,  als  Goordinatenursprung ,  so  dass  go 
^e  Abscisse  eines  beliebigen  Kabelpunktes  in  der  Sichtung  der  Bewegung 
des  Schiffes,  b  die  Länge  des  Kabels  vom  Ursprünge  bis  zu  diesem  Punkte 
bezeichnet,  dann  ist  x  =  x  -^  ct^  8  =  9 -hei,  und  mit  g)  =  0  ist  auch 
y  =  0,  y  =  0.    Daher  bekommen  wir 

g'B^—g.cU        d.i.         B  =  —ct, 
folglich 

—  ff'.ct^g'is-h  ct)'i-  ( cM^mqp,       g's'^f c^jsinq^^   (3) 

^  o      g'  ms' 

T^mc^-h—, » 

mnq} 

oder,  wenn  wir  m  =  -^  setzen ,  wobei  also  q  das  Gewicht  der  Längen- 

«inheit  des  Kabels  unter  Wasser  bedeutet, 

r=,^  +  4fL.  (4) 

g       8tn(p 
wie  oben  bemerkt  wurde. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (8)  ergiebt  sich 

Diese  Eigenschaft  kommt  der  gemeinen  Kettenlinie  zu,  wodurch  die  obige 
Angabe  als  erwiesen  anzusehen  ist. 

Nun  wollen  wir  den  allgemeineren  Fall  betrachten,  nämlich  den, 
in  welchem  die  Beibung  des  Wassers  an  dem  Kabel  mit  in  Frage  ge- 
zogen wird« 
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Wir  nehmen  dabei  an,  dass  die  Beibimg  des  Wassers  an  jedem 
Elemente  des  Kabels  proportional  der  Geschwindigkeit  des  Elementes  ist 
und  in  einer  Richtung  wirkt,  welche  derjenigen  dex  Bew^ung  des  Ele- 
mentes entgegengesetzt  ist.  Jedes  Element  des  Taues  besitzt  eine  Be- 
wegung entlang  dem  Kabel  und  eine  solche  transversal  zu  ihm.  Die 
CoSfScienten  der  dadurch  entstehenden  Beibungswiderstände  sind  eigentlich 
nicht  dieselben,  aber  wir  wollen  sie  für  beide  Bewegungen  gleich  gross 
nehmen  und  den  Beibung8Co6fficienten  mit  (a  bezeichnen. 

Wir  nehmen  die  Abscissenaxe  horizontal,  a  als  Abscisse  eines  be- 
liebigen Kabelpunktes,  gemessen  von  der  Stelle,  in  welcher  das  Tau  dem 
Schiffe  zunächst  den  Grund  berührt,  und  in  der  Richtung  der  Bewegung^ 
des  Schiffes,  s'  als  Länge  der  Curve,  gemessen  von  demselben  Orte  bis^ 
zu  dem  fragliehen  Gurvenpunkte.  Damit  erhalten  wir  zur  Zeit  <,  wenn 
für  den  Punkt  ät'  <  =  0,  a?  =  a?'-h  c  <,*  =  «'-♦- c<.  Die  an  einem  Ele- 
mente wirkenden  Beschleunigungen  sind  J[=—fiVx^  F=— /— jwiVt 
wobei  V«  =  c  —  c  cos  <p,  Vy  =  —  eain  qp  ist.  Mit  diesen  Werten  gehen  die 
Gleichungen  (3)  über  in 

0  =  —  fAC'hflCCO^<p-\-j~\  ( C^J  €08  gp 

d_ 
ds 


0  = 


H  c  8tn  q) 


d  QU 

oder,  weil  co8ijp==^'^ 


{(f-''0""» 


8 


8tn  0)  =  -—■  i 
^      d8 


(1) 


0  =  -^  ficds  -h  ficdcc  -^  dl c^jco8<f  f 

O^—g'ds-hfiody'hd   f c^j sin g) 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  giebt 

ffÄ^=  —  [JLC8  '\-  iicx  -^  ( cM<?o«qp» 

gB  =  —  g  8  •¥  [kcy  -+-( c* J sin qp t 

wo  A  und  B  zwei  willkürliche  Konstanten  bedeuten. 

Ebenso  wie  im  vorhergehenden  Falle  muss  an  der  Stelle,  wo  das  Kabel 
vom  Schiffe  aus  den  Grund  zunächst  trifft,  entweder  T  =  0,  oder  <|p=0  sein. 

Zuerst  wollen  wir  gp  =  0  nehmen.    In  diesem  Falle  ist  an  derselben 
Stelle  des  Kabels  y  =  0  und  s  =  0,  so  dass 

gB^—gcU        d.i.         B=-ct, 
folglich 
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—  get=^  —  g{8  -h  et)  -^  ficy  -^  f cM sinq^^ 

g  %'  —  ficy  =  ( c^j  sin  qp.  (2) 

(rp 
cM  cos  qp, 

oder  g^Ä-hfics'  —  fica/=( c^jcosqi.  (8) 

Setzen  wir  ^  =  ^,  so  werden  die  Gleichängen  (2)  und  (3)  zu 
9 

9^'—egy  =  (—  —  <?*)*m<r,  (4> 

g'A-h  eg'a'  —  eg' x'=^  ( cMco^cp.  (5) 

Indem  wir  nun  die  (4)  durch   die  (5)  dividieren   und  beachten,   das» 

M  m  =  --^  ist,  ergiebt  sich 
dx 

dx       A  +  €8  — ex 

Dieses  ist  die  Differentialgleichung  der  Gurve,  in  der  das  Kabel  hängt. 

Um  diese  Differentialgleichung  zu  lösen,  bestimmen  wir  zuerst  / 
aus  ihr,  dieses  giebt 

,dy  fdy 

dx  dx 


8  =z 


l-e"^^ 


dx' 
Durch  Differentiation  dieser  Oleichung  erhalten  wir 

^^^UA-ex'  +  e^y) 


y^^d'-- 


O-vIO 


2 


Setzen  wir  der  Einfachheit  halber  --^,  =  «,  (-4  — «a?'H-^^y)=u,  so  geht 

dx 

die  letzte  Belation  über  in 

df 

\  du  dx 


rrm 


u  dx       il—ep) yi  4-p* 

in  welcher  die  Variablen  getrennt  sind,  so  dass  die  Integration  bewirkt 
werden  kann.  Auch  eine  zweite  Integration  dieser  Oleichung  ist  ausfahr- 
bar, aber  das  Besultat  wird  sehr  lang.    Die  willkürliche  Konstante  A 
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kann  einen  beliebigen  Wert  haben,  derselbe  ist  abhängig  von  der  zur 
Zeit  t=0  vom  Schiffe  herabhängenden  EabelläDge. 

Das  Problem  der  mechanischen  Bedingungen  der  Niederlegung  eines 
submarinen  Kabels  ist  von  dem  Astronomen  Boyal  in  dem  Phil.  Mag. 
July,  1858  betrachtet  worden.  Seine  Lösung  ist  yerschieden  von  der  hier 
gegebenen,  aber  seine  Methode  der  Integration  der  Differentialgleichung 
(6)  ist  dieselbe. 

Die  Curve  gleicht  in  ihrem  unteren  Teile  einem  Kreisbogen,  oder 
dem  unteren  Teile  einer  gemeinen  Kettenlinie.  In  ihrem  oberen  Teile 
hat  die  Curve  keine  Neigung  vertikal  zu  werden,  sondern  sie  ist  bestrebt, 
sich  einer  Asymptote  zu  nähern,  welche  einen  Winkel  arc  {coig  =  e)  mit 
dem  Horizonte  einschliesst.  Die  Asymptote  geht  nicht  durch  den  Ort  der 
Berührung  des  Grundes,  sondern  unter  ihm  hinweg;  ihr  kleinster  Abstand 

ist  — ;         z=>  auch  läuft  sie  unter  dem  Schiffe  hinweg. 

Die  Spannung  in  einem  beliebigen  Gurvenpunkte  folgt  aus  der  Glei- 
chung (4),  sie  ist 

r  =  m(?2  +  m/^^=^.  (7) 

Wenn  wir  den  Beibungswiderstand  nicht  berücksichtigen,  dann  ist  /i  =  0, 
€  =  0.     Die  Differentialgleichung  der  Curve  wird  in  diesem  Falle 

dy 8  mg  8  qs 

dx       A         Ä  Ä 

und  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Gurvenpunkte 

sin(f\  g       8in  (p 

wo  q  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Taues  unter  Wasser  bezeichnet. 
Integrieren  wir  noch  diese  Differentialgleichung,  so  finden  wir 

y  =  ^(^^H-^""^-2),        oder        y  =  y  «(^"-h  ^~^— 2). 

Ä 
mit  —  =  «,  welches  die  Gleichung  der  gemeinen  Kettenlinie  ist    Die 

Konstante  Ä  ist  sonach  die  horizontale  Spannung  des  Kabels,  welche  in 
allen  Punkten  gleich  gross  ist. 

Ferner  wollen  wir  voraussetzen,  dass  die  Spannung  in  dem  tieften 
Punkte  des  Kabels  gleich  Null  ist.  In  diesem  Falle  ist  es  nicht  nötig, 
dass  die  Tangente  in  dem  tiefsten  Gurvenpunkte  horizontal  ist,  sie  möge 
deshalb  einen  Winkel  X  mit  der  Horizontalen  einschliessen. 

Wir  haben  jetzt  an  derselben  Stelle  des  Taues  gleichzeitig  x  =  0, 
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y  =  0,  ä'  =  0,  T=0.    Damit  gebeu  die  Gleichungen  (1)  als  TVerte  der 
Konstanten  Ä  und  B 

ff  ff 


wodurch  dieselben  geschrieben  werden  können 

—  c^coaX  =  — jW(?(/4-  ci)  -H  ficiaf  -^  et)  4-  ( e^jcosq}^ 

—  c^einX  —  gf  ct=  — ff' (e'  •+■  et)  -H  (Mcy  -f-  ( e^jsinip, 

oder    — c^cosX  -h  aca — u,ex  =>  ( c^icosop, 

—  e^sin^X  --  g' et^-  — ff'ifl  -{-  et)^  fiey  -H  f c^jsin^ 

und  wenn  wir  wieder  ^  =  ^  setzen, 

ff 

—  e^eoaX  -h  g'es' — g'ew  =  ( e^jcosq)^ 

—  e^sinX  -h  ff'  s'  —  ^'  c?  y  =  ( c^j  sin  g). 

Ans  diesen  zwei  Gleichungen  folgt  die  Differentialgleichung  der  Curve 


.8 


fSinX-^s — ey 

^y  ^_ff 1 


dx'  c« 


(8) 


-,  coeX-h  es  —  ex 

9 


welche  in  derselben  Weise  wie  die  Gleichung  (6)  integriert  werden  kann. 
Es  verdient  hier  der  besondere  Fall  e  =  eoiffX  bemerkt  zu  werden. 

Die  Gleichung  (8)  giebt  mit  a?'=0,  y=0,  8inX= 


Vi 


f  €08  X=^ 


€ 


8 


~-^,=.tffX=z —    Diesen  zwei  Bedingungen  wird  genügt  mit 

<kX  € 


VT 


2 


welches  folglich  das  verlangte  Integral  ist.      Das  Kabel  bildet  daher 
unter  diesen  Verhältnissen  eine  gerade  Linie,  welche  unter  dem  Winkel 

X  =  are  {cotg  =  e)  =  are  (cot ff  =  ^)  z»ni  Horizonte  geneigt  ist.     Für 

die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte  dieses  Kabels  haben  wir  die 

Relation 

T 

ff'  8—  ff'ey=^  —8inX, 

m 
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so  dass  r=  -^. ( -T-i:  —  cotgX  )  =  mgy — r-ö-y- 

^       ,    (1  —  cö»  A)  (1  H-  <?<w  x) 
"  "^^  y     Hn^X(l  +  cosk)  ~' 
,         1  —  coe^X  ,  Hn'^X 

^  =  '''^yrinn{\-^cosX)'^'^^y'-sif^nÖ^ 

1  -f-  00«  A 

3.  Ein  Kabel  werde  mit  einer  Geschwindigkeit  d  von  einem  Schiffe  abge- 
lassen ,  welches  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  c  in  gerader  Linie  anf  der 
Oberfläche  eines  konstant  tiefen  Seees  bewegt.  Der  Widerstand  des  Wassers  gegen 
die  Bewegung  des  Kabels  sei  proportional  dem  Qoadrate  der  Geschwindigkeit.  Der 
Beibnngsco^fficient  /ui  des  Widerstandes  gegen  die  Longitatinalbewegang  sei  Terschieden 
Ton  dem  Beibnngscoöfficienten  ^  des  Widerstandes  gegen  die  Transrersalbewegnng. 
Beweise,  dass  das  Kabel  die  Gestalt  einer  geraden  Linie  annehmen  kann,  welche  den 

Winkel  X  mit  dem  Horizonte  einschliesst ,  so  dass  eotfi3i  =  T^e^-t-j ä~'  ^<^  ^ 

das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  des  Schiffes  zu  der  Endgeschwindigkeit  einer  seit- 
lich in  das  Wasser  fallenden  Kabellänge  ist.  Beweise  auch,  dass  die  Spannung  ans 
der  Gleichung  gefunden  werden  kann 


I         M2      VC  J  Sink)     ^ 


ilL  Anfangsbewegnngen. 

1.  Ein  Faden  befindet  sich  unter  der  Wirkung  irgend  welcher  Kräfte 
in  einer  Ebene  und  beginnt  sich  aus  einer  Ruhelage  in  der  Gestalt  irgend 
einer  gegebenen  Curve  zu  bewegen.  Wie  gross  ist  die  Anfimgsspannung 
in  einem  beliebigen  Punkte? 

Es  seien  Pmds^  Qmds  die  Componenten  der  Kräfte  an  einem  be- 
liebigen Elemente  ds  parallel  zu  der  Tangente  und  der  Normalen  dieses 
Elementes.  Die  Kraft  P  nehmen  wir  positiv,  wenn  sie  in  der  Bichtung 
wirkt,  in  welcher  s  gemessen  wird,  und  Q  positiv,  wenn  sie  in  der  Rich- 
tung entlang  der  Normalen  wirkt,  wie  der  Krümmungshalbmesser  q  ge- 
messen wird,  nämlich  einwärts,  m  bezeichnet  die  Masse  einer  Längen- 
einheit des  Fadens,  vt  die  Geschwindigkeit  des  Elementes  parallel  zu  seiner 
Tangente,  v»  diejenige  parallel  zu  seiner  Normalen. 

Die  Bewegungsgleichungen  sind  nach  I,  (8) 

dvt  dq>       ^  1  dT  ,^. 

dt  dt  m  da 

dvn  _  dq,_  1    T  . 

dt  dt  mg 
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WO  T  die  Spannung,  <p  den  Neigungswinkel  der  Tangente  zu  einer  festen 
Linie  bezeichnet. 

Die  geometrischen  Bedingungen  sind  nach  I,  (9),  (10) 

^^-±  =  0,     (S)        ^  +  ^J=.il.  (4) 

ds       f  de        Q       dt 

Die  Differentiation  von  (1)  und  die  Multiplikation  von  (2)  mit  -  ~  giebt 


(5) 


Q 
d^vt  d'd)        dvn   d^_dP     J_  d*T 

dadt       ^dsdt       ds    dt       da       m    da^ 

1  dvn  ^vt  dq)      Q       1     T  i 

Q   dt        Q    dt       Q       m    Q^      ^  ] 

Ferner  erhalten  wir  durch  Differentiation  von  (3),  weil  —  =  -r^  ist, 

Q       ds 

d^Vt  d^q>         1  dvn       ^  ,^v 


dsdt  dsdt       Q   dt 

Subtrahieren  wir  nun  die  zweite  der  Gleichungen  (5)  von  der  ersten  dieser 
Relationen,  berücksichtigen  dabei  die  (4)  und  die  (6),  so  folgt 

J_  M"^  T      Tx      dP_  ^^  —  (^\^ 
m  \d8^        Q^J       ds        Q  ^       ^dtJ 

In  dem  Augenblicke  des  Beginnes  der  Bewegung,  gerade  nachdem  etwa  der 
Faden  durchschnitten  worden  ist,  können  die  Quadrate  kleiner  Grössen 

vernachlässigt  werden,  folglich  ist  (-^^    zu  verwerfen.   Daher  haben  wir 

d^T      T  dP         Q  ,^. 

ds^        Q^  ds  Q  ' 

Dieses  ist  die  allgemeine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Spannung  des 
Fadens  gerade  nachdem  er  durchschnitten  worden  ist. 

Die  beiden  willkürlichen  Konstanten,  welche  in  die  Lösung  dieser 
Gleichung  einzuführen  sind,  müssen  aus  den  besonderen  Verhältnissen  des 
Falles  bestimmt  werden.  Wenn  die  beiden  Enden  des  Fadens  frei  sind, 
so  muss  die  Spannung  T  an  diesen  Enden  Null  sein. 

Weil  der  Faden  seine  Bewegung  von  einer  Buhelage  aus  beginnt, 
so  haben  wir  anfangs  v^  =  0 ,  Vn  =  0.    Am  Ende  einer  Zeit  d  t  werden 

— '  d  tj  -T^  d  t  die  Geschwindigkeiten  eines  Fadenelementes  sein.    Folglich 
dt         (*  t 

erhalten  wir,  wenn  tp  der  Winkel  der  anfänglichen  Bewegungsrichtung 

irgend  eines  Fadenelementes  mit  der  Tangente  desselben  ist,  durch  die 

Gleichungen  (1)  und  (2) 
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1     T 


Es  moss  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  die  Integrationskon- 
stanten  notwendigerweise  nur  konstant  über  die  ganze  Länge  des  Fadens 
zur  Zeit  ^  =  0  sind.  Dieselben  können  Funktionen  von  t  und  entweder 
continuierlich  oder  discontinuierlich  sein.  Wenn  z.  B.  ein  Punkt  des 
Fadens  im  Baume  absolut  fest  ist,  so  kann  die  transversale  Wirkung  des 
festen  Punktes  auf  den  Faden  verursachen,  dass  die  Eonstanten  in  diesem 
Punkte  discontinuierlich  werden.  In  diesem  Falle  ist  die  Gleichung  (8> 
nicht  notwendigerweise  richtig  für  Punkte  in  unmittelbarer  Nachbarschaft 
des  festen  Punktes. 

Für  einen  heterogenen  Faden  können  wir  leicht  auf  demselben  Wege 
zeigen,  dass  die  Anfangsspannung  durch  die  Oleichung  gegeben  ist 


da  Vm    dsJ       m  D^  da        o 


Q"  as         Q 

2.  Ein  Faden  ist  im  Gleichgewichte  unter  der  Wirkung  von  Erftften 
in  einer  Ebene.  Der  Faden  wird  in  einem  beliebigen  gegebenen  Punkte 
durchschnitten.  Wie  gross  ist  die  augenblickliche  Änderung  in  der 
Spannung? 

Es  sei  jTo  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte  (^,  y)  gerade 
vor  dem  Augenblicke  des  Zerschneidens  des  Fadens  daselbst»  dann  ge- 
nügen den  Kräften  P  und  Q  die  Oleichgewichtsbedingungen 

0  =  P4--.^.        0  =  0  +  1.^. 
m     de  m     Q 

folglich  haben  wir 

dP       Q       1  d^To        1    To 

ds        Q        m    da^        mg 

Wenn  nun  T'  die  augenblickliche  Änderung  in  der  Spannimg  bezeichnet, 
so  ist  T'=T — To»  ^^^  die  Gleichung  (7)  des  vorhergehenden  Pro- 
blemes  wird 

d^T      T^ 

ds^        ^«~    • 

8.  Ein  Faden  ist  im  Gleichgewichte  in  der  Gestalt  eines  Kreises 
um  das  Centrum  einer  Bepulsivkraft  in  seinem  Mittelpunkte«  Der  Faden 
wird  in  irgend  einem  Punkte  Ä  durchschnitten  und  es  soll  bewiesen  werden, 
dass  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte  P  sich  ändert  in  dem  Ver- 
hältnisse 
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wo  &  den  durch  den  Bogen  Ä  P  umspannten  CSentriwinkel  bedeutet. 

Es  sei  F  die  Gentralkraft,  a  der  Halbmesser  des  Kreises,  dann  ist 
P  ==  0,  Q=z—  F^  womit  die  Gleichung  (7)  unter  1  übergeht  in 

d^T      T  ^      F 

Messen  wir  vom  Punkte  Ä  nach  dem  Punkte  P^  so  ist  «  =  a^;  auch 
ist  F  unabhängig  von  s.    Folglich  haben  wir 

d^T        T F         d^T  _ 

a^d&^       a«"       a'         d»^  " 

Die  Integration  dieser  Qleichung  giebt 

T=^Fa'\-Ae^'\-Be'^. 

Für  die  Bestimmung  der   willkürlichen  Eonstanten  haben   wir  die   Be- 
dingung r  =  0,  wenn  *  =  0  und  *  =  2  tt.    Dieses  giebt 

0  =  J'a-h^-hJB        und        0  = -Fa  + ^^^«-h  JB^-2«, 
woraus  folgt 

so  dass 

(1  _^-27r)  ^^  _  (1  _  ^2^)  ^-  ^ 


T=Fa 


1  — 


^2Ä_^-.«Ä 


T^FalX  — 

In  dem  Augenblicke  vor  dem  Zerschneiden  des  Fadens  ist  die  Spannung 
T  =  Fa,  folglich  erhalten  wir  für  das  Verhältnis  der  Spannungen  in  dem 
Augenblicke  nach  und  in  dem  Augenblicke  vor  dem  Zerschneiden 

welches  das  oben  gegebene  Resultat  ist. 

4.  Ein  Faden  ruht  auf  einer  glatten,  horizontalen  Ebene.  Auf  da» 
eine  seiner  Enden  wird  durch  eine  Impulsivspannung  gewirkt.  Wie  gross 
ist  die  impulsive  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Fadens  ?  Wie 
ist  die  Anfangsbewegung  beschaffen? 

Es  sei  T  die  Impulsivspannung  in  einem  beliebigen  Punkte  Pr 
T  -+-  dT  diejenige  in  dem  folgenden  Punkte  Q,  dann  wirken  in  den  End- 
punkten des  Fadenelementes  P  Q  die  Spannungen  T  und  T-\-dT;  g)  sei 
der  Winkel,  welchen  die  Tangente  in  P  an  den  Faden  mit  einer  festen 
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Oeraden  macht,  vt  die  Tangential-,  Vn  die  Normalgeschwindigkeit  des 
Elementes  PQ  zu  Anfang  der  Bewegung. 

Durch  die  Tangential-  und  Normalzerlegung  erhalten  wir 

mvtd8  =  iT-{-dT)c08d(p  —  T,        mvnds  =^  (T -h  dT)sind^, 

imd  wenn  wir  zur  Grenze  übergehen 

1    dT  IT 

m    ds  mg 

-,-       .  ^      dvt        \     d^T  Vn        \     T       dvt  ,    , 

Nun  ist     —i  =  —  •  ^-^»        ~  = 5  =  ^— '  nach  I, 

de       m    as^  g        m    q^       äs 

f^  VI.  d^T      T       ^ 

folglich  TT2  —  T2  =  0, 

welche  Gleichung  die  Spannung  T  bestimmt. 

Dieses  hätte  auch  aus  der  Gleichung  (7)  unter  (1)  geschlossen  wer- 
-den  können. 

Ist  die  Kette  heterogen,  dann  können  wir  leicht  auf  demselben  W^ 

^nden 

d  /-l    rfTx        1     T 

d«vm    day       m    g^ 

Sind  Ti,  T2  die  Impulsivspannungen  in  den  Endpunkten  eines  be- 
liebigen Bogens  des  Fadens,  ui ,  u^  die  Projektionen  der  Anfangsgeschwin- 
digkeiten dieser  Punkte  auf  die  Tangenten  an  den  Bogen  daselbst,  so 
lässt  sich  beweisen,  dass  die  anfängliche  kinnetische  Energie  des  ganzea 

Bogens  gleich  -n-iT^u^—TiUi)  ist.     Dieses  folgt  bereits  durch  Integration 

von  m{vt^  +  vn^jde  über  die  ganze  Bogenlänge;  aber  es  ergiebt  sich  auch 
•daraus,  dass  die  an  jedem  Ende  verrichtete  Arbeit  das  Produkt  aus  der 
Spannung  und  der  halben  tangentialen  Anfangsgeschwindigkeit  ist. 


IV«  Kleine  Sehwingangen  schlaffer  Faden. 

1.  Eine  heterogene  Kette  ist  mit  dem  einen  ihrer  Endpunkte  auf- 
gehangen und  ruht  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft;  in  einer  geraden 
Linie.  Der  Kette  wird  eine  kleine  Verschiebung  in  einer  vertikalen  Ebene 
beigebracht.    Welches  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung? 

Es  sei  0  der  Aufhängepunkt,  die  Abscissenaxe  O  X  werde  vertikal 
abwärts  gemessen ,  die  horizontale  Ordinatenaxe  O  Y  liege  in  der  Ebene 
<ler  Verschiebung.  Femer  sei  mde  die  Masse  eines  beliebigen  Bogen- 
elementes  von  der  Länge  P  Q  =  d «,  7  die  Spannung  in  P,  /  die  Länge 
•der  Kette  und  Mg  ein  an  ihrem  unteren  Ende  angehangenes  Gewicht. 
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Im  vorliegenden  Falle  sind  die  Bewegungsgleicbongen,  weil  X  =  g,  Y  =  0, 
^  =  0, 

~dt^  ~md8\.'di)^' 
d«y_  1     d 


i^%- 


(1) 


dt"^       m   ds^     da 

Weil  wir  die  Bewegung  als  sehr  klein  voraussetzen,  so  wird  der  Punkt  P 
in  einem  sehr  kleinen  Bogen  schwingen,  die  Tangente  in  seinem  Mittel- 
punkte vertikal  sein,  folglich  können  wir  —-  =  0  setzen.    Auch  kann  die 

dt 

Projektion  des  unendlich  kleinen  Bogens  ds  auf  die  Axe  der  x  gleich 
diesem  Bogen  genommen  werden,  so  dass  da  =  d8.  Damit  giebt  die 
Integration  der  ersten  der  Gleichungen  (1) 

r=  G  —  gJmdx. 

^\xn  ist  aber  T  =  Mg^  wenn  x  =  U  also  C  =  Mg^  daher 

T=Mg'\'g  pmdx.  (2) 

Für  eine  homogene  Kette  nimmt  diese  Gleichung  die  einfache  Gestalt  an 

T  =  Jlf  ^  -f-  mgf  (Z  — aj).  (3) 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  von  der  Schwingungszeit  un- 
abhängig und  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Kette  gleich 
<lem  totalen  Gewichte  der  Masse  unter  diesem  Punkte  ist. 

Die   zweite  der  Gleichungen   (1)   kann  in   einer   der  Formen  ge- 
schrieben werden 

dV^  1    d  (rpdy^ 

dt^       mdx^    dxy 


d^y^ly^^  1    dTdy 


(4) 


dt'^       m     dx^      m    dx   dx 

vfo  T  eine  Funktion  von  x  ist,  gegeben  durch  die  Gleichung  (2)  oder  (3). 
Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  Verschiebungen  der  materiellen 
Funkt43,  welche  irgend  einen  begrenzten  Teil  der  Kette  bilden,  während 
«iner  endlichen  Zeit  dargestellt  werden  durch  y=^(p{x,t)^  wo  9  eine 
kontinuierliche  Funktion  von  x  und  t  bedeutet.  Es  sei  P  ein  geometri- 
scher Punkt  innerhalb  dieses  Teiles  der  Kette,   welcher  sich  so  bewegt, 

«dass  die  Partikelgeschwindigkeit  bei  P,  d.  i.  -^  immer  gleich  irgend  einer 

dt 

konstanten  Grösse  A  ist.    Bezeichnet  v  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 

sich  P  bewegt,  und  folgen  wir  der  Bewegung  von  jP,  so  haben  wir 

P,  +  ^v  =  ^.  (5) 

dt^       dx.dt 

F.  Kraft,  Probl.  d.  analyt.  Mecbaulk.    11.  ^^ 
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Ferner  sei  Q  ein  ebenfalls  in  diesem  Teile  gelegener  Funkt,  so  dass  die 
Tangente  an  die  Kette  in  Q  mit  der  Vertikalen  einen  Winkel  machte 

dessen  trigonometrische  Tangente,  d.  i.  3^  =  7^  ist,  wo  B  eine  gewisse 

ax      1 

Konstante  bezeichnet,  v  die  Geschwindigkeit  von  Q,  dann  ist 

Eliminieren  wir  die  zweiten  Dififerentialqnotienten  von  y  aus  den  Glei- 
chungen (4),  (5),  (6),  so  lässt  sich  leicht  ableiten,  dass  in  dem  Augen- 
blicke,  wo  P  mit  Q  zusammenfällt, 

T 

vv=—'  (7> 

m 

Diese  Folgerung  verlangt,  dass  die  zweiten  Dififerentialquotienten  endlich 
sein  müssen  und  dass  y  eine  kontinuierliche  Funktion  von  x  und  i  sein 
muss.  Sie  würde  auf  keinen  der  Punkte  P  anwendbar  sein,  wenn  die 
diskontinuierlichen  Endpunkte  zweier  Wellen  über  P  hinaus  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  laufen  würden.  Die  Betrachtung  dieser  Ausnahme  ist 
für  unseren  gegenwärtigen  Zweck  unnötig. 

Es  sei  AB  ein  verschobener  Teil  der  Kette,  welcher  in  der  Sich- 
tung AB  9x1  einer  Kette  sich  bewegt,  die  sonst  im  Oleichgewichte  ist. 
An  den  Grenzen  der  Verschiebung  müssen  die  zwei  Teile  des  Fadena 
keinen  endlichen  Winkel  miteinander  machen.  Wenn  sie  es  th&ten,  so 
würde  ein  Element  des  Fadens  von  einer  endlichen  Kraft  ang^riffen  wer- 
den, welche  das  Resultat  der  zwei  endlichen  Spannungen  in  den  End- 
punkten ist.  In  einem  solchen  Falle  würde  die  Verschiebung  augenblick- 
lich sich  selbst  weiter  entlang  der  Kette  ausdehnen  und  eine  neue  Fonn 
aufnehmen.    Indem  wir  diesen  Fall  ausschliessen ,  müssen  wir  haben,   so 

lange  als  die  Bewegung  endlich  ist,  beide  ^  =  0  und  -r^  =  0,  an  bel- 
eih ax 

den,  dem  oberen  und  dem  unteren  Ende  der  Verschiebung.  Wenn  dann 
P  ein  Punkt  ist,  in  welchem  -^  =  0 ,  und  Q  ein   solcher ,  in  welchem 

-r^  =  0,  können  P  und  Q  beti*achtet  werden  als  genommen  gerade  inner- 
dx 

halb  der  Begrenzung  der  Welle,    f  und  Q  werden  daher  jeder  mit  der 

Geschwindigkeit  dieser  Grenze  sich  bewegen.    Folglich  finden  wir,  indem 

wir  t;  ==  V  setzen,  für  die  Geschwindigkeit  eines  jeden  Punktes 

T 
m 

Es  geht  daraus  hervor,  dass  wenn  sich  eine  einzelne  Welle  auf  der  Kette 
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bewegt,  die  Qeschwindigkeit  so  wächst,  wie  die  Welle  sich  dem  oberen 
Ende  nähert.  Das  obere  Wellenende  wird  etwas  rascher  sich  bewegen 
als  das  untere,  weil  die  Spannung  in  dem  oberen  Ende  diejenige  in  dem 
unteren  überschreitet;  also  wird  die  Wellenlänge  stufenweise  wachsen. 
Wenn  die  Welle  die  Kette  herunterwandert,  so  nimmt  die  Geschwindig- 
keit aus  demselben  Grunde  ab. 

In  dem  siebenten  Bande  des  Journal  Polytechnique  diskutiert  Poisson  die  Schwin* 
gungen  einer  homogenen,   an  einem  Ende  aufgehangenen  Kette.    Vi  —  ^^-ä-V^*^ 

gleich  8  oder  s'  setzend,  gemäss  dem,  wenn  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen 

*j 

wird,  und  y'  ^yyl  —  x,  fährt  er  die  Beweguogsgleichung  auf  die  Form  zuräck 

d^f/  1         v' 

^ — 3-7  = r  ^  ,    . — jTE  •    Er  erhält  das  Integral  mittelst  zweier  bestimmter  In- 

ds  ds^  44  («-4-  «')* 

tegrale  und  zweier  unendlicher  Beihen.  Nach  einer  ziemlich  langen  Diskussion  der 
Formen  der  wiUkUrlichen  Funktionen ,  welche  in  dem  Integrale  auftreten ,  findet  er, 
dass  eine  einzelne  Welle  die  Kette  hinaufwandem  wird  mit  einer  gleichförmigen  Be- 
schleunigung und  herunter  mit  einer  gleichförmigen  Verzögerung,  jede  gleich  der  halben 
Fallbeschleunigung. 

2«   Es  sei  das  Gesetz  der  Dichtigkeit  der  in  einem  Endpunkte  auf- 

gehangenen  Kette  m  =  Äil-^l' —  ai)\  wo  l  die  Länge  der  Kette  bedeutet, 

Ä^  V  zwei  Kongtanten  sind.  Auch  sei  ein  Gewicht  ^2Ag'^l'  an  dem 
unteren  Ende  befestigt.    Beweise,  dass 

Die  Integration  kann  hier  dadurch  bewirkt  werden,  dass  wir  schreiben 
»={l^t)^  —  (Z  -h  T—  a?)2,  die  Bewegungsgleichung  nimmt  dann  die 
Form  an  tK^-w9-tK'  welche  in  der  gewöhnlichen  Weise  gelöst  wer- 
den  kann. 

8.  Man  sagt,  dass  eine  Saite  einen  harmonischen  Ton  von  sich  giebt, 
wenn  ihre  Bewegung  durch  die  Gleichung  y  =  9)  (j;)  rin  (x  <  +  a)  repräsen- 
tiert werden  kann,  so  dass  die  Bewegung  eines  jeden  Elementes  in  dem- 
selben konstanten  Zeitabschnitte  sich  selbst  wiederholt.  Zeige,  dass  die 
harmonischen  Perioden  der  Seite  und  des  Gewichtes  gegeben  sind  durch 

xVf.<(/«{(z  +  r)^-Vr|  =  i.  (1) 

Um  dieses  zu  beweisen,  substituieren  wir  y=/(d)«n(x«  +  «)  in  die 
Differentialgleichung,  welche  in  dem  vorhergehenden  Beispiele  gegeben  ist^ 
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wodurch  wir  finden ,   dass  /{d)  trigonometrisch  ist.    Weil  y  =  0 ,  wenn 
oj  =  0,  für  alle  Werte  von  t^  so  reduziert  sich  der  Ausdruck  für  y  auf 


y  =  sinx  d'lAnsinxty  -^  +  B^cosxtY  -^|t 


(2) 


wo  Ay^ ,  JSx  zwei  willkürliche  Eonstanten  sind.  Aber  wenn  ^  =  /  ist ,  so 
muss  y  der  Bewegungsgleichung  des  Gewichtes    ^  2  =  ""  ^  T^  genügen. 

ClfZ  d  OD 

Daraus  folgt  das  Besultat  durch  Substitution. 

4.     Wenn  die  Anfangsbewegung  von  Saite  und  Gewicht  durch  die 

Gleichungen  gegeben  ist  y  =/{x)^  -^  =  JFX^)  zur  Zeit  <  =  0,  dann  kann 

y  in  eine  Reihe  entwickelt  werden;  das  allgemeine  Glied  derselben  ist 
durch  die  Gleichung  (2)  des  letzten  Beispiels  ausgedrückt. 

Die  Werte  von  A^  und  J9x  lassen  sich  wie  folgt  bestinmien.  Die 
Gleichung  (1)  des  letzten  Beispiels  kann  in  der  Form  geschrieben  werden 

cos  x&i  =  X  \t  sin  X  d-i , 

wo  ^1  den  Wert  von  d-  bezeichnet,  wenn  a?  =  Z  ist.  Wir  finden  dann 
leicht,  dass 

/     ^  8inxd'8inx&dd'^='  —  VT  «an  x  ^  «in  x'  ^ , 

Diese  Resultate  kommen  durch  Integration  der  linken  Seiten  und  durch 
Substitution  für  co»x&i^  coax&i  die  Werte  in  Gliedern  von  sinx^i, 
sinx'ä'i. 

Wenn  wir  nun  beide  Seiten  der  Gleichung  (2)  mit  x  *  multiplizieren 
und  von  *  =  0  bis  ^  =  *i  integrieren,  so  finden  wir  durch  den  Ge- 
brauch dieser  zwei  Resultate 


YSn{^i  +  Vl'^'n^x^i)=f^'ysinx&d&-hfil)V78mx»i. 
Die  Differentiation  von  (2)  und  die  Durchführung  desselben  Prozesses  giebt 

-lAy,y^{&i-hYYsm^x»i)=f^    '^^^8tnx^d&-hF(l)YVHnx»i. 

5.  Ein  unelastischer,  heterogener  Faden,  auf  welchen  die  Schwer- 
kraft wirkt,  ist  an  zwei  festen  Punkten  aufgehangen.  Irgend  eine  kleine 
Verschiebung  wird  dem  Faden  in  seiner  eigenen  Ebene  erteilt  und  es 
sollen  die  daraus  folgenden  kleinen  Oscillationen  bestimmt  werden. 
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Es  sei  die  Axe  der  x  horizontal,  diejenige  der  y  vertikal,  C  ein 
beliebiger  Punkt  des  im  Gleichgewichte  hängenden  Fadens,  8  der  von  C 
aus  gemessene  Bogen.  Femer  seien  {x^  y)  die  Coordinaten  eines  belie- 
bigen Punktes  P,  welcher  bestimmt  ist  durch  Bogen  CP  =  s.  T  sei 
die  Spannung  in  P,  mg  da  das  Gewicht  eines  bei  P  gelegenen  Paden- 
elementes. 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  sind 

±(t^)  =  0,       UT^-f)-mg^(i. 

Bezeichnet  a  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  an  die  Curve  in  P  mit 
der  Abscissenaxe  einschliesst,  so  finden  wir  leicht,  dass 

TT-  ^9         «.  — „.  ^'^^"  m 

1 — >         m  =  iü* — = — 9  11) 

cosa  dß 

wo  w  eine  unbestimmte  Konstante  bedeutet. 

Wenn  der  Faden  in  Bewegung  ist,  seien  (a:  +  J ,  y  H-  ij)  die  Coor- 
dinaten der  Lage  des  Punktes  P  zu  der  Zeit  t,  und  die  Spannung  in 
diesem  Punkte  sei  T'=T  -^  U.    Damit  sind  die  Bewegungsgleichungön 

dt'       m   day      \da       daJl 

dt'       m   d»|      Vrf»  ^  dsJ]      ^' 
welche  durch  Subtraktion  der  Qleichgewichtsbedingungen  sich  reduzieren  auf 

d«5 


dt^       m    d8\     da  daJ* 

dt^       m    da\     da  daJ 


(2) 


wenn  die  Quadrate  kleiner  Grössen  vernachlässigt  werden. 

Weil  der  Faden  unelastisch  ist,  besteht  die  geometrische  Relation 

{dx  +  diY  +  (dy  -h  driY  =  {da)\ 

Die  Entwickelung  der  Quadrate  und  die  Vernachlässigung  der  Quadrate 
kleiner  Grössen  giebt 

§^.^  +  ^.^  =  0.  (3) 

da    da       da    da 

Wir  haben  also  drei  Grössen,  f,  ri  und  J7,  als  Funktionen  von  a  und  t 
zu  bestimmen. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  eine  einzelne  Welle  den  Faden 
durchläuft,  ist  in  folgender  Weise  zu  ermitteln. 

Nehmen  wir  eine  kleine  Gleichgewichtsstörung  an,  welche  entlang 
dem  Faden  wandert,  so  dass  hier  keine  plötzliche  Änderung  der  Richtung 
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des  Fadens  an  den  Grenzen  der  Welle  eintritt,  dann  müssen  wir  in  diesen 

Punkten  haben  ^=0,  ^  =  0,  ^  =  0,  ^=0/U=0.    Esseivdie 

de  de  dt  dt 

Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein  Endpunkt  dieser  Welle  entlang  dem 

Faden  wandert,  dann  ist,  wenn  wir  dieser  Grenze  mit  unserem  Geiste 

folgen, 

dt^  da. dt  dt. da  ds^ 

d^i  d^S 

und  daher  ,  ~  =  v« .  -~ 

dt^  ds^ 

mit  einer  ähnlichen  Gleichung  füi*  tj.    Mithin  werden  die  dynamischen 
Gleichungen  an  der  Grenze 


V  m 


Tnä«?        1    du  dx 


mJ  ds^       m    da    da 

V  mJ  da^       m    da    da 

und  die  geometrische  Bedingung  ist 

d*5  dx  __      d^tj  dy 

—  •  ■^-^-^  ^^^  ^^-^  —^—^—  « —  • 

da^    da  da^    da 

T 

Aus  diesen  Relationen  ergiebt  sich  leicht  v*  =  —   Substituieren  wir  für 

m 

T  und  m  die  Werte  und  bezeichnen  mit  q  den  Krümmungsradius  für 

den  Punkt  P,  so  kommt 

v='^ffQOosa^  (4) 

womit  sich  herausstellt,  dass  die  Geschwindigkeit  einer  jeden  Wellen- 
grenze gleich  derjenigen  ist,  welche  ein  Punkt  erlangt,  wenn  er  den  vierten 
Teil  der  Erümmungssehne  durchfällt. 


6.  Eine  Kette  ist  im  Gleichgewichte  unter  der  Wirkung  irgend  welcher  Krftfte, 
die  nur  Funktionen  der  Lage  des  Elementes  im  Baume  sind,  an  welchem  sie  wirken. 
Es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  Geschwindigkeit  einer  der  Grenzen  einer  einielnen 
Welle  gleich  derjenigen  ist,  welche  zu  verdanken  ist  einem  Wege  gleich  dem  vierten 
Teile  der  Krümmungssehne  in  der  Richtung  der  resultierenden  Kraft  an  dieser  Grraxe- 

7.  Die  Bewegungsgleichungen  einer  schweren,  schlaffen,  heterogenen 
Xette  sollen  so  weit  wie  möglich  gelöst  werden. 

Es  wird  bequem  sein,  die  unbekannten  Grössen  $,  tj^  U  in  Gliedein 
einer  einzigen  Funktion  g)  darzustellen.  Wir  bezeichnen  mit  a  +  y  den 
Winkel,  welchen  die  Tangente  in  P  mit  dem  Horizonte  zur  Zeit  t  macht, 
dann  ist 
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cos  (a  +  a)  = 5 »  «w  (a  -*-  cp)  =  -^ -f 

^  ds  ^  ds 

d^  dtj  ,-. 

—  ^sma^=-^t  (pco€a  =  -j^>  (o) 

d^  dfj  .^. 

j^^  =  —Qf^8ina,  J^='Q9  coea,  (6) 

J= —  1  Qg>sinada  H- A,  iij=  1  Q<p  cosada -h  B^  (7) 

wo  Ä  und  B  zwei  unbestimmte  Funktionen  von  t  bedeuten. 
Die  Gleichungen  (2)  in  5  werden  nun 

d«J       1  d  /  ^  U 


dt^    cos^ 


—  =  -;—  I  —  ff  9tga  -i cos  a  ] 

a       da\     ^  ^  ^  uj  J 

dt^    cos^a      da^^^       w         J 


(8) 


Der  Kürze  halber  sollen  Accente  Differentiationen  mit  Bezug  auf  t  be- 
zeichnen. Indem  wir  die  Differentiationen  auf  den  rechten  Seiten  aus- 
f&hren,  können  diese  Oleichungen  geschrieben  werden 

^,   .  „  r      .  da         \       rrCoe^a 

—  §  8ina  -h  tj  cosa — ff\g>8tna-\'-^eo8a\=u 


w 

.„  „   ,  d  Ucos^a 

§  cos  a  -htj  Sin  a-\-  gg>  cos  a  =  -=- 


a      w 

Differentiieren  wir  die  erste  mit  Bezug  auf  a  und  addieren  das  Besultat 
zu  der  zweiten,  so  folgt 

Q 


y"         d*y_rt  ^  /Ucosa\ 
7sa  da^  dav      w      y 


COSi 

Differentiieren  wir  die  zweite  und  subtrahieren  die  erste  von  dem  Besultate, 

4ann  wird 

^     dqt d*   /'Ucosa\ 

^JZ^d^^y     w     ) 
Diese  Oleichungen  geben  offenbar 

Ucosa=^wg(2  fifda^  Ca  -^  I)\  (9) 

d^  q>         cosa  rd^  <P       j  o  ^'N  ,^  zw 

wo  C  und  D  zwei  unbestimmte  Funktionen  von  t  sind.  Dieses  sind  die 
allgemeinen  Gleichungen  zur  Bestimmung  kleiner  Schwingungen  eines 
schlaffen  Fadens. 

Wenn  die  unverschobene  Gestalt  des  Fadens  gegeben  ist,  so  ist  (> 
als  Funktion  von  a  bekannt.  Wir  kOnnen  dann  die  Gleichung  (10)  dazu 
gebrauchen,  um  g>  als  Funktion  von  a  und  t  zu  finden.    Sodann  wird 
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die  SpaDDUDg  mittelst  der  Gleichung  (9)  gefanden,  und  die  Displacement» 
f,  t]  eines  beliebigen  Punktes  des  Fadens  können  durch  die  Gleichungen 
(7)  bestimmt  werden. 

Die  Ermittelung  der  ganzen  Bewegung  hängt  daher  von  der  Lösung 
einer  einzelnen  Gleichung  ab.  Nehmen  wir  an,  dass  die  Integrationen 
bewirkt  worden  sind,  so  wird  der  Ausdruck  für  (p  zwei  neue  willkürliche 
Punktionen  von  a  und  t  enthalten,  welche  wir  durch  \p  (P),  x  (Q)  ^^r- 
stellen  können,  wo  xjj  und  x  willkürliche  Punktionen  der  zwei  bestimmten 
Kombinationen  P  und  Q  der  Variablen  sind.  Die  willkürlichen  Punktioneo 
Ä  und  B  sind  von  C  und  D  nicht  unabhängig,  die  Belationen  zwischen 
denselben  können  durch  Substitution  in  die  Gleichungen  (8)  gefunden 
werden.  Wir  haben  also  hier  vier  willkürliche  Punktionen,  ihre  Wert» 
sind  aus  den  Bedingungen  der  Präge  zu  bestimmen.  Sind  «o,  ai  die 
Werte  von  a,  welche  den  zwei  Enden  des  Padens  entsprechen,  dann  sind 
die  Werte  von  g)  und  t  durch  die  Präge  g^eben  für  alle  Werte  von 
a  =  «0  bis  a  =  ai ,  wenn  ^  =  0 ;  auch  sind  die  Anfangswerte  von  Ä  und 
B  gegeben.  Also  sind  die  Werte  von  xp  {P)  und  x  (Q)  ftr  alle  Werte 
von  P  und  Q  zwischen  den  Grenzen  bestinmit,  welche  entsprechen  a=iaot 
<  =  0,  und  a  =  ai,  ^  =  0.  Die  Pormen  von  tp  und  x  ^^r  Werte  von 
P  und  Q  ausserhalb  dieser  Grenzen,  sowie  die  Werte  von  A  und  Bj. 
wenn  t  nicht  gleich  Null  ist,  werden  aus  den  Bedingungen  für  die  Enden 
des  Padens  gefunden.  Wenn  die  Enden  fest  sind ,  so  haben  wir  $  =  0 
und  ij  =  0  f ür  alle  Werte  von  t,  weil  «  =  «0  ^^^  «  =  «1.  Es  kann 
sich  also  ereignen,  dass  die  willkürlichen  Punktionen  A,  B^  ip^  x  ^^ 
kontinuierlich  sind. 

In  vielen  PäUen  werden  uns  die  Verhältnisse  des  Problemes  in  den 
Stand  setzen,  auf  einmal  die  Gestalt  von  C  zu  bestimmen.  Nehmen  wir 
an,  dass  der  Paden  symmetrisch  um  eine  vertikale  Linie,  die  Axe  der  y 
im  Gleichgewichte  ist,  dass  seine  Endpunkte  in  einer  horizontalen  Linie 
befestigt  sind.  In  diesem  Palle  wird,  wenn  die  Anfangsbeweguug  auch 
symmetrisch  zu  der  Axe  der  y  ist,  die  ganze  folgende  Bewegung  sym- 
metrisch  sein.  Also  muss  9  eine  Punktion  von  a  sein,  welche  in  entwickelter 
Gestalt  nur  ungerade  Potenzen  von  a  enthält.  Die  Substitution  einer  sol- 
chen Beihe  in  die  Gleichung  (10)  zeigt,  dass  C  gleich  Null  sein  muss. 

Es  sind  mehrere  Pälle  vorhanden,  in  denen  die  Gleichung  f&r  die 
kleinen  Bewegungen  einer  Eette  mehr  oder  weniger  vollständig  integriert 
werden  kann.  Einer  der  am  meisten  interessierenden  Pälle  ist  der,  in 
welchem  die  Gleichgewichtscurve  des  Padens  eine  Cycloide  ist.  Hier 
haben  wir,  wenn  b  den  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  bedeutet» 

Q  =  4bco8a^  m  =  -j-^ =— »  80  dass  der  tiefere  Teil  des  Padens  nahezu 

Abeos^a 
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von  gleichförmiger  Dichtigkeit  ist,  während  dieselbe  nach  oben  hin  rapid 
wächst  und  in  den  Spitzen  unendlich  gross  ist.  Die  Qleichung  zur  Be- 
stimmung der  Oscillationen  nimmt  nun  die  einfache  Form  an 

d^q>  _  ff 


dt^       U 


^*  9^4.4^4.20 


(n> 


in  welcher  alle  GoSfficienten  konstant  sind. 

Hier  sind  zwei  Bewegungsfäile  zu  diskutieren:  1)  wenn  der  Faden 
auf-  und  abschwingt ,  2)  wenn  er  seitlich  oscilliert,  welche  durch  die  zwei 
folgenden  Beispielen  behandelt  werden. 

8.  Ein  schwerer  Faden  ist  mit  seinen  Enden  an  zwei  Punkte  einer 
festen,  horizontalen  Geraden  gefesselt  und  hängt  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  in  der  Oestalt  einer  Cycloide.  Welches  sind  die  synmietri-^ 
sehen  Schwingungen  des  Fadens,  wenn  der  tiefste  Punkt  sich  nur  auf 
und  ab  bewegt? 

In  diesem  Falle  haben  wir  C=0,  um  die  Beschaffenheit  einer 
kleinen  Schwingung  zu  finden,  setzen  wir 

g>=^  S  R  sin  xt  -h  2  B^  cos  x  t^ 

wo  2  die  Summation  aller  Werte  von  x  bedeutet,  iZ,  B'  Funktionen  voa 
a  allein  sind.     Die  Substitution  giebt 

__  +  4(l  +  ~)i2  =  0, 

mit  einer  ähnlichen  Gleichung  für  die  Bestimmung  von  R\    Daher  ist 

i2  =  L«n2^(l— — )a, 

wenn  L  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet.     Die  andere  Eonstante  ist 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  Bewegung  um  die  Axe  der  jr 

symmetrisech  ist.      Der  Eürze  halber   setzen  wir  A  =  2^ri-h— ^V 

Durch  Substitution  in  (7)  finden  wir,  dass  die  von  R  abgeleiteten  Glieder 
werden 

^  =  2 L  TZ T\XcosXa8in2a  —  28inXa€os2a\8inxt^ 

X*  —  4 

ij  =  -2 1  —  L -Tg -T  \Xco8Xacos2a  -h  2sinXastn2a\ 

26  1 

—  L  -z-  cosXa  -h  H\  sin  x  t, 

wo  H  eine  Ton  der  Lage  der  Aufhängepunkte  abhängige  Eonstante  be- 
zeichnet.    Die  von  iZ"  abgeleiteten  Glieder  müssen  noch  zu  diesen  addiert 
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i^erden,  sind  aber  der  Kürze  halber  weggelassen  worden,  dieselben  können 
von  den  angeschriebenen  Grössen  abgeleitet  werden,  wenn  wir  cosxt  f&r 
•sin  X  ty  und  L\  H'  für  i,  H  setzen. 

Es  sei  die  Länge  des  Fadens  gleich  2  2,  dann  ist  an  jedem  Ende 
wfmao  =  -TT*  -^D  beiden  Enden  müssen  wir  haben  J  =  0,  ly  =  0.  Allen 
diesen  vier  Bedingungen  kann  genügt  werden,  wenn 

Diese  Gleichung  bestimmt  daher  die  möglichen  Zeiten  einer  symmetrischen 
Vibration  eines  heterogenen  Fadens ,  welcher  in  der  Gestalt  einer  Cycloide 
hängt. 

Wenn  a  nicht  sehr  gross  ist,  dann  sind  die  Schwingungen  nahezu 
dieselben  wie  diejenigen  eines  gleichförmigen  Fadens.  In  diesem  Falle 
ist,  weil  cTo  klein,  aber  Xao  nicht  notwendig  klein,  die  approximative 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  X 

tg  Xhq  =  a  «0 . 
Der  kleinste  Wert  von  X  a,  welcher  genommen  werden  darf,  ist  ein  wenig 

kleiner  als  -^ n.  Folglich  ist  X  gross,  daher  x  =  y  (tt) X  annähernd. 
Die  Ausdrücke  für  ^  und  tj  nehmen  nun  die  Form  an 

^  =  2  L  Y2  \XacosXa  —  8inXa\9m\y  -r-rX.t  -h  «  J» 

rj  =  2L-7-\  cos  Xuq  —  cos  X  a  j  sin  [V  j-r  X.t-^-  ej- 

Die  Glieder,  welche  von  cosxt  abhängen,  sind  eii^eschlossen  in  diesen 
Ausdrücken  für  $  und  tj  durch  Einführung  von  e  in  den  trigonometrischen 
Faktor. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  il  «o  ==  tff  X  ao  können  durch  Interpolation 
gefunden  werden.  Die  erste  ist  Null,  weil  aber  X  in  dem  Nenner  eines 
der  kleinen  Glieder  vorkommt,  ist  dieser  Wert  unzulässig.    Die  anderen 

können  durch  die  Formel  ausgedrückt  werden  A  «o  =  (2 1  -f-  1)  -ö ^f 

wo  ^  nicht  sehr  gross  ist.    Dieses  macht  die  Zeit  einer  Vibration  nahezu 

4  1 

gleich  2y-. — T'—? -A^lso  sind  die   Schwingungszeiten  des  Fadens 

J  t  -h  1    yAffb 

alle  klein. 

Dieses  Resultat  zeigt,  weshalb  das  Marschieren  von  Truppen  auf 
einer  Hängebrücke,  längere  Zeit  hindurch,  Schwingungen  verursacht,  welche 
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SO  gross  werden  können,  dass  sie  der  Brücke  Gefahr  bringen.  Es  ist 
offenbar  möglich,  dass  die  Schrittzeit  gleich,  oder  fast  gleich  einer  der 
Schwingnngszeiten  der  Brücke  sein  kann,  in  welchem  Falle  eine  grosse 
Anstrengung  der  Stabilität  der  Brücke  möglich  ist. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Glieder  in  dem  Ausdrucke  fQr  ^  das 
Quadrat  von  X  im  Nenner  besitzen,  während  jene  in  dem  Ausdrucke  für 
Tj  die  erste  Potenz  yon  X  enthalten.  Weil  X  gross  ist,  so  können  wir  für 
eine  erste  Annäherung  die  Werte  von  $  zusammen  vernachlässigen  und 
annehmen,  dass  jedes  Element  des  Fadens  sich  einfach  auf-  und  abbewege. 

Der  Leeer,  welcher  eine  andere  Methode  der  Diskussion  der  kleinen  Schwingun- 
gen eines  aufgehangenen  Fadens  einsnsehen  wfinscht,  mag  ein  Memoir  Ton  Mr.  Bohrs 
in  dem  nennten  Bande  der  Cambridge  Transactions  konsnltieren.  Mr.  Bohrs  betrachtet 
einen  homogenen,  zu  der  Vertikalen  symmetrischen  und  heim  Beginne  des  Prozesses 
nahezu  horizontalen  Faden. 

9.  Ein  Faden  hängt  von  zwei  Punkten  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  in  der  Gestalt  einer  Gycloide  herab.  Dieselbe  schwingt  in 
ihrer  eigenen  Ebene  von  Seite  zu  Seite  so,  dass  der  Mittelpunkt  nur  eine 
seitliche,  ohne  eine  bemerkbare  vertikale  Bewegung  besitzt.  Welches  sind 
die  Schwingungszeiten? 

Wie  in  dem  letzten  Beispiele  setzen  wir 

^  =^  2  Bsinxt-{-  2  Bf  cos  x  t^ 

wo  i2,  i^  Funktionen  von  a  allein  sind.  Substituierend  in  Gleichung 
(11)  sehen  wir,  dass  2C=  Ihsinxt-h Shainxt^  wo  h  und  k  willkür- 
liche Eonstanten  bedeuten.    Die  Gleichung  zur  Auffindung  von  B  ist 

d^B      ./-,      bx\^ 

da^  V  g  y 

Wenn  wir  /**=4riH ^  wie  vorher  setzen,  finden  wir 

B  =  —  r-g  -h  Lsin(X  a  4-  M). 

Daher  ist,  die  Glieder  von  q>  nehmend,  welche  sinxt  enthalten, 

£     __  A'—  hbcos2a 
sin  xt  X^ 

'\-Lj^-^\XcoB{Xa^M)8in2a--2Hn{Xa'^  M)co82a\y 
wo  h'  eine  willkürliche,  durch  Integration  eingeführte  Konstante  ist.    Sub- 
stituierend in  (8)  erhalten  wir  A'=— Arft-h-^)*    ^"^^  bekommen  wir 
auf  demselben  Wege 
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J     =  ^  (2  «  +  sin  2  «) 

—  LTY—rilcosiXa-h  M)co82a'h2sin{Xa'h  M)  sin  2  a| 

—  L   .-  cos  (la-h  M)-h  R. 

Wählen  wir  die  zwei  Aufhängepunkte  in  derselben  horizontalen  Linie,  so 
müssen  wir  haben  §  =  0,  17  =  0,  wenn  a  =  ±  ao*    Diesen  Bedingungen 

kann  dadurch  genügt  werden,  dass  wir  nehmen  ilf=-^>  J7=0,  denn 

dann  wird  $  eine  gerade  und  tj  eine  ungerade  Funktion  von  a.    In  diesem 
Falle  ist  für  den  tiefsten  Punkt  des  Fadens  1;  =  0.     Wir  besitzen  dann 

zwei  Gleichungen,  um  —  zu  finden,  indem  wir  diese  Werte  gleichen,  wird 

2tg2aQ'—A.tglaQ ~ —       ,  ^  ^ 

^  cos2a        X  ltgAaotff2cco'i'2 


2  «0  —  «?Vi  2  «0  o       2        .        ^ 


i«  — 4 

Ist  tto  klein ,  so  wird  dieser  Gleichung  sehr  nahe  genügt  mit  A  ao  =  t  tt, 
wo  i  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  In  diesem  Falle  nehmen  die 
vollständigen  Ausdrücke  für  ^  und  rj  die  einfachen  Formen  an 

J  =  2L-T^{cosXcco  —  cosXa  —  XasinXa)sin\V  Jt^-^"*"*  ) 
71  =  JZ^-y  «mia^ewf /^^A.^-hcJ- 
lO.    Wenn  die  Ändemng  der  Variablen  von  a,  t\mp,q  gebt,  wo 

p  —  t-^fv       ^—da,        g^—i-^fV—rda, 
^  Jf    gcosa  *  '   Jr    gcosa 

zeige,  dass  dann  die  allgemeine  Gleicbong  (10)  fflr  kleine  Schwingangen  die  Form 
annimmt 

^0  it<  =  ^^ ,  und  9>=zß9i  ist. 

Zeige  anch,  dass  der  Co^fficient  von  9/  eine  Fanktion  von  jp+9  ist;  die  Gestalt 
dieser  Fanktion  hängt  ab  von  dem  Gesetze  der  Dichtigkeit  des  Fadens. 

Diese  Transformation  kann  nützlich  werden»  weil  ans  5  folgt ,  dass  p  konstant 
ist  fElr  die  Grenzen  einer  einzelnen  Welle,  welche  in  der  einen  Bichtong,  und  q  kon- 
stant fflr  eine  Welle,  welche  in  der  anderen  Bichtong  wandert. 

11.     £in  Faden   hängt  im  Gleichgewichte  unter   der  Wirkung   der  Schwer- 

cos  a        h^ 

kraft    in    einer    solchen    Form,    dass    ihre    Gleichung    ist = — dm4(2a-f-c), 

9  9 
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wo  h  und  c  irgend  welche  Konstanten  sind.  Zeige,  dass  das  Dichtigkeitsgesetz  gegeben 
ist  aarcb  m  =  w  —  • = • 

g  COffia 

Wird  ein  solcher  Faden  in  einer  symmetrischen  Weise  in  Bewegting  versetzt,  so  lässt 
sich  zeigen,  dass  seine  Bewegung  gegeben  ist  durch 

12.  Wenn  ausser  der  Schwerkraft  an  jedem  Elemente  des  Fadens  noch  eine 
kleine  Kraft  wirkt,  deren  Grosse  JP^  ist,  so  l&sst  sich  zeigen,  dass  die  Bewegnngs- 
gleichang  des  Fadens  ist 

— - —  .  -  j-^ 5— r  —  4  9)  —  J  0  =  •  -5 Ha/ a  a. 

gcosa     dt^        da^  COS  a    da  J  COS a 

Ist  der  Faden  nahezu  horizontal,  also  a  sehr  klein,  und  F :=  fsin {at  —  c a),  so  kann 

dargetban  werden,  dass  der  Nenner  des  entsprechenden  Gliedes  in  dem  Ausdrucke  für 

9  gleich  ^  (c2  --  4)  —  ^  «2  ist. 

13.  Ein  unelastischer  Faden  ist  mit  seinen  Enden  an  zwei  feste 
Funkte  gefesselt  und  hängt  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  in  der 
Gestalt  einer  Eettenlinie  mit  dem  Parameter  c.  Irgend  eine  kleine  Ver- 
schiebung wird  dem  Faden  in  seiner  eigenen  Ebene  erteilt.  Verlangt 
wird  die  Ermittelung  der  allgemeinen  Gleichung  für  die  kleinen  Schwing- 
ungen um  die  Gleichgewichtslage. 

Es  sei  a  der  Winkel,  welchen  die  Berührungslinie  in  einem  beliebi* 
gen  Punkte  der  Curve  mit  dem  Horizonte  macht,  wenn  der  Faden  ruht, 
{a  +  q>)  der  Winkel,  den  dieselbe  Linie  zu  der  Zeit  t  mit  der  nämlichen 
Geraden  einschliesst.  Ferner  sei  Vt  die  Tangentialgeschwindigkeit,  vn  die 
Normalgeschwindigkeit  eines  beliebigen  Fadenelementes  de,  T'  die  Spannung 
dieses  Elementes.  Die  Masse  der  Längeneinheit  werde  als  Masseneinheit 
genommen.  Damit  sind  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung 
des  Fadens 

dvt  dq>  .  /  X      dT' 

dvn  dq>  ,  .        T'd(a  -{-  a) 

Die  Direktrix  der  Eettenlinie  werde  als  Abscissenaxe  genommen  und  s  von 
^em  Punkte  an  gemessen,  welcher  mit  dem  tiefsten  Punkte  der  Ketten- 
linie zusammenfällt,  wenn  der  Faden  im  Gleichgewichte  ist.    Dann  ist  die 

o  c 
Spannung  des  ruhenden  Fadens  gy  =  ~ —    Nun  sei 

C08a  ^  c' 

da_co8^a  dT'  _C08^adT 

ds  c  ds  c     da 
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d  T' 

Durch  Substitution  dieser  Werte  von'  T  und  -^ — »  uns  dabei  daran  er- 

innernd,  dass  bei  kleinen  Schwingungen  die  Quadrate  und  Produkte  der 
kleinen  Grössen  tv,  Vn^  g>  vernachlässigt  werden  können,  erhalten  wir 

dvt                               cas^a  dT  .,. 

-3-7  =  — gcoea.  a>  H , —  (1) 

dt          ^           ^          c      da  ^  ^ 

dvn           .            ,              dw  ^   cos^a   _  ,^. 

—  =g8ina.q>'\-ffC0sa^'h——'T.  (2) 

Ferner  bestehen  die  beiden  geometrischen  Relationen 


dvt        Vn        ^  dVn        Vt    _d(p 

as       Q  ds        Q       dt 

-  4-  -^  der  reziproke  Wert  des  Krümmungshalbmessers  ist. 


1      d 

Q      as       an 

Durch  Umwandlung  der  unabhängigen  Variablen  in  a  und  Vernach- 
lässigung der  Quadrate  kleiner  Grössen  reduzieren  sich  diese  Gleichungen  auf 

dvt       d^vt  ,  c       dg>  ,qx 

da       da^  coB^a   dt 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  schreiben  v/,t;/,  g>"  für -^S  -r-^t   ^*  resp. 

dt     dt      dt^ 

Um  diese  Gleichungen  zu  lösen,  müssen  wir  T  aus  den  Gleichungen  (1) 

und  (2)  eliminieren.    Die  Differentiation  der  zweiten  Gleichung  giebt 

d*v/  d^w       cos^  a    dT      2€osa9ina   _ 

da^      ^  ^  da^  c         da  e 

Die  Subtraktion  der  Gleichung  (1)  von  diesem  Resultate  liefert 

und  wenn  wir  hieraus  mittelst  (2)  T  eliminieren,  so  kommt 

cosai-r-z  -^vt  1  +  2  («n  a  -3 vt  cos  a)  =  g  cos*  «  3-  « 

\da^  J  da  /      ^  ^^s 

-H  2gsinacosa~  -+-  2ga.  (4) 

da 


Aber  durch  (3)  ist 


— —-  4-  v<  =   -  2    y  .  (5) 

da^  cos^a  ^  ^  ' 


ff 


dVt' 


.      dVt  ,  rstna    „ 

$tna -3 VtCOsa  =  Ci  — x— «p   da. 

da  J  coB^a^ 

Durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  (4)  erhalten  wir 

-a  'h2cl-   ^    w   da  =o(coÄ*a3    i4- 2«iia<?o*a3-^  H-2a). 
«^  y  coB^a^  da^  da 


cos 

Wieder  differentiierend,  wird 
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cosa  da         oos^a  ^  \da^         da) 


9t 

ff 


und  wenn  wir  beide  Seiten  integrieren 

coa^a       c  ^  da^  ^      -^  ^    I 

Kehren  wir  nun  zu  der  ursprfingUchen  Bezeichnung  zurück,  so  kann  diese» 
geschrieben  werden 

Dieses  ist  die  allgemeine  Gleichung  zur  Bestinunung  kleiner  Schwingungen 
eines  schlaffen  Fadens. 

Die  Spannung  des  Fadens  wird  durch  die  Gleichung  (8)  gegeben,, 
aber  ein  anderer  Ausdruck  dafür  kann  auch  wie  folgt  gefunden  werden. 
Differentiieren  wir  die  (2),  addieren  das  Resultat  zu  (1)  und  beachtea 
die  (5),  so  folgt 

c     d^w  d^a>      ^coe^a  dT       Td.cos^a 

cos^adt^       ^  da^  e        da        o       da 

oder    cosa-^ '?wa.r=-H-(  — »-•  — ; -- ^:^  )  =  -^{4gp  H-/(0^ 

da  2\cos^a   dt*       cda^J       2  »  ^    '^ 

cosaT=^J\4.ip-^f{t)\da. 

Wenn  der  Faden  so  straff  ist,  dass  wir  die  Quadrate  von  a  ?emachlässigeD 

j?  da 

können,  so  haben  wir,   weil  ^a  =  -,  s  =  ca^  daher  --=(?,  folglich. 

c  da 

d<fi         d(p    d^qp d^qp 

da""     da*  da^ ""     da^ 

Die  Gleichung  (6)  geht  damit  Ober  in 

Zur  Vereinfechung  dieser  Gleichung  sei  <p  =  F{()  -f-  qp'  und  F{t)  sei  eine- 
solche  Funktion,  dass 

Dann  haben  wir 

d^qp'  d^qp'  ^   .g   f  n\ 
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Weil  c  sehr  gross  ist,  so  ist  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  viel 
ivichtiger  als  das  zweite. 

14.  Ein  schwerer  Faden  hängt  im  Gleichgewichte  in  der  Gestalt 
-einer  Kettenlinie  und  es  wird  ihm  eine  kleine  Gleichgewichtsstörung  bei- 
:gebracht.    Wie  ist  die  Bewegung  des  unteren  Teiles  des  Fadens  beschaffen? 

Wählen  wir  dieselbe  Bezeichnung  wie  vorhin,  so  ist  die  Gleichung 
<ler  Bewegung 

Die  Integration  wird  zwei  willkürliche  Konstanten  in  den  Wert  von  qp  ein- 
führen.   Die  Formen  dieser  Funktionen  sind  durch  die  Anfangswerte  von  g* 

und  -—  bestimmt.    Die  Gestalt  der  Funktion  f{t)  ist  durch  die  Bedingung 

CL  t 

bestimmt,  dass  g?  =  0,  wenn  «  =  ö*    ^i®  Bedeutung  von  /{t)  kann  da- 

vdurch  gefunden  werden,  dass  wir  uns  auf  die  letzte  Aufgabe  beziehen. 
Daselbst  ist  gezeigt  worden,  dass  mit  qt  =  F{t)-h  q^'  die  Funktion /(i) 
verschwindet,  wenn  a  klein  ist.  Nun  ist  F{t)  für  alle  Elemente  des  Fadens 
-dieselbe  Grösse,  weil  sie  nur  eine  Funktion  von  t  ist.  Folglich  ist  nahe 
<lem  tieferen  Teile  des  Fadens,  wo  a  klein  ist,  die  Gleichung  cp  =  F{t) 
■äquivalent  einer  kleinen  rotatorischen  Bewegung  der  Curve  als  ein  Ganzes, 
wobei  die  Form  unverändert  bleibt.  Die  Werte  von  vt  und  Vn  können  aus 
4en  Gleichungen  (8)  gefunden  werden 

dvt         d^vt  c       dw  ,Q. 

da  da^  cos^a    dt 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  wird  zwei  willkürliche  Funktionen  von  t 
•«inführen,  wir  werden  haben 

-v/  =  ifj{t)atna  -h  ^  (0  ^<>*  « "*"  Glieder,  welche  von  dem  Werte  von  <p  abhängen, 
Vn=ip (t) cosa^x (0 *^*^ «  -^  Glieder,  welche  von  dem  Werte  von  9  abhängen. 

Diese  willkürlichen  Funktionen  sind  offenbar  nur  äquivalent  den  kleinen 
Translationsbewegungen  von  ^(0  ^^^  V^(0  P^i'^llel  zu  den  Axen  der  x 
und  der  y  resp.  Betrachtend  den  Weg,  auf  welchem  der  Faden  gestützt 
ist,  so  werden  die  Werte  von  vt^Vn  an  einigen  Stellen  der  Curve  bekannt 
«ein.  Dieses  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  die  Formen  von  %  (0  ^^^  ^  (0 
zu  bestimmen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  der  Faden  an  keiner  Stelle  weit  von 
seiner  Ruhelage  abweicht.  Bei  der  Bestimmung  der  Bewegung  des  tieferen 
Teiles  des  Fadens  können  wir  cos^  a  =  1  setzen  und  es  ist  daher  die 
Gleichung  (7)  der  letzten  Aufgabe  hier  zulässig: 
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WO  if  =  y'H- 2^(0  ist. 

Um  das  Integral  dieser  Gleichung  zu  erhalten,  setzen  wir 

ip  ^^  L  sin  (m  *  4-  n  i), 
welche  Substitution  giebt 

c 


n  =  ±fny gc ^  =■  ±ma^  der  Kürze  halber, 

dann  sind 

y'  =  i €inm{s  ■+-  a t)y         tf  =  M9tnm{8  —  at) 

beide  Integrale  der  Differentialgleichung.    Ebenso  sind  auch 

y'  =  L'cosm(s  4-  a ^),         (p'  =  M' cos m{s  —  at) 

Integrale,  wobei  L^  M,  L%  M'  irgend  welche  Werte  besitzen  k()nnen. 
Der  vollständige  Wert  von  ip'  wird  daher  eine  Reihe  von  Gliedern  sein, 
dessen  allgemeine  Form  die  Summe  dieser  vier  partiellen  Integrale  ist, 
daher 

4jp'  =  Zr sin m (*  4-  a ^)  4-  L'easm (*  4-  a Q  4-  Msin m(s  —  at) 
4-  M'  cos  miß  —  a  ^), 

•  ^T  =  /> m {TO* m («  +  a 0  —  Ü msinmis  -^  af)  ^      ^  ' 

a     dt 

—  Mm  cos m{s  —  at)  4-  M'm  sin m{s  —  a t). 
Zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Werte  der  Konstanten  Z,  Jf ,  L\  M' 

müssen  wir  unsere  Zuflucht  zu  den  Anfangswerten  von  (p  und  -^  nehmen. 

Diesen  Anfangswerten  können  wir  die  Form  geben 

ip  ^=^  A  sin  ms  +  A' cos  ms, 

1  dw        _    .  ^ 

^  =  Bstnms  4-  M  cos  ms. 

a   dt 


(9) 


WO  A^  Ä,  J?,  B'  bekannte  Grössen  sind. 

Die  Anfangswerte  von  ip'  und  -^  müssen  mit  den  durch  die  Glei- 
chungen (8)  gegebenen  übereinstimmen ,  wenn  wir  daselbst  ^  =  0  setzen, 

was  giebt 

y'=  (i  4-  M)sinms  -4-  (i'-f- M^)cosms^ 

—^  =  (L  —  M)mcosms  —  {L'  —  M')msinms^    f 
so  dass  offenbar 

f.  Kraft,  ProbL  d.  «nalyt  Mechanik.    II.  40 
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L^M=A,  {L  —  M)m  =  S,   L'+Jt^Ä',   (L'—M')m=-B, 
folglich 

-=l(^-^)'    ^=I(^-S>    ^'=l(^--|> 


*-=i(^'-^) 


Durch  Substitution  dieser  Werte  in  (8)  erhalten  wir  die  allgemeine  Gre- 
stalt  von  (p'. 

Um  die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  des  Ausdruckes  für  ^'  dar- 
zulegen, wählen  wir  ein  beliebiges  Glied,  nämlich 

(p'  =■  Zi  sin  m{8  ±a  t)^ 
wo  a  =  j/gc-^,. 

Dieses  ist  der  Ausdruck  für  die  Bewegung  einer  Welle  von  der  Länge 

2n                                                                         r —  -■/         J^ 
jl  =  —  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  a  =  ±  Vg c-y  1 5— =• 

Weil  a  für  verschiedene  Werte  von  X  verschieden  ist,  geht  daraus 
hervor,  dass  Wellen  verschiedener  Länge  mit  unbedeutend  verschiedenen 
Geschwindigkeiten  sich  fortpflanzen. 

Wenn  der  Anfangswert  von  q)'  irgend  ein  Glied  A  sin  ms  enthält, 

2n 

in  welchem  X  =  —  gleich  oder  grösser  als  cn  ist,  dann  wird  der  all- 

m 

gemeine  Ausdruck  ein  ähnliches  Glied  enthalten.     Der  Wert  von  a  wird 

in  diesem  Falle  imaginär  und  die  Form  dieses  Teiles  des  Integrales  muss 

geändert  werden.    Setzen  wir  a  =  b  V—  1 ,  dann  wird 

y'=  Lsinmiß  -»-  fc<  V~~l)  =  L\8mins ,  cos{mbt'^ — 1) 

H-  cos m s . sin {mht  y — 1)|, 

oder,  wenn  wir  für  «n(mfc^V^--l)  und  cosimbtY—l)  ihre  Exponen- 
tialgrössen  schreiben, 

(p'  =  {Le"^^^ -h  Me'^^*)sinms  -h  (L'e"^^^ -h  M' e-'^^^)casms, 

wo  hier  L,  M,  L\  M'  Konstanten  bezeichnen,  die  von  den  oben  gleich 
bezeichneten  Eonstanten  verschieden  sind. 

Wenn  L  =  0 ,  Z/'  =  0 ,  so  werden  die  Werte  von  y'  bald  aufhören 
klein  zu  sein  und  die  vorhergehende  Untersuchung  ist  dann  nicht  mehr 
anwendbar. 

Findet  sich  hier  ein  Glied  (a sin 2^  +  Bcos2  — ^  in  dem  An- 

V  c  c  y 

fangswerte  f&r  (p   vor ,  dann  ist  m  =  2  und  die  Grösse  a  in  dem  e&t- 
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sprechenden  Gliede  des  allgemeinen  Ausdruckes  für  y'  verschwindet.  Der 
allgemeine  Ausdruck  (8)  wird  dann  für  die  Glieder  L  sin  m(8  +  at)  und 
M8inm(8  -—at)  unvollständig,  welche  sich  zu  einem  verbinden,  und  wir 
))aben  nicht  länger  die  genügende  Anzahl  willkürlicher  Eonstanten.  Dieses 
■zeigt  eine  Änderung  in  der  Form  von  <p  an.    Wir  wollen  annehmen,  dass 

g>  =^  L  sin  2  a  -h  Mcos  2  a  -4-  iV, 

wo  L^  M,  N  gewisse  unbekannte  Funktionen  von  t  sind.  Substituierend 
in  die  Gleichung  (6),  welche  für  die  ganze  Länge  des  Fadens  richtig  ist, 
•erhalten  wir 

-j^sin2a^-^cas2a-^-^=:^^cos^a\iN-^f{t)l 

Aber  weil  L,  M,  N  und  f{i)  a  nicht  enthalten,  so  muss  sein 

Folglich  ist  das  neue  Glied  in  dem  Ausdrucke  fOr  9 

q>  =  {a  '\-bt)Hn2a-h  (a  +  6'0<?ö*2a  4-  a   +  h"  L 
Die  Werte  der  willkürlichen  Konstanten  a ,  ^ ,   a\b'  werden  mittelst  der 

Aufangswerte  von  9  und  ^  gefunden.     Auch  müssen  wir  haben,  weil 

^  =  0,  wenn  a=^-^y  a"  =  a ,  b"  =  b\    Davon  ist  ausgenomtoen  der  Fall, 

in  welchem  ft  =  0,  ^=0,  wo  die  Bewegung  bald  aufhören  wird  klein 
zu  sein,  so  dass  die  vorstehende  Untersuchung  nicht  mehr  verwendbar  ist. 

Wenn  der  Anfangswert  von  -^  gleich  Null  ist,  dann  ist  6=0  und 

dt 

h'  ==  0,  womit 

y  =  a  «n  2  of  -j-  a'(l  -^  cos2  a). 

Weil  dieser  Ausdruck  t  nicht  enthält,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Teile  des 
Badens  relativ  in  Ruhe  zu  einander  sind.  Dieses  hätten  wir  vorhersehen 
können,  denn  das  Glied  a  sin  2  a  entspricht  einer  kleinen  Änderung  in  dem 
Parameter  der  Eettenlinie,  so  dass  der  Faden  noch  in  der  Gestalt  einer 
Kettenlinie  ist,  obgleich  diese  nicht  dieselbe  Kurve  wie  vorher,  deun  wenn 

s                                                 s 
tga  =-  — »         und         tg  (a  4-  y )  = » 

^0  s  von  dem  tiefsten  Punkte  der  Kurve  gemessen,  und  /  die  kleine 
Änderung  ist,  so  haben  wir  durch  Taylor's  Satz 

^  s  y 

y  = j  y,       oder        y  =  —  ^  sin  2  a. 


cos^a^  c^''        ^  2  c 

Das  Glied  a(l  +  (?o«2a)  entspricht  einem  Gleiten  des  Fadens  entlang 
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seiner  jB^urve,  so  dasd  die  Kurve  noch  in  derselben  Gestalt  wie  vorher  ist. 


s  ,   .   ,  .  _  s  -^  Y 


Denn  wenn  tga=:  —    und  ig  («  h-  g))  = '- ,  wo  y  die  Gleitung  be- 
deutet, haben  wir 

1  y  y 

qo  =  — *        9  =  öp-  (1  4-  (70*  2  ft). 


c08^  a  c^  ^      2c 

15.  Ein  schwerer  Faden  von  der  Länge  21  ist  an  zwei,  in  einer 
horizontalen  Linie  gelegenen  Punkten,  deren  Abstand  fast  gleich  21  ist^ 
befestigt.    Bestimme  die  kleinen  Schwingungen  des  Fadens. 

Mit  denselben  Bezeichnungen  wie  vorher  lasse  sein 

g)'  =  L  ein  {ms  -h  nt) 

ein  beliebiges  Glied  in  dem  Ausdrucke  für  (p\  wobei  s  von  dem  Mittel* 
punkte  des  Fadens  aus  gemessen  ist.  Die  entsprechende  Bewegung  eines 
beliebigen  Elementes  des  Fadens  kann  durch  die  Gleichungen  (3),  Auf- 
gabe 13,  gefunden  werden.  Weil  der  Faden  nahezu  horizontal  ist,  so  ist 
a  klein,  weshalb  wir  cos^a  =  l  setzen  können,  wodurch  wir  erhalten 

dvt  d^Vt  dq> 

da  aa^  dt 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  giebt,  weil  sehr  nahe  «  =  o  a, 

Vi  =  ifj (t)  sin h  X (0  <^«  —  +  1 9  *2«  {nis  -^nt)  -h  c F'{t)^ 

c  c         1  —  Wl" 

,  ,j\        *          /.x    .     *        mnc^L        t  V 

1?^  =  1^  (t)  cos X  W  ^'^ 1 2"  ^^*  (w  *  -h  n  ty 

Da  die  Fadenenden  an  zwei  feste  Punkte  gefesselt  sind,  so  müssen  beide,. 
vt  und  Vni  verschwinden,  wenn  s=±,l  ist.  Folglich,  setzend  «=±Z 
in  der  ersten  Gleichung  und  subtrahierend  ein  Resultat  von  dem  anderen, 

bekommen  wir 

l  2  L 

2\p{t)sin — -t-  :i 5*inmZcö*n<  =  0,  (10) 

und  wenn  wir  «  =  ±  Z  in  der  zweiten  Gleichung  schreiben ,  sowie  dii^ 
Resultate  addieren,  wird 

ft  .  /A        ^        2mcL  ,  ,      A  /-nx 

2  \b (t) cos h  1 s  cosml.eosnt  =  0.  (1 1) 

^  c        l  —  m* 

Die  Elimination  von  xp{t)  zwischen  den  Gleichungen  (10)  und  (11)  giebt 

cos  —  sin  ml  —  mcsin  —  cos  m  i  =  0, 
c  c 

oder  tgml  =  mcAg  —  =  m Z,  annähernd, 

c 

weil  c  sehr  gross  ist. 
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Diese  Gleichung  giebt,  wenn  gelöst,  den  Typus  der  möglichen 
Schwingungen  des  Fadens. 

Folglich  wird  tp  aus  einer  Beihe  von  Gliedern  in  der  Form  bestehen 

wo  n  =  ±,my gc ~ »  tgml  =  ml  ist. 

Wenn  die  Anfangswerte  von  g>  solche  sind,  welche  ein  Glied  von  solcher 
Beschaffenheit  enthalten,  dass  der  Co^fficient  von  s  der  Gleichung  (3) 
nicht  genügt,  dann  wird  die  Bewegung  nicht  stetig  sein.  Ist  z.  B.  eine 
kleine  Verschiebung  irgend  einem  kleinen  Teile  eines  Fadens  erteilt  wor- 
den, so  wird  sich  dieselbe  allgemein  entlang  dem  Faden  nach  beiden  Rich- 
tungen hin  fortpflanzen;  nachdem  sie  einen  der  festea  Punkte  erreicht 
hat,  wird  sie  eine  neue,  reflektierte  Disturbation  hervorbringen,  welche 
rückwärts  läuft  und  wieder  reflektiert  wird  von  dem  anderen  festen  End- 
punkte u.  s.  f.  Mithin  wird  hier  eine  Diskontinuität  in  dem  Ausdrucke 
für  9)  vorhanden  sein.    Siehe:  Poisson.  M^canique,  Art.  485. 

V.  Kleine  SehwiDgnngen  gespannter  Fäden. 

1.  Ein  elastischer  Faden,  dessen  Gewicht  vernachlässigt  werden 
kann,  und  dessen  ungedehnte  Länge  gleich  l  ist,  ist  mit  seinen  Enden 
an  zwei  feste  Punkte  mit  dem  wechselseitigen  Abstände  t  gefesselt.  Der 
Faden  erleidet  eine  solche  Gleichgewichtsstörung,  dass  jeder  seiner  mate- 
riellen Punkte  sich  entlang  der  Fadenlinie  bewegt.  Welches  sind  die  Be- 
wegungsgleichungen ? 

Es  sei  Ä  einer  der  festen  Punkte,  AB  der  ungedehnte,  in  einer 
geraden  Linie  liegende  Faden.  Das  Ende  B  sei  sodann  bis  zu  dem  an- 
aleren festen  Punkte  B"  gezogen  und  daselbst  befestigt.  PQ  sei  ein 
Element  des  ungestreckten  Fadens,  P^  Q'  dasselbe  Element  zu  der  Zeit  t. 
Femer  sei  AP^=-  a?,  die  Abscisse  AP  =^w\  T  die  Spannung  des  Fadens 
in  P\  T-hdT  diejenige  in  Q\  m  die  Masse  einer  Längeneinheit  des 
ungestreckten  Fadens.    Damit  ist  die  Bewegungsgleichung 

d^x      dT  ,-, 

"^-dt^^J^'  ^^^ 

Bezeichnet  E  den  Elastizitätsmodulus,  so  haben  wir  nach  Hooke's  Prinzip 

Die  Elimination  von  T  zwischen  diesen  zwei  Gleichungen  giebt 

d^o)       E  d'^x 


dt^        m   da?* 


(8) 
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Setzen  wir  E='md^,  so  ist  das  Integral  dieser  Gleichung 

X  =/(a  t  —  fl?)  H-  F{a  t  -h  x\ 

wo  /  und  F  willkürliche  Funktionen  sind. 

Das  Resultat  ist,  dass  eine  Funktion  von  der  Form  g>{at  —  x)  eine 
Welle  repräsentiert,  welche  mit  einer  Geschwindigkeit  a  wandert.  In  dem 
Falle  des  Fadens  wird  daher  die  Bewegung  durch  eine  Reihe  von  Wellen 
repräsentiert,  welche  auf  beiden  Wegen  mit  derselben  Geschwindigkeit 
entlang  dem  Faden  wandern.  Die  Geschwindigkeit  ist  eine  solche,  dass 
die  Zeit  der  Durchkreuzung  einer  Länge  l  des  ungedehnten  Fadens,  oder 

einer  Länge  T  des  gestreckten  Fadens  gleich  ly  ^  ist.    £s  ist  zu  be- 

JCj 

merken,  dass  diese  Zeit  von  der  Bescbaffenheit  der  Störung  unabhängig 
ist,  dass  sie  dieselbe  ist,  gleichviel  ob  der  Faden  ursprünglich  gedehnt 
war  oder  nicht,  unter  der  Voraussetzung  der  absoluten  Richtigkeit  von 
Hooke's  Gesetz  sind  die  Gleichung  (8)  und  diese  Resultate  keine  blosen 
Annäherungen,  sondern  strikte  genau. 

Es  ist  offenbar  bequemer,  einen  besonderen  Zustand  des  Fadens  al» 
Normalzustand ,  auf  den  wir  uns  beziehen,  anzunehmen  und  die  wirkliche 
Lage  eines  beliebigen  materiellen  Punktes  zu  der  Zeit  i  durch  seine  Ver- 
schiebung aus  dieser  Normallage  darzustellen.  Wählen  wir  das  ungedehnte 
Statium  des  Fadens  A  B  als  diesen  Normalzustand,  setzen  ^'  =  «  +  f ,  so 
dass  f  die  Verschiebung  des  materiellen  Punktes  bedeutet,  dessen  Abscisse 
in  der  ungestreckten  Lage  x  ist,  dann  nimmt  die  Bewegung^leichung 
nun  die  Form  an 

und  das  Integral  kann  wie  vorhin  erhalten  werden. 


2.  Querschwingungen  einer  Saite.  Es  sei  ^  jB  die  Ruheli^e  einer 
zwischen  den  festen  Punkten  Ä,B  (Fig.  189)  gespannten  Seite,  ABB 
eine  beliebige  ebene  Lage  derselben,  1=^  AB  ihre  Länge,  O  ihr  Gewicht, 
T  ihre  als  konstant  angesehene  Spannung,  A  Ursprung  eines  rechtwinkeligen 

Coordinatensystemes  mit  der  Abs- 
cissenaxe  AB^O  ein  beliebiger  Punkt 
in  dem  Bogen  ABB  mit  den  Coor- 
dinaten  ^ Jlf  =  a?,  MO=^y,  O^  ein 
Element  da  der  Saite,  xi  die  Abscisse, 
yi  die  Ordinate  des  Endpunktes  Q 
dieses  Elementes,  y—\p  (x)  die  Glei- 
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Figur  189. 


chung  der  Curve  ADB. 
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Zerlegen  wir  die  in  den  Endpunkten  O,  Q  des  Elementes  O  Q  tan- 
gential zu  der  Curve  wirkenden  Spannungen  T  in  Gomponenten  P,  K  und 

Pi ,  Kl  senkrecht  und  parallel  zu  der  Geraden  A  -B,  dann  ist  P  =  -j-  T, 

US 

Pj  =  J^  T,  und  es  wirken  diese  Kräfte  in  entgegengesetzter  Bichtung. 
as 

Die  Differenz  dieser  Kräfte,  welche  die  an  dem  Bogenelemente  d  s  wirkende, 

bewegende  Kraft  parallel  zu  der  Ordinatenaie  darstellt,  ist  daher 

as 

ds 
Bezeichnet  d m  die  Masse  des  Bogenelementes  ds  =  da)^  da  hier  ^r-  ==  1 

O  dx 
gesetzt  werden  darf,  so  ist  dm  = 7-»  wodurch  wir  für  die  an  dem 

9    i 
Bogenelemente  d  s  wirkende  Beschleunigung  ;?,  welche  dasselbe  nach  seiner 

Buhelage  m  AB  hin  acceleriert,  die  Belation  erhalten 

P-^i^^y-^yi   gTl  ^dy-^dy,   gTl 
^         dm  ds.dx    '    G  dx^      '    G  ' 

Nmiist,  weily  =  V^(a;),g-i/;'(^),  ^^"f  ^^  =^=V^»,  folglich 

Femer  lässt  sich  aber  auch  y  als  Funktion  der  Zeit  i  ansehen,  so  dass  wir 

schreiben  können  j/  =  g)  {t),  womit  die  Geschwindigkeit  des  Bogenelementes 

d  1/ 
d  s  parallel  zu  der  Ordinatenaie  t;  ^  ~  =  (p  {t)  und   die  entsprechende 

d^v 
Beschleuniguny  p  =  -^  =  (p'\t).    Daher  haben  wir,  wenn  wir  die  Aus- 
drücke für  die  Acceleration  p  einander  gleich  setzen. 

Dieser  DifferentialgleichuDg  gent^en  die  Belationen 

y  =  <p{t)  =  tlt(t)F{et  +  x)+/{ct—a!), 


v  =  ^^=e\r(et  +  x)+/  {et-x) }. 


(1) 


wo  F  und  /  gewisse  Funktionen  der  in  Klammern  eingeschlossenen  Grössen 
bezeichnen.  Die  Differentiation  der  Funktionen  qp  (<)  und  tp  (as)  giebt  nämlich 

g>'(0  =  ^-flvit)}  =  cr{ct  +  x)  +  c/(ct-x) 
,,"(«)  =  ^[(p'(0] = c^r\ct+x)  +  eY\ct-x)  =  e*\r\ct-\-x)  +f\ot^x)l 
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folglich  ist  wirklich  9"  (0  =  c«  tp''  (x). 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1)  können  wir  nun  leicht  die  Schwing- 
ungszeit erhalten.  Für  o?  =  0  und  oo  =r  l  sind  y  und  v  gleich  Null,  so 
dass  mit  diesen  Werten  sich  ergiebt 

0  =  F{ct)  ^f{ct\      F(ct)  =  -/(et),      /=  -  F, 

0  =  Fict  -h  l)  -^-fict  —  I),      F(ct'¥t)=^—f{et—l), 

0  =  c\r{ct)•^rnct)\,      f'^-F\ 

0  =  c{2^'((?<  4-0 -+-/(<?< -0{.     F'{ct  +  T)^—f(ct  —  l). 

Daraus  folgt /(c^  + 0  =/(c<  —  0,    / (ct-h  l)=/{ct'-[). 

Setzen  wir  jetzt  c^—  /  =  c^i,  so  ergiebt  sich 

/(ch-h2l)=fichy 

Die  Funktion  nimmt  mithin  stets  denselben  Wert  wieder  an,  wenn  c  ^  um 

2 1 
2 1,  oder  die  Zeit  ^1  um      grösser  wird.    Mithin  ist  die  Zeit  eines  Doppel- 

schwung^  oder  einer  vollständigen  Schwingung 

22 

Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  daher  für  die  Zeit  einer  vollständigen 
Schwingung 

wenn  q  das  Gewicht  der  Saite  pro  Längeneinheit  bezeichnet. 

Die  Schwingungsdauer  ist  demnach  direkt  proportional  der  L&nge, 
der  Quadratwurzel  aus  dem  Gewichte  der  Längeneinheit  und  umgekehrt 
proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Spannung  T  der  Saite. 

Bezeichnet  ti  die  Schwingungszeit  irgend  eines  Tones,  so  ist  die- 
jenige des  nächst  höheren  Oktaventones  ^  =  J  >  es  muss  folglich  sein 

Dieser  Oktaventon  wird  mithin  erhalten,  wenn  wir  entweder  die  Saite  bis 
zur  Hälfte  abkürzen,  oder  dieselbe  viermal  so  stark  spannen,  oder  eine 
Saite  von  derselben  Länge  wählen,  deren  Gewicht  pro  Längeneinheit  gleich 

jvon  demjenigen  der  ersten  Saite  ist. 


y.  Th.  Kap.  X.  Kleine  Schwingungen  gespannter  Fäden.  683 

Würden  wir  einen  Stab  anstatt  einer  Saite  betrachten,  so  gilt  ganz 
dasselbe.    Würde  dieser  Stab  an  beiden  Enden  frei  sein,  dann  ist  für 

;r--=0  und  a!  =  l    T  und  also  auch  tff'(x)^0,  womit  sich  wie  vorhin 

21 

/i  =  —  ergiebt.    Wenn  der  Stab  mit  dem  einen  seiner  Enden  fest  ein- 
c 

geklemmt ,   während  das  andere  Ende  frei  ist ,  so  haben  wir  für  ^  =  0, 

y  =  0,  undfOrÄ?  =  /,  T=0,  womit  wir  finden /((?<-*- 0 +/(<?«  — 0  =  0, 

2  l 
oder /'(c^H- 2Q  =  — /'(c^i).    Nach  der  Zeit  ^= —  nimmt  demnach 

€ 

der  Körper  stets  den  umgekehrten  Bewegungszustand  an,  so  dass  folglich 

4Z 
erst  in  der  doppelten  Zeit  2  fi  =  —  eine  ganze  Schwingung  vollendet  wird, 

€ 

f&r  welche  wir  mithin,  wenn  t'  diese  Zeit  bedeutet,  die  Gleichung  haben 

0 

Weitere  in  dieser  Weise  behandelte  Schwingungsprobleme  findet  der 
Leser  in  der  theoretischen  Mechanik  von  Weisbacb. 

S.  Ein  elastischer  Faden  ist  in  der  unter  Problem  1  angegebenen 
Weise  gestreckt  worden  und  es  wird  ihm  eine  ganz  beliebige  kleine  Ver- 
schiebung erteilt.    Welches  sind  die  Bewegungsgleichungen? 

Wir  wählen  dieselben  Bezeichnungen  wie  unter  1,  dann  sind,  wenn 
{x\y\z)  die  Coordinaten  von  P'  bedeuten,  die  Bewegungsgleichungen 

d^x        d  r^dx'- 


m 


=Ä(^'^-)'  «    -%-rMd-     <^' 


WO  d  8  die  Länge  des  Elementes  P  Q'  bezeichnet.    Mit  E  als  Elastizi- 
tätsmodulus  haben  wir  durch  Hooke's  Gesetz 

Weil  die  Störung  sehr  gering  ist  so  sind  -^,  und -p-?  sehr  klein,  und -5-, 

as         äs  eis 

ist  sehr  nahe  gleich  der  Einheit.    Folglich  nimmt  die  erste  Gleichung  die 

Gestalt  an 

d}x_  _  dT 

dt^       dx* 

und  Hooke's  Gleichung  wird 

dx'      ,      T 

dx  E 

welches  dieselben  Gleichungen  wie  in  dem  ersten  Probleme  sind,  so  dass, 
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wenn  die  Stöi-ung  klein  ist,  die  Longitudinalbewegung  von  der  Querbewe- 
gnng  des  Fadens  unabhängig  ist. 

In  der  zweiten  Gleichung  kOnnen  wir  T  als  konstant  betrachten» 

seine  kleinen  Variationen  sind  mit  der  kleinen  Grösse  ~,  multipliziert. 

Folglich  können  wir  T  =  Tq  setzen ,  wo  To  =  jB  — t—  ist     Dieses  giebt 

ds       l' 
durch  die  (4)  ^  =^  j-    Die  Bewegungsgleichung  wird  daher 

"^^       '         d^y'      To    Id^y' 

di^        m    l  dx^ 

Die  dritte  Gleichung  kann  in  derselben  Weise  behandelt  werden. 

Die  Geschwindigkeit  einer  Quervibration ,  gemessen  in  Einheiten  der  un- 


/?,' 


gedehnten  Fadenlänge,  ist  daher /^  ~r    Die  Zeit  der  Durchkreuzung  einer 

Länge  l  des  ungestreckten,  oder  einer  Länge  V  des  gestreckten  Fadens 

/mTz' 
ist  y  —=, —   Diese  Geschwindigkeit  ist  unabhängig  von  der  Beschaffenheit 

der  Störung,  aber  abhängig  von  der  Stärke  der  Spannung  des  Fadens. 

Wenn  der  Faden  nur  sehr  wenig  elastisch  ist,  so  können  wir  in  dieser 
letzten  Formel  X  =  l  setzen.  In  diesem  Falle  erhalten  wir  das  in  allen 
Abhandlungen  über  den  Schall  gegebene  Besultat. 

Hier  giebt  es  zwei  Arten  der  Anwendung  der  Bewegungsgleichungen 
auf  wirkliche  Fälle.  Wir  wollen  zuerst  diese  durch  Lösung  eines  einfachen 
Beispieles  mittelst  der  beiden  Methoden  illustrieren,  sodann  einige  Bemer- 
kungen über  die  Resultate  machen. 

4.  Ein  elastischer  Faden  von  der  natürlichen  Länge  l  ruht  auf 
einem  vollkommen  glatten  Tische  und  ist  mit  seinen  Enden  an  zwei  Punkten 
Ay  ß  befestigt,  deren  wechselseitige  Distanz  Z",  mit  T  >  Z,  ist.  Das  Ende  S 
wird  plötzlich  freigelassen.    Welches  ist  die  Bewegung? 

Die  Bewegung  wird  hier  durch  die  Gleichung  gegeben 

5=/(a^  — a?)  +  i^(a^4-a?), 
wo  %  das  Displacement  des  materiellen  Punktes  ist,  dessen  Abscisse  bei 
der  natürlichen  Länge  des  Fadens  gleich  x  ist.    Die  Bedingungen  zur 
Bestimmung  von  /  und  F  sind  die  folgenden : 

1)  Wenn  a?  =  0,        J  =  0  für  alle  Werte  von  <, 

dl^ 

2)  Wenn  a?  =  Z,        T  =  0  und   ^  =  0  für  alle  Werte  von  <, 

ax 

3)  Wenn  <  =  0,        J  =  r ^r,  von  ä?  =  0  bis  a?  =  Z,  wo  Z'=  (r  4- 1) L 

4)  Wenn  « =  0,         ^^  =  0,  von  x  =  0,  bis  o?  =  Z. 
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Aas  der  ersten  Bedingung  folgt,  dass  die  Funktionen  /  und  F  dieselben 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  sind.  Die  zweite  Bedingung  giebt  f  (at  + 1} 
=- — /(at  —  l),  80  dass  die  Werte  der  Punktion /'  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  wiederkehren,  wenn  die  Variable  um  2  2  zunimmt. 

Wenn  daher  die  Werte  von  /(z)  für  alle  Werte  von  ^,  von  z  =  zo^ 
bis  z  =  zo  -h2  Z,  wo  zq  irgend  einen  Wert  besitzt,  bekannt  sind,  dann  ist 
die  Gestalt  der  Funktion  vollständig  bekannt.  Nun  giebt  die  dritte  Be* 
dingung  /(—  a?)  — /(a?)  =  r  ä',  und  die  vierte  /'  (—  x)  ^f\x),  von  j?  =  0 

bis  a?  =  Z.     Polglich  ist  /'  (a?)  =  —  ^ '  ^^°  ^  =  —  ^  ^^^  x  =  +  1.      Ea 

folgt  daraus,   dass  f  {z)  =  — ^,   von  z  =  —  l  bis  /r  =  +  Z,  /' (z)  =  -^r 

von  ^  =  Z  bis  ^  =  8  Z,  ist,  so  ändern  sich  die  Zeichen  zu  jeder  Zeit  fort, 
wenn  die  Variable  durch  die  Werte  geht:  Z,  8Z,  5/,...  Betrachten  wir 
die  Bewegung  eines  beliebigen  Punktes  P  des  Fadens  mit  der  ungedehn* 
ten   Abscisse  x.    Seine   Geschwindigkeit  ist  durch   die   Formel  gegeben 

-  =/ {at  —  x)  —f' (at ■¥ x).  Weila7<  Z,  so  haben  wir-  =  -— -5-}-^  =  0^ 
a  a  ^      a 

folglich  bewegt  sich  der  Punkt  nicht  bis  a  ^  -f  ^  =  Z.    Die  zweite  Punktion 

V  TT 

ändert  dann  ihr  Zeichen  und  wir  bekommen  -  =  —  -^  —  -5  =  —  r.    Der 

a  £i       £ä 

Punkt  bewegt  sich  kontinuierlich  mit  dieser  Geschwindigkeit  bis  a  f  —  a?  =  U 
wenn  die  erste  Funktion  ihr  Zeichen  wechselt,  u.  s.  f.  Es  sei  AB  der 
ungedehnte  Paden  und  ein  von  B  ausgehender  Punkt  B  bewege  sich  konti- 
nuierlich entlang  dem  Paden  und  wieder  zurück  mit  der  Geschwindigkeit  a. 
Dann  ist  leicht  zu  sehen,  dass  wenn  R  auf  derselben  Seite  von  P  liegt^ 
wo  das  freie  Padenende  sich  befindet,  P  in  Buhe  sein  wird,  dass  aber,, 
wenn  B  auf  derselben  Seite  von  P  liegt,  wo  das  feste  Padenende  sich 
befindet,  P  sich  mit  einer  Geschwindigkeit  bewegen  wird,  welche  abwech* 
selnd  gleich  ±  r  a  ist.  Demnach  stellt  sich  der  allgemeine  Charakter  der 
Bewegung  so  dar :  Wird  das  Gleichgewicht  des  Padens  bei  B  gestört,  dann 
wandert  eine  Welle  von  der  Länge  4  Z  entlang  dem  Paden  und  P  beginnt 
nicht  eher  sich  zu  bewegen,  bis  dieser  Punkt  von  der  Welle  erreicht  wird. 
Diese  Welle  wird  bei  A  reflektiert  und  kehrt  zurück. 

Die  zweite  Lösungsmethode  ist  die  folgende.     Wie  vorher  von  der 
Relation 

5  =  /  (a  ^  —  a?)  4-  J'  (a  <  +  a?) 
ausgehend,   entwickeln  wir  jede  Punktion  in  eine  Beihe  der  Sinus  und 
Cosinus,  so  dass  wir  erhalten 

J  = :?  [-4  *m !  n  (a  «  —  a?)  4-  a  1  -♦-  B  «m  I  n  (a  <  -f-  a?)  4-  /?  n  1 
wo  das  Zeichen  Z*  die  Summation  aller  Werte  von  n  in  sich  schliesst; 
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A^B.a  und  ß  Konstanten  sind,  welche  in  jedem  Gliede  verschieden,  und 
bequem  als  Funktionen  von  n  betrachtet  werden  können. 

Weil  die  Bewegung  oscillatorisch  ist,  so  können  wir  annehmen,  dass 
alle  Werte  von  n  reell  sind,  und  es  ist  klar,  dass  wir  ohne  Verlust  an 
Allgemeinheit  n  in  positive  Werte  einschränken  können.  Wir  nehmen  die 
Diskussion  der  Umstände,  unter  welchen  diese  Voraussetzungen  korrekt 
sind,  hier  nicht  vor,  sondern  verweisen  auf  Fourier's  Theorem.  Wir  mögen 
hier  die  Annahme  als  gerechtfertigt  durch  das  Besultat  betrachten,  weil 
wir  so  allen  Daten  der  Frage  genügen  können. 

Die  vier  Bedingungen  des  Problemes  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
Konstanten  zu  bestimmen.  Durch  die  erste  Bedingung  haben  wir  /?=a+x7r, 
jB  =  (— 1)*+M,  wo  X  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Entwickeln 
wir,  dann  finden  wir  leicht,  dass 

J  =  {Cßin nat  -f-  D cos nat) 8inna\ 
wobei  C  und  D  als  Funktionen  von  n  anzusehen  sind.    Aus  der  zweiten 

Bedingung  resultiert  co«  n  Z  =  0 ,  folglich  n  Z  =  (2  a  +  1)  -^ ,  wenn  i  ein 

beliebiges  positives  Ganzes  ist.    Die  möglichen  harmonischen  Perioden  des 

Fadens  mit  regelrechten  Anfangsstörungen  sind  daher,  wenn  ein  Ende  fest, 

AI 
•das  andere  frei  ist,  in  der  Form  eingeschlossen  -^— — — — .    Die  Anfangs- 

^  (2  2-+-l)a  ® 

Störung  ist  durch  die  dritte  und  die  vierte  Bedingung  gegeben 

2 Dsinnx  =  ra?,         S  Cnsinnx  =  0. 

Um   den  Wert  von  D  für  ein  beliebiges  Glied  zu  finden,  multiplizieren 

wir  die  erste  Gleichung  durch  den  Coöfiicienten  von  D  in  jenem  Gliede 

und  integrieren  über  die  ganze  Länge  des  Fadens,  d.  i.  von  07  =  0  bis 

;r  =  Z.     Dieses  giebt 

^  l  r^     .  ,  ainnl 

2         Jo  «^ 

Die  anderen  Glieder  verschwinden  alle,  weil  /  smnxsmnxäx  =-  0,  wenn 

n  und  n   numerisch  ungleich  sind.  ^ 

Die  Behandlung  der  zweiten  Gleichung  auf  demselben  Wege  giebt 

<?  =  0.    Folglich  wird  die  Bewegung  gegeben  sein  durch 

2r8innl 
5  =  J-^       p     coanatsinnx. 
t      w* 

Setzen  wir  für  /  seine  Werte  1,  2,  3, . . .  successive,  dann  nimmt  diese  Qlei- 

<;hung  die  Gestalt  an 


,      8rZ 


n^ 


nat    .    nx        1         ^nat    .    ^nx 

1         bnat    .   bnx 
"^  5"«  '■'"    27   ""  '2 


X  \ 

•  .  ■  •   \ 

i     1 
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Dieses  ist  eine  konvergente  Reihe  für  |,  und  es  genügt  für  die  erste  An- 
näherung, nur  die  ersten  Glieder  zu  nehmen.  Behalten  wir  z.  B.  nur  die 
zwei  ersten  Glieder  bei  und  setzen  wir,  um  das  Resultat  mit  demjenigen 

der  ersten  Lösung  zu  vergleichen,  at  =  -^  l,  dann  ergiebt  sich 


8rll        . 


7VX        1     ,    Stix 
sin  TTT  -4-  i^sm 


21       32"       21 


Tracieren  wir  die  Curve,  deren  Ordinate  —  ^»  deren  Abscisse  a?  ist,  so  finden 

(it 

wir,  dass  sie  gleicht  ?  =  0  für  kleine  Werte  von  o?,   dann  mit  einem 

Wendepunkte  aufsteigt  und  nahezu  horizontal  wird,  wenn  x  sich  l  nähert. 

Dieses  stimmt  sehr  wohl  mit  dem  früheren  Resultate  überein. 

Durch  Examination  dieser  Lösungen  sehen  wir,  dass  wir  zwei  Arten 
von  Bedingungen  zur  Bestimmung  der  willkürlichen   Funktionen  haben. 

1)  Hier  sind  die  Bedingungen  für  die  zwei  Endpunkte  des  Fadens.  Ihre^ 
besondere  Eigenschaft  ist  die,  dass  sie  fQr  alle  Werte  von  t  genügen. 

2)  Da  sind  die  Anfangsbedingungen  der  Bewegung.  Ihre  besondere  Eigen- 
schaft ist  die,  dass  sie  nicht  für  alle  Werte  von  x  genügen,  sondern  nur 
für  alle  W  erte  innerhalb  einer  bestimmten  Strecke,  welche  durch  die  Länge- 
des  Fadens  begrenzt  ist.  Die  erste  Reihe  von  Bedingungen  wird  benutzt 
zur  Bestimmung  der  Art,  in  welcher  die  Werte  der  Funktionen  wieder- 
kehren, so  dass,  wenn  ihre  Werte  für  einen  gewissen  begrenzten  Teil  be- 
kannt sind,  dieselben  für  alle  jene  Werte  der  Variablen  bekannt  sind^ 
welche  in  dem  Probleme  vorkommen.  Die  zweite  Bedingungsreihe  wird 
gebraucht  zur  Bestimmung  ihrer  Werte  innerhalb  dieses  begrenzten  Teiles. 

Die  Funktionen  wurden  diskontinuierlich  gefunden.  Es  kann  ein- 
gewendet werden,  dass  keine  Notiz  von  irgend  einer  möglichen  Diskon- 
tinuität bei  der  Bildung  der  Bewegungsgleichungen  genommen  wurde,, 
dass  daher  diese  Gleichungen  nicht  angewendet  werden  können,  ohne  wei- 
tere Examination  irgend  eines  Falles,  welcher  die  Diskontinuität  der  ein- 
geführten willkürlichen  Funktionen  verlangt.  Diese  Frage  ist  viel  diskutiert 
worden,  jedoch  können  wir  uns  hier  nicht  darauf  einlassen.  Wir  müssen 
den  Leser  verweisen  auf  De  Morgan's  Differentialrechnung,  Gap.  XXL  wo^ 
beides,  eine  kurze  Geschichte  des  Streites  zwischen  Lagrange  und  D^Alem- 
bert,  sowie  eine  Diskussion  der  Schwierigkeit  gefunden  werden  kann. 
Siehe  auch  Lagrange,  Mecanique  Analytique,  Seconde  Partie,  Sect.  VI,  §  IV.. 

In  der  zweiten  Lösungsform  haben  wir  die  willkürlichen  Funktionen 
durch  eine  konvergente  Reihe  haimonischer  Schwingungen  ersetzt.  Eine- 
endliche Zahl  von  Gliedern  fQr  die  Annäherung  nehmend,  haben  wir  eine^ 
perfekt  bleibende  Lösung,  deren  An&ngsbedingungen  sich  nur  wenig  von^ 
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jenen  des  vorgeschlagenen  Problemes  unterscheiden.  Die  VerschiedeDheit 
wird  um  so  geringer,  je  mehr  Glieder  in  die  Lösung  eingeschlossen  werden. 
Die  Yergleichung  der  zwei  Besultate  zeigt,  dass  jede  Form  ihren 
Vorteil  besitzt.  Die  erste  bestimmt  die  Bewegung  durch  eine  einfache 
Formel.  Die  zweite  ist  geeigneter,  wenn  die  harmonischen  Perioden  ver- 
langt werden. 

5.  Ein  elastischer  Faden  A  B  von  der  ungedehnten  Länge  I  ist  nnter  der  Wir- 
kung der  Schwerkraft  an  einem  festen  Punkte  A  aufgehangen.  Wenn  ^  das  vertikale 
Displacement  eines  beliebigen  Punktes,  dessen  Abstand  von  A  gleich  x  bei  ungedehn- 
tem  Faden  ist,  bezeichnet,  so  beweise,  dass 

^0  f(z)  mit  einem  entgegengesetzten  Zeichen  zurflckkehrt,  wenn  js  uro  2  2  zunimmt. 
Wenn  der  Faden  anfangs  ungestreckt  und  in  Ruhe  ist,  beweise,  dass 

Das  obere  Zeichen  ist  zu  nehmen,  wenn  e  zwischen  ~  l  und  0  liegt,  das  untere,  wenn 
g  sich  zwischen  0  und  {  befindet.    Sodann  beweise,  dass  die  ganze  Länge  oscilliert 

gJZ 

zwischen  l  und  2  -+-  ^  • 

Die  andere  L(ysungsform  nehmend,  zeige,  dass  die  harmonischen  Perioden  sind 

41 
p  =  ,^  .  ,   * — »  ^0  I  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet 
-^      (2 « -j-  1)  a 

Zeige  auch,  dass 

.    /'2i+l    itx\       /2t-f-l    itat\ 

^  gx2      glx      16 W^  y  ^^  V^^^ '  T J  ^^-2- ■  T  J 

^•"       2a« '•"a«         «3«^  cfo  (2 i  4- 1)8 

6.  Drei  elastische  Fäden  AB,  BC^  GD^  von  verschiedenem  Material, 
sind  bei  B  und  O  aneinander  gefesselt,  sodann  zwischen  zwei  festen 
Punkten  A,  B  in  einer  geraden  Linie  gestreckt.  Die  materiellen  Punkte 
^er  Fäden  erleiden  eine  beliebige  Längenverschiebung  und  beginnen  sich 
Toro  Ruhezustände  aus  zu  bewegen.  Wie  ist  die  daraus  folgende  Be- 
ilegung beschaffen? 

Es  sei  A  der  Ursprung,  AD  die  Richtung,  in  welcher  x  gemessen 
wird.  Die  ungedehnten  Längen  von  AB,  BC,  CD  seien  ^i,  /21  ^s«  ^i^ 
Elastizitätsmodule  ^,^21^31  ^^^  Massen  einer  Längeneinheit  mi,  m^^  m^ 
resp.  Der  Einfachheit  halber  sei  Ei  =  wii  «i  \  ^2  =  ^  «a  *i  £s  =  wa  as  ^ 
und  der  Rest  der  Bezeichnungen  derselbe  wie  vorher. 

Die  Spannung  des  zwischen  den  zwei  festen  Punkten  J,  D  gestreckten 
und  im  Oleichgewichte  befindlichen  Fadens  sei  7o,  dann  sind  die  Ver- 
schiebungen der  Elemente  eines  jeden  Fadens  aus  ihrer  natürlichen  Lage^ 
4.  h.  wenn  der  ganze  Faden  ungedehnt  ist. 
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JEri  JC.2  -'!^8 

Zu  der  Zeit  t  nach  der  Störung  des  Oleichgewichtes  werden  diese  Dis- 
placements  fi  +  J/,  h-^h^  Js+Js'i  resp.  sein.  Wir  haben  für  die 
zweiten  Glieder  dieser  Summen  die  Beiationen 

Ji'  =  2 Li  sin  («1 X  +  Ml)  cos «i  ai  U 

1^^' ■=  2 L^sin\fi2  (^  —  ^i)  -1-  M2  \cotin2  a^  t, 

is'  =  2  Lssin\ns  {a:  —  li  —  ^2)  +  M^lcoan^as  U 

wenn  2  die  Summation  aller  Harmonieen  bedeutet. 

um  die  Coefficienten  derselben   Harmonie  zu  vergleichen,   müssen 

wir  setzen  ni  ai  =  n2  <i2  =  ^s  ^  =  —  '  wo  p  die  Periode  der  Harmonie  ist. 

P 

Zur  Bestimmung  der  Eonstanten  haben  wir  die  Bedingungen,  wenn 
a?  =  0,  a?  =  Zi ,  0?  =  Zi  4-  ^2,  a?  =  ii  -f-  ^2  *+"  's» 

5l=0,             tl'=h\           J2=f3',                      ^3=0, 
jßl  — I —  =  -C2  "l — »  -ß'2  ~j —  -'2'3  ~j 

dx  dx  dx  dx 

Diese  geben 

Mi  =  0, 

X/2  9in  M2  =■  Li  sin  (ni  Li  -h  Jfi), 

JF2  «2  -^2  <?<^*  -3^2  =  ii  wi  Z/i  cos{ni  li  -f-  -5fi), 

Z.8  «W  Jfs  =  -^2  *'W  (W2  ^2  +  -^2)1 

JSra  wg  Zs  CO*  Jfg  =  E2  W2  -^2  ^ö«  (fi2  h  +  -^"2), 

0  =  Z.8  «m  («8  '3  +  Ms)' 

Zur  Auffindung  der  Werte  der  M  erhalten  wir  hieraus  die  Gleichungen 

0=:M  <ff^2  _<ff(wiZi-f-3fi) 

^2  **a  -^1^1 

tffMs  ^  tgjn^h  H-  Jf2)  Q  _  <y  (^8  '3  -H  -^s) 

jEs  Ws  ^2  "2  -^3  Ws 

aus  welchen  die  Sektion  resultiert 

JEifii         E^n^,         Esnz  ^^^    '  JSitii  '  JB2  »»2      ^3  «3 

Substituieren  wir  hier  für  ni,  n%,  n^  die  Werte  in  Ausdrücken  von  p,  so 
ergiebt  sich  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Harmonieen. 
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Sind  die  Werte  vou  p  bekannt,  so  ist  es  klar,  dass  die  vorher- 
gehenden Gleichungen  alle  Eonstanten  mit  Ausnahme  von  Li  bestimmen, 
wodurch  für  jede  Harmonie  noch  eine  Eonstante  ungewertet  ist  um 
diese  zu  finden,  haben  wir  unsere  Zuflucht  zu  den  Anfangsbedingungen 
zu  nehmen.    Die  Gleichungen  können  in  der  Form  geschrieben  werden 

^i'=:2  PnCosnat,         ^2'=  2QnCosnat^         Ja  ==  SRnCOsnat, 

wo  Pni  Qn^  Rn  dor  Gleichung  genügen  ^— 2  ^  —  n^P-    Wir  erhalten 

daher  durch  teilweise  Integration 
« /•«  ^   ,  r^d^Pm,  ^dP„.     dP. 


^fp^P,dx=^-fPn—^dx^^Pn^ 

Ähnliche  Theoreme  sind  auf  Qn  und  Rn  anzuwenden. 
Wir  haben  auch  die  Bedingungen 

wenn      a?  =  0,        a?  =  ii,        a?  =  Zi  +  i2,        a?  =  Zi-+-Z2+^i 
p  =  0,       P-Q,  Q  =  R,  JB  =  0, 

dx  dx  dx  dx 

Was  auch  die  Endresultate  sein  mögen,  so  lässt  sich  schon  vorher  er- 
kennen, dass  sie  dieselben  in  jeder  Gleichung  sind.    Setzen  wir 

(p{m,n)=  I     EiPn,Pndx-^-/  S^QmQndx-h  1  EzRmRndx, 

«^0  A  A+«» 

dann  haben  wir  m^(p{fn^n)  =  n^if,{m^n)^  und  daher  ist  jede  notwendig 
gleich  Null,  wenn  m  und  n  verschieden  sind.  Ein  ganz  ähnliches  Theorem 
wird  anzuwenden  sein,  wenn  ein  Ende,  oder  beide  Enden  des  Fadens  lose 
sind,  oder  wenn  der  Faden  Querschwingungen  anstatt  Längenschwingungen 
macht. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  anfangs  Ji'=/i  (a?),  52'=/2  W,  h'^/siai)^ 
so  finden  wir  leicht 

/    Ei/i (x)8in(nix -f- Mi)dx 4-  /         J5J2/2 {x)8in\n^ (x—  li)-hM^\dx 

Es/z  {x)8in\nz  {x—li  —  h)'^^9\dx 
=  JEiLi  /    sin^{niX-hMi)dx'^E2L2l         8in^\n2{x'-li)'\- Mt\dx 


I  «n^jfis  (^ — ^1  —  ^)  4-  Jfg  \dx. 


Diese  Integrationen  können  leicht  ausgeführt  werden,  dadurch  bekommen 
wir  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  L,  welche  irgend  einem  Werte 
von  p  entspricht. 
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Wenn  die  Fäden  sich  nicht  vom  Ruhezustande  aus  bewegen,  dann 
liaben  wir  nur  zu  den  Ausdrücken  für  Si%  ^2',  h'  ähnliche  Funktionen 
von  or,  aber  mit  sinnat  anstatt  cosnat  zu  addieren. 

7.  Wenn  die  drei  Fäden  transversal  vibrieren ,  ax,  a^t  a^  die  Geschwindigkeiten 
•einer  Welle  entlang  denselben,  gemessen  in  Einheiten  der  Länge  des  nngedehnten 
Fadens,  sind,  beweise,  dass  die  Perioden  der  Zeichen  durch  die  Gleichung  gegeben  sind 

-f- H =  Wo* . . » 

Wl  »2  W8  ^         ni  «2  «3 

irobei  w^  a^  zs  W2  02  =  w$  ^3  =  —  ist. 

P 

Zeige,  wenn  die  anfängliche  Störung  gegeben  ist,  wie  die  daraus  henrorgehende 
Bewegung  gefunden  werden  kann. 

8.  Zwei  schwere  Fäden  AB,  BC,  von  verschiedenem  Material,  sind  bei  B  an 
•einander  geknüpft  und  unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  an  einem  festen  Punkte  A 
4rafgehangen.  Beweise,  dass  die  Perioden  der  Yertikalschwingungen  durch  die  Glei- 
4;hung  gegeben  sind 

fhP        <hP       ■^2«! 
Wie  gross  sind  die  Längen  der  zwei  Fäden  zu  einer  heliebigen  Zeit  t,  wenn  sie  anfangs 

ungestreckt  waren? 

9.  Ein  elastischer  Faden  ist  zwischen  zwei  festen  Punkten  Ä^  B' 
gestreckt  und  in  Vibration  gebracht.  Wie  gross  ist  die  Energie,  wenn 
•die  früheren  Bezeichnungen  beibehalten  werden? 

Zuerst  seien  die  Vibrationen  longitudinal.  Die  Gleichung 
•der  Bewegung  ist 

Folglich  haben  wir 
V  —  l 

V 

Weil  5  verschwinden  muss,  wenn  a?  =  0,  und  gleich  Z'—  l  sein  muss,  wenn 

^  =  Z,  so  finden  wir 

T—  l 
J  =  — - —  x  -h  2  Ceinncc sin {nat  -h  y), 

V 

-wo  nl  =  in  ist,  2  die  Summation  aller  positiven  ganzen  Werte  von  i  an- 
^igt.  Die  Lettern  C  und  y  sind  Konstanten,  welche  in  den  einzelnen 
OliedeiTi  von  einander  verschieden  sein  können  und  von  der  Anfangsstörung 
abhängen. 

Die  kinetische  Energie  des  ganzen  Fadens  ist 

Nun  ist  /  shi ncDsinn  xdx  ^  0,  wenn  n  und  n  numerisch  ungleich  sind, 

F.  Kraft,  Frobl.  d.  analjt.  Mechanik.    II.  41 
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weil  nl  und  nl  beide  mit  n  multiplizierte  ganze  Zahlen  sind.  Folglich 
ist  das  Integral  des  Produktes  irgend  zweier  Glieder,  wenn  das  Quadrat 

dieser  Reihe  entwickelt  wird,  gleich  Null. 

/i  i 

sin^nxdx^  -^^    Mithin  wird  die  kinetisahe  Energie 

um  die  Potentialenergie  zu  finden,  notieren  wir,  dass  die  Arbeit,  welche 
zum  Strecken  eines  Elementes  von  seiner  natürlichen  L&nge  d  x  bis  zu  dor 

Länge  ia?-f-dj  erforderlich  ist,  gleich -ijf-j^^  dx  ist.    Polglich  ist 

die  ganze  Streckarbeit 

2^^^\T)  =/    2^^^\1 ^^<^^coenx8in{nat-¥r)\  - 

/•'  1 

Nun  ist  /  €09nxco8n  xdx  =  0,  oder  =  -^>  je  nachdem  n  und  n  nume- 

risch  ungleich  oder  gleich  sind;  auch  /  cosnxdx^^O.  Mithin  wird,  wie- 

vorher,  das  Integral 

=  ^E^     l       -^^ElSO^n^sin^inat-hy). 

Das  erste  Glied  ist  die  Arbeit,  welche  gethan  wird,  um  den  Faden  au» 
seiner  natürlichen  Länge  l  in  die  gestreckte  Länge  V  überzuführen.  Wenn 
wir  die  Potentialenergie  auf  die  Lage  des  Fadens  zurückführen,  wenn  er 
im  Gleichgewichte  zwischen  den  Punkten  Ä  und  B'  gespannt  ist,  ab 
Normalposition,  dann  haben  wir  nur  das  letzte  Glied  zurückzubehalten. 
Die  Energie  ist  die  Summe  aus  der  kinetischen  Energie  und  der  Potential- 
energie,  mit  E=^ma^  erhalten  wir 

Energie  =  ^mZa«:?C2n2. 

Zweitens  seien  die  Vibrationen  transversal.    Die  Bewegung 
ist  durch  die  Gleichung  gegeben 

y=^  2  Cain  n  x  ain  {nat-^-  y), 

wo  nl  =  in  ist,  2  die  Summation  für  alle  positive  Ganze  von  i  anzeigt. 
Die  kinetische  Energie  ist,  durch  denselben  Schluss  wie  vorhin, 

=  -Tmla^2C^n^ coa^ (nat  -h  y). 

um  die  Potentialenergie  zu  finden,  bemerken  wir,  dass  die  Streckarbeit,. 

welche  zur  Überführung  der  Länge  dx  eines  Elementes  in  die  Längi^ 

1      j<da        N^ 
d a  erforderlich  ist,  gleich  9-^(7 M  ^^  ^s*«    ^^^  haben  wir  aber 
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,      de       ri.       ll'^dy\^\         ,,       , 


Erinnern  wir  uns  daran,  dass  nach  Problem  8  ma^  =  E — r— »  so  finden 

V 

wir  fQr  die  ganze  Streckarbeit 

Durch  Substitution  und  Integration  ergiebt  sich  für  diese  Arbeit 

Nehmen  wir  jetzt  die  Gleichgewichtslage  des  zwischen  den  Punkten  Ä  und 
B'  gestreckten  Fadens  als  Normallage  an,  so  erhalten  wir 

Energie  =  ^  m  Z  a«  :?  C^  ««. 

Diese  können  wir  die  Disturbationsenergie  nennen. 

Professor  Donkin  hat  in  seiner  Abhandlung  über  Akustik  die  Energie 
eines  quer  schwingenden  Fadens  durch  eine  sinnreiche  Anwendung  der 
Subtraktionsmethode  bestimmt. 

10.  Ein  elastischer  Stab  AB  ist  mit  seinem  Endpnnkte  Ä  befestigt,  liegt  auf 
einem  vollkommen  glatten  Tische  nnd  macht  Longitadinalschwingangen.  Zeige,  dass 
die  Energie  einer  StOnmg,  welche  dargestellt  wird  dnrcb 

t=^  SC8innX8in{nat'+'y\    wo    nl  =  (2$-hl)^f 

gleich  ist  -mlaf^sG^fß. 

Boutb,  Dynamics  &c.  547 — 556. 


Elftes  Kapitel. 

Lebende   Wesen. 

1.  Ein  Floh  ruht  auf  einer  Nadel  AB  in  einem  gegebenen  Punkte  JE, 
Die  Nadel  liegt  auf  einem  glatten  horizontalen  Tische.  Der  Floh  springt 
plötzlich  nach  einem  gegebenen  Punkte  F  der  Nadel.  Welches  ist  die 
kleinste  Anfangsgeschwindigkeit  des  Flohes? 

Es  sei  V  die  Sprunggeschwindigkeit  des  Flohes,  a  die  Horizontalneigung 
ihrer  Bichtung,  u  die  Geschwindigkeit  der  Nadel  während  des  Sprunges 
des  Flohes,  m  die  Masse  der  Nadel,  m  diejenige  des  Flohes,  EF=^e. 
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Weil  der  Schwerpunkt  des  Flohes  und  der  Nadel  durch  den  Sprung 
nicht  bewegt  wird,  so  ist 

—  mu-^  m  Vco8  a  =  0.  (1) 

Auch  haben  wir 

Vsina  =  -^gt  (2) 

Nun  ist  der  ganze  horizontale  Weg  des  Flohes  gleich  der  Distanz  EF^ 

vermindert  um  den  Weg,  durch  welchen  der  Punkt  F  während  der  Zeit  t 

des  Sprunges  rückwärts  geglitten  ist,  daher 

V  sin  2  et  m 

=  c  —  ut  =•€ Vcosa.t^  durch  (1), 

9  rn 

=  c .    durch  (2), 

mg 

folglich  V^  =  — r-^,  •  eosec  2  «. 

Der  kleinstmögliche  Wert  von  V  ist  daher  gleich 


/ 


mcg 


m-hm 

2.  Ein  auf  einer  beweglichen  geneigten  Ebene,  welche  sich  auf  eine 
glatte  horizontale  Ebene  stützt,  plazierter  Eäfer  erhebt  sich  und  kriecht 
mit  einer  gegebenen  gleichförmigen  Oeschwindigkeit,  relativ  zu  der  geneigten 
Ebene,  dieselbe  hinauf.  Wie  gross  ist  die  Geschwindigkeit  der  Ebene  und 
der  auf  sie  durch  den  Käfer  ausgeübte  Druck? 

Es  seien  (Fig.  190)  P  der  Ort  des  Käfers 
j^B      auf  der  geneigten  Ebene  AB  txl  einer  beliebi- 
gen Zeit  ^,  OX  die  glatte  horizontale  Ebene, 
^  \^      \       2^BÄJ[=^a^u=^äeT  gleichförmigen  relativen 

"^   Geschwindigkeit  des  Käfers,  0^  =  0?,  V=-:ß 

Figur  190.  °  dt 

JV,  T  die  Impulse,  N\  T'  die  endlichen  Wirkungen  zwischen  Ebene  und 
Käfer  parallel  und  senkrecht  zu  der  geneigten  Ebene,  m  die  Masse  des 
Keiles,  vni  diejenige  des  Käfers. 

Weil  der  Schwerpunkt  der  Ebene  und  des  Käfers  keine  horizontale 
Bewegung  besitzen  kann,  so  haben  wir 

mV  -^m  (y  '\'  uco9a)z=.  0, 

daher  F= ,  > 

m  +  m 

was  zeigt,  dass  der  Keil  in  der  Eichtung  XO  mit  einer  Geschwindigkeit 

fortschreitet,  welche  gleich  ist    ?Lüf£?^. 

m  -h  wi 
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Ferner  erhalten  wir  für  die  impulsiven  Wirkungen 

T  =m  (m  +  Vco8a)  =  m  u 


JV  =  —  m'  Vsin  a  = 


m^uainacosa 


m  ■+•  m 

För  die  endlichen  Wirkungen  bekommen  wir,  weil  der  Käfer  keine  Accele- 

ration  besitzt, 

T'=m  g  sin  a,  N'=rn  g  cos  a, 

3.  Ein  Affe  ist  auf  eine  geneigt  ruhende  Stange  in  der  Nähe  ihres 
oberen  Endes  gesetzt  worden.  Das  untere  Ende  der  Stange  befindet  sich 
auf  einer  glatten  horizontalen  Ebene,  ihr  oberes  Ende  stützt  sich  gegen 
eine  glatte  vertikale  Wand.  Der  Affe  beginnt  an  der  Stange  in  einer 
solchen  Weise  herabzuklettern,  dass  dieselbe  in  Buhe  bleibt.  Wie  gross 
ist  die  Geschwindigkeit  des  Affen,  wenn  er  das  tiefere  Ende  der  Stange 
erreicht? 

lY  Es  sei  (Fig.  191)  P  der  Ort  des  Affen  an  der 

Stange  ^  J3  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  nach  dem  Be- 
ginne der  Bewegung,  m  die  Masse  der  Stange,  m  die- 
jenige des  Affen.  Ri^R^  seien  die  Beaktionen  der 
ivzwei  SttLtzebenen  auf  die  Stangenenden.  N  sei  die 
Normal-,  T  die  Longitudalwirkung  zwischen  dem  Affen 
und  der  Stange,  a  die  Vertikalneigung  von  ÄBj 
AB  =  2a,  AP=a!. 

Für  die  Bew^ung  des  Affen  entlang  der  Stange 


Figur  191. 

besteht  die  Gleichung 


m  -T-g^  =^  I  -hm g cos a, 


(1) 

für  die  Erhaltung  seiner  Berührung  mit  der  Stange 

iV=  m  gsina,  (2) 

Für  das  Gleichgewicht  der  Stange  haben  wir,  wenn  wir  diese  auf  eine 
Vertikale  projizieren, 

jRe  +  Tcosa  =  Nsin  a  ■+■  mg^  (3) 

und,  wenn  wir  Momente  um  A  nehmen, 

No)  'hmga8ina  =  2aB^8ina.  (4) 

Mit  (2),  (3),  (4)  können  wir  leicht  bestimmen,  dass 


stn^a 


m  gcß 


mg 


T=^mg ^  ,   ^ 

coaa       Zacoaa       2cosa 

Durch  Substitution  dieses  Wertes  von  T  in  (1)  ergiebt  sich 

d^x  gx      _g{m-\-2m) 


dfi       2  a  cos  a         2  m  cos  a 


(5) 
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Multiplizieren  wir  hier  mit  2  ^- ,  integrieren  und  beachten,  dass  -^-r  =  0, 

dt  at 

wenn  ä?  =  0  ist,  so  folgt 

f  ^)  =  2—-  j  -'  (-  +  2  m')  -  2},  (6) 

\dtJ       zcosa^m  '       a) 

wenn  daher  07  =  2  a,  d«  h.  wenn  der  Affe  in  B  ankommt,  ist  seine  Ge- 
schwindigkeit gleich 


7/2 ga{m'\'  m) 


m  cosa 

4.  Eine  Nadel  ist  mit  dem  einen  ihrer  Enden  aufgehangen.  In 
dem  Auf  hängepunkte  befindet  sich  eine  Spinne,  welche  dieselbe  Masse  wie 
die  Nadel  besitzt.  Die  Nadel  besitzt  anfangs  eine  horizontale  Lage  und 
wird  mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  abwärts  geworfen.  Wie 
viel  Zeit  braucht  die  Spinne,  um  nach  dem  tieferen  Ende  der  Nadel  zu 
rennen,  wenn  die  Bewegung  der  Spinne  eine  solche  ist,  dass  dadurch  die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Nadel  nicht  geändert  wird? 

c  Es  sei  m  =  der  Masse  der  Nadel,  gleich  derjenigen 

der  Spinne,  P  =  dem  Orte  der  Spinne  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t  auf  der  Nadel  CA  (Fig.  192)  mit  C  als  Aufhänge- 
punkt, N  die  normale,  T  die  longitudale  Wirkung  zwischen 
der  Nadel  und  der  Spinne.    Ziehe  (7 -?  vertikal,  lasse  sein 
\^      [x    CP  =  x,  CA  =  2a,   2iACX  =  »,  « =  der  Winkel- 
Figur  192.        geschwindigkeit  der  Nadel. 
Weil  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Nadel  konstant  ist,  so  haben  wir 


mg  a  sind-  +  Nx  =  0. 
Für  die  Bewegung  der  Spinne  bestehen  die  Gleichungen 


m 


dt^ 


(x  co8d)^mg  —  Nein  &  —  Tcoa  &^ 


dt^ 
Mit  (2)  und  (8)  ergiebt  sich 


d^ 
my-^{x  ein  d)  =  Neos  »  —  Tsin  » 


0) 


(2) 
(S) 


m 


d^ 


(x  cos  d)  —  X  cos  &  —Tg  {x  sin  &) 


df 


=  mgx  sin  S-  —  Nx. 


Aber  es  ist 

^2  ^2 

a  sin  d^  j-^ix  cos  &)  —  x  cos  ^  ^—^{x  sin  Q) 

=^  -^-\xsinxy-z-{xcosd)  —  X cos d^-T-M sind)    =  ^T^V^*^/ 
folglich  erhalten  wir 


dd 
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»i-r-(  ^^-TT  J  =  Nx  —  mgxainx^^ 

daher  durch  (1) ,  beachtend ,  dass  ^-^  =  0  im  vorliegenden  Falle  ist, 

rt    dx  dd-  .         x   .    ft 

2  ^  -TT  •  "77  =  —  g\x-\-a)9in^, 
at    dt 

Es  ist  aber  durch  die  Hypothese  &=      n  —  (otj  mithin 

^       dx        /     .     V  ^  ^j^      2(»    xdx 

2(ax  -r-  =  flr  (^  -H  a)  cos  to  t^         cos  od  tat  =^ • • 

ät  ff     X  -h  a 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt,  wenn  wir  dabei  beachten,  dass  x 

und  t  gleichzeitig  verschwinden, 


1     .      ,      2« 

—  ein  0)  r  =  — 
0}  g 


jX  -h  a 
X  —  al 


a 


Daher  bekommen  wir  fth*  die  verlangte  Zeit 

2  CO* 
sintot  = |2a  —  aZ(8)j, 

ff 
^  =  larcLm  =  ^^[2^Z(3)]l 

Diese  Aufgabe  kann  auch  kürzer  in  folgender  Weise  gelöst  werden. 

Durch  das  Prinzip  von  D'Alembert  haben  wir,  Momente  um  den 
Auf  hängepunkt  für  das  aus  Spione  und  Nadel  bestehende  System  nehmend, 


d  ^ 
dtV^^ 


^d^       4        ^d& 
dt 


d& 
daher  wird,  für  -=-  seinen  konstanten  Wert  —  lo  setzend, 

^^  ^^ 

2(ox  -Tj  =  gioc  -h  a)  cos  (o  t 

Dieses  ist  die  durch  die  erste  Lösung  erhaltene  Differentialgleichung. 

5.  Eine  Fliege  steht  auf  einer  Nadel,  welche  auf  einem  glatten,  horizontalen 
Tische  rnbt.  Die  Fliege  spaziert  entlang  der  Nadel  nach  ihrem  anderen  £nde.  Um 
wie  yiel  wird  dadurch  die  Nadel  verschoben  werden? 

Bezeichnet  c  die  L&nge  der  Nadel,  m  die  Masse  der  Nadel,  m'  diejenige  der 

Fliege,  dann  wird  die  Verschiebung  der  Nadel  gleich  sein  ^e. 

6.  Zwei  Käfer  stehen  auf  den  Enden  eines  horizontalen  Stabes,  welcher  von 
einem,  glatten  Tische  getragen  wird.  Einer  der  Käfer  kriecht  nach  der  Mitte  der 
Nadel.  Wie  weit  muss  auf  ihr  der  andere  Käfer  entlang  kriechen,  damit  die  Endlage 
des  Stabes  dieselbe  wie  die  Anfangslage  sein  kann? 

Es  sei  fi  die  Masse  des  ersten,  /?'  diejenige  des  zweiten  Käfers,  a  die  Länge  des 
Stabes,  x  die  Distanz,  welche  der  zweite  Käfer  zurflcklegen  mnss,  dann  ist 

aß 
^  =  27' 
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7.  Eine  kreisförmige  Platte  liegt  auf  einem  glatten  Tische.  £ine  Schnecke  be- 
findet sich  anf  der  Platte  in  einem  gegebenen  Abstände  von  ihrem  Mittelpunkte.  Die 
Schnecke  beginnt  entlang  der  Platte  in  einer  kreisförmigen  Bahn  relativ  zn  dem  Cen- 
tmm  der  Platte  zu  kriechen.    Welches  ist  die  Bewegung  des  Mittelpunktes  der  Platte? 

Bezeichnet  m  die  Masse  der  Platte,  m'  diejenige  der  Schnecke,  a  den  Halb- 
messer des  von  der  Schnecke  beschriebenen  relativen  Kreises,  dann  beschreibt  der 

Mittelpunkt  der  Platte  einen  Kreis  vom  Halbmesser  ;• 

8.  Eine  um  eine  vertikale  Aze  durch  ihr  Centrum  bewegliche,  kreisförmige 
Platte  ruht  auf  einem  glatten  Tische.  Ein  Insekt  geht  aus  dem  Mittelpunkte  ab  nnd 
kriecht,  relativ  zu  der  Platte,  in  einem  Kreise  von  einem  Durchmesser  gleich  dem 
Halbmesser  der  Platte.  Durch  welchen  Winkel  hat  sich  die  Phtte  gedreht,  wenn  das 
Insekt  nach  dem  Mittelpunkte  zurückgekehrt  ist? 

Es  sei  m  die  Masse  der  Platte,  /i  diejenige  des  Insekts,  dann  ist  der  verlangt» 


Winkel  gleich  «(l-/^). 


w  4-  2  ^ 

9.  Eine  kreisrunde,  um  eine  vertikale  Aze  durch  ihren  Mittelpunkt  bewegliche 
Platte  ruht  auf  einem  horizontalen  Tische.  Eine  l(^rithmische  Spirale,  deren  Pol 
mit  dem  Mittelpunkte  der  Platte  zusammenfällt,  ist  auf  der  Platte  gezogen.  Ein 
Insekt  kriecht  der  Curve  entlang  aus  dem  Punkte,  in  welchem  die  Curve  den  Umfang- 
der  Platte  trifft.  Durch  weichen  Winkel  hat  sich  die  Lamina  gedreht  in  dem  Augen- 
blicke, wo  das  Insekt  ihren  Mittelpunkt  erreicht? 

Es  sei  a  der  konstante  Winkel  der  Spirale,  m  die  Masse  der  Scheibe,  fi  die- 
jenige des  Insektes,  dann  ist  der  verlangte  Winkel  gleich 


h<'^"-£} 


10.  Ein  homogener,  kreisförmiger  Draht,  von  konstantem  Querschnitte,  ist  um 
einen  festen  Punkt  in  der  Curve  beweglich  und  liegt  auf  einer  glatten ,  horizontalen 
Ebene.  Ein  Insekt,  dessen  Masse  gleich  derjenigen  des  Drahtes  ist,  kriecht  entlang 
ihm,  indem  es  ausgeht  von  dem  Punkte,  welcher  die  grOsste  Entfernung  von  dem  festen 
Punkte  besitzt,  mit  einer  gleichförmigen  Geschwindigkeit  relativ  zu  dem  Drahte.  Durch 
welchen  Winkel  hat  sich  die  Curve  nach  dem  Verlaufe  einer  beliebigen  Zeit  t  gedreht? 

Bezeichnet  u  die  Geschwindigkeit  des  Insektes  relativ  zu  dem  Drahte,  a  den 
Radius  des  Kreises,  dann  ist  der  verlangte  Winkel  gleich 

2o~y3 


r-  arc  \tg  =  — —  tg s—  y 


11.  Eine  staare  Nadel  von  unbedeutender  Masse,  welche  um  das  eine  ihre 
Enden  beweglich  ist,  wird  in  horizontaler  Lage  erhalten.  Eine  fette  Fliege  ruht  auf 
ihr  in  einem  gegebenen  Abstände  von  dem  festen  Ende.  Plötzlich  wird  die  Nadel  los- 
gelassen und  die  Fliege  l&uft  nach  dem  festen  Ende  so,  dass  die  Nadel  mit  einer  gleich- 
förmigen Winkelbeschleunigung  sinkt.    Wie  bewegt  sich  die  Fliege  entlang  der  Nadel? 

Wenn  r  den  Abstand  der  Fliege  von  dem  befestigten  Nadelende  zu  einer  be- 
liebigen Zeit  t,  gerechnet  vom  An&nge  der  Bewegung,  a  den  Anfangswert  von  r  be- 
zeichnet, dann  ist 

dr  t9^^ 


c%^dT  ^  rgi^\ 
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12.  Ein  gleichförmiger  Stab  von  der  Masse  m  nnd  der  Länge  2  a,  welcher  nnter 
einem  Winkel  a  zn  dem  Horizonte  geneigt  ist,  ist  in  Bnhe,  er  wird  gehalten  von  einer 
Stütze,  an  welcher  ihr  Mittelpunkt  fest  ist.  Eine  Maos  von  der  Masse  ft  mht  auf 
dem  Stabe  an  dem  Stützpunkte.  Nach  einer  gewissen  Zeit  beginnt  die  Maus  entlang- 
dem  Stab  mit  einer  zur  Tangente  der  Neignng  jederzeit  proportionalen  Geschwindig- 
keit zu  laafen  nnd  wenn  sie  an  dem  Ende  des  Stabes  ankommt,  so  ist  die  Horizontal- 
neigong  des  Stabes  gleich  /?.  Wie  gross  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Stabes  für 
einen  beliebigen  Neigungswinkel  ^  zwischen  a  nnd  ^? 

Das  Quadrat  der  Winkelgeschwindigkeit  ist  gleich 

2  g  Ag  ß  {cos  a  —  cos  &) 


(m  \2 


(k-  tg^ß  —  1  +  sec  a  sec  &j 


18.  Ein  Affe  steigt  mit  einer  gleichförmigen  Geschwindigkeit  eine  Leiter  hin- 
auf; das  tiefere  Ende  der  Leiter  ist  befestigt  und  ihr  höheres  Ende  stützt  sich  gegen 
eine  vertikale  Wand.    Wie  gross  ist  der  Druck  der  Leiter  auf  die  Wand? 

Es  bezeichne  2a  die  Länge  der  Leiter,  a  ihre  Horizontalneigung,  x  die  Ent- 
fernung des  Affen  zu  einer  beliebigen  Zeit  von  dem  Fusse  der  Leiter,  JR  den  ent- 
sprechenden Druck  der  Leiter  auf  die  vertikale  Wand,  m  die  Masse  der  Leiter,  m'  die- 
jenige des  Affen,  dann  ist 

14.  Zwei  kleine  Affen,  deren  Massen  m,  m'  sind ,  klammern  sich  an  die  zwei 
Teile  einer  dünnen,  unelastischen  Schnur,  welche  über  eine  glatte,  feste  Rolle  läuft. 
Die  Affen  halten  sie  mit  den  Accelerationen  f,  f  resp.  absteigend.  Wie  gross  ist  die 
Spannung  der  Schnur? 

m  m*  ff 


Die  verlangte  Spannung  ist  gleich 


m  —  m 


15.  Eine  Planke,  auf  welcher  in  dem  oberen  Ende  ein  Hund  steht,  liegt  direkt 
entlang  einer  glatten,  geneigten  Ebene.  Wie  viel  Zeit  hat  der  Hund  nOtig,  um  die 
Planke  herabzulaufen,  so  dass  sie  sich  nicht  eher  bewegt,  als  bis  der  Hund  davon  ist? 

Bezeichnet  &  die  Länge  der  Planke,  a  die  Horizontalneigung  der  Ebene,  m  die 
Masse  der  Planke,  w!  diejenige  des  Hundes,  dann  ist  die  verlangte  Zeit  gleich 


V 


2m' l 


g sin  a (wH-  m') ' 

16.  Ein  Seil  von  unbeträchtlichem  Gewichte  ist  über  eine  glatte,  feste  Bolle- 
gehangen. Zwei  Affen  beginnen  zusammen  hinauf  zu  klettern,  ohne  zu  schnellen,  in 
einer  solchen  Weise,  dass  das  Seil  nicht  über  die  Bolle  gleitet,  und  beide  die  B0II& 
in  demselben  Augenblicke  erreichen.  Wie  gross  ist  die  Zeit  ihres  Au&teigens  nach 
der  Bolle,  wenn  ihre  Anfangsstellungen  und  ihre  Massen  gegeben  sind? 

Lasse  bezeichnen  m,  m'  die  Massen  der  Affen ,  a,  d  ihre  anfänglichen  Entfer- 
nungen von  der  horizontalen  Ebene  durch  die  Aze  der  Bolle,  dann  ist  die  verlangte- 
Zeit  gleich 


rar       w'  —  m 
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17.  Ein  kreisförmiger  Ring  befindet  sich  vertikal  anf  einer  vollkommen  rauhen 
Tafel.  Ein  Ohrwnrm  wird  sanft  auf  den  King  gesetzt.  Wie  mnss  die  Winkelge- 
schwindigkeit des  Ohrwurmes  um  den  Mittelpunkt  des  Ringes  beschaffen  sein,  damit 
•der  Ring  sich  nicht  bewegen  kann? 

Es  sei  a  der  Halbmesser  des  Ringes,  tO  die  Horizontalneignng  des  Abstandes 
des  Ohrwurmes  von  dem  Mittelpunkte  des  Ringes  zu  einer  beliebigen  Zeit,  a  der  An- 
fangswert  von  ^,  a>  die  Winkelgeschwindigkeit,  des  Ohrwurmes  in  dieser  Stellung, 
dann  ist 

2  __  <7    {sin  a  —  sin  &) .  (2  -♦-  «n  «  -+-  sin  d-) 

"*  "~  ä  (1  4- sinW 

18.  Ein  vollkommen  rauher,  kreisförmiger  Reifen  rollt  mit  einer  gleichförmigen 
Oeschwindigkeit  direkt  eine  vollkommen  rauhe,  geneigte  Ebene  hinauf  durch  die  Th&tig- 
kelt  einer  Maus  entlang  seinem  Umfang.  Wie  gross  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Maus  um  den  Mittelpunkt  des  Reifens  in  irgend  einer  Stellang,  wenn  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Maus  in  einem  gegebenen  Punkte  bekannt  ist? 

Lasse  sein  (Fig.  193)  C  den  Mittelpunkt  des  Reifens  zu 
einer  beliebigen  Zeit,  H  den  Berührungspunkt  des  Reifens  und 
der  geneigten  Ebene  AB,  Pdie  Stellung  der  Maus,  2tPCH=^f 
CD  =  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Maus  um  C,  m  =  der  Masse 
des  Reifens,  m'=  derjenigen  der  Maus,  a=  der  Horizontalnei- 
fir^uig  von  AB,  a=:  dem  Radius  des  Reifens,  dann  ist 

Figur  198.  ®      *  '  ' 

w'  a(l  —  C08&)l^üfi  =  C-h2g(m  -H  fn')8ina{&  —  8in&) 

■+  2m'  g\c08  (&  -^  a)  —  cos  (2^  -j-  a)-h^^sina\t 
wobei  C  eine  Eonstante  bedeutet,  welche  ausgedrückt  werden  kann  durch  gegebene 
gleichzeitige  Werte  von  a  und  &, 

19.  Eine  g^ebene  Rohre  von  der  Gestalt  einer  Helix  ist  rund  um  einen  ge- 
gebenen ruhenden  Cylinder  befestigt,  welcher  um  seine  stationäre  vertikale  Axe  drehbar 
ist.  Eine  gegebene  Wespe  fliegt  nach  dem  tieferen  Ende  der  Rohre  und  Ifisst  sich 
daselbst  sanft  nieder.  Hierauf  kriecht  sie  durch  die  Rohre  und  fliegt,  am  oberen  Ende 
angekommen,  leicht  hinweg.  Beweise,  dass  die  daraus  hervorgehende  Winkelgeschwin- 
digkeit des  Cjlinders  variiert  wie  die  Geschwindigkeit  der  Wespe,  relativ  zu  der  Robre, 
in  dem  Augenblicke  vor  ihrem  Wegflage. 

20.  Ein  kleines  Eichhörnchen  hängt  sich  an  einen  dünnen,  rauhen  Reifen  mit 
vertikaler  Ebene,  welcher  entlang  einer  vollkommen  rauhen  horizontalen  Ebene  rollt  Das 
Eichhörnchen  macht  einen  Haltepunkt  in  einer  konstanten  Hohe  über  der  horizontalen 
Ebene  und  w&hlt  seinen  Platz  auf  dem  Reifen  so,  um  aus  einer  augenblicklichen  Ruhe- 
lage die  grOsstmOgliche  Distanz  in  einer  gegebenen  Zeit  zurückzulegen«  Wie  gross  ist 
die  Yertikalneigung  der  Distanz  des  Eichhörnchens  von  dem  Mittelpunkt  des  Reifens? 

Bezeichnet  m  die  Masse  des  Eichhörnchens,  m'  diejenige  des  Reifens,  dann  ist 

die  verlangte  Neigung  gleich 

/•               m      \ 
arci  cos^ 75—7  l» 

21.  Zwei  Wassereimer  von  gegebenem  Gewichte  sind  an  die  Enden  einer  dannen, 
unelastischen,  über  eine  feste,  glatte  Rolle  laufende  Schnur  gehangen.  In  der  Mitte 
der  Basis  des  einen  Eimers  sitzt  ein  Frosch  von  gegebenem  Gewichte.  In  einem  Mo- 
mente augenblicklicher  Ruhe  der  Eimer  springt  der  Frosch  vertikal  aufwärts  und  ge- 
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langt  dadurch  in  gleiche  Hohe  mit  dem  Bande  seines  Eimers.  Wie  gross  ist  das  Ver- 
hältnis aus  der  absoluten  Hohe  des  Sprunges  des  Frosches  und  der  Tiefe  seines  £imers? 
Welche  Zeit  yerfliesst  bis  dahin,  wo  der  Frosch  wieder  an  der  Basis  seines  Eimers 
ankommt? 

Bezeichnet  m  die  Masse  von  des  Frosches  Eimer,  m'  diejenige  des  anderen  Eimers, 
/Ec  diejenige  des  Frosches,  h  die  Tiefe  von  des  Frosches  Eimer,  h'  die  Hohe  seines  ab- 
soluten Aufstieges  im  Baume,  t  die  verlangte  Zeit,  dann  ist 

T-  =  7 -—, ^ »        t^  =  — r-  (w  4-  w  )• 

h      (w-^-w'-^iu)2  m' g^  ^ 

22.  Ein  kleiner  Käfer  ist  an  ein  Ende  des  horizontalen  Durchmessers  eines 
dfinnen,  schweren,  ruhenden  Binges,  welcher  um  seineu  Mittelpunkt  in  einer  vertikalen 
Ebene  beweglich  ist,  gesetzt  worden.  Der  Käfer  beginnt  plötzlich  rund  um  auf  dem 
Binge  zu  kriechen  und  beschreibt  dabei  im  Baume  gleiche  Winkel  in  gleichen  Zeiten 
um  den  Mittelpunkt  des  Binges.  Welches  ist  die  Geschwindigkeit  des  Käfers  relativ 
zu  dem  Binge  bei  einer  beliebigen  Stellung?  Welches  ist  der  Druck  des  Käfers  auf 
den  Bing  in  dieser  Stellung? 

Es  sei  (Fig.  194)  P  die  Position  des  Käfers  zu  einer 

beliebigen  Zeit  t  nach  seinem  Aufbruche,  0  der  Mittelpunkt 

des  Binges,  0  X  eine  horizontale  Linie,  a  =  dem  Badius  des 

des  Binges,  m  =  seiner  Masse,  m'  =  der  Masse  des  Käfers, 

d& 
2iP0Xz=z-d-f  0)  =  dem  konstanten  Werte  von -=-.  ♦   N  der 

Figur  IM.  "* 

normale,  T  der  tangentiale  Druck  des  Käfers  auf  den  Bing. 
Die  verlangte  relative  Geschwindigkeit  des  Käfers  ist  gleich 

— - '  Sinai -jro o». 

9?i  CD  tn 

Für  den  Druck  des  Käfers  auf  den  Bing  bestehen  die  Belationen 

N=m'{p8ino»t  —  a€a%  T=m'  geosfut 

Mackenzie  and  Walton,  Solutions  of  the  Cambridge  Problems  for  1854. 

23.  Ein  gegebenes,  kleines  Tier  klammert  sich  in  einem  gegebenen  Funkte  an 
einen  gleichförmigen,  ruhenden  Stab,  welcher  mittelst  eines  glatten  Chamiers  von  der 
Decke  eine^  Zimmers  herabhängt.  Das  Tier  macht  plötzlich  einen  Sprung  nach  einem 
Brette  an  der  Wand,  welches  in  der  durch  die  anfängliche  Position  des  Tieres  gehen- 
den horizontalen  Ebene  und  in  einem  gegebenen  Abstände  von  dem  Stabe  liegt.  Der 
Winkel,  durch  welchen  der  Stab  infolge  davon  aus  der  vertikalen  Lage  herausschwingt, 
wird  beobachtet.  Wie  gross  muss  der  impulsive  Druck  auf  das  Chamier  in  dem  Augen- 
blicke gewesen  sein,  wo  das  Tier  abspringt? 

Es  bezeichne  m  die  Masse  des  Stabes,  fi  diejenige  des  Tieres,  2  a  die  Länge  des 
Stabes,  b  die  Hohe  des  oberen  Endes  des  Stabes  von  der  Leiste,  c  den  Anfangsabstand 
des  Stabes  von  der  Leiste,  a  den  beobachteten  Oscillationswinkel,  X  den  horizontalen, 
T  den  vertikalen  Impuls  auf  das  Charnier,  dann  ist 

Sma8%n-^ 

24.  Ein  Stab  A  B  (Fig.  195)  ist  mittelst  kleiner  Binge  mit  seinen  Enden  an 
den  festen  horizontalen  Stab  OX  und  den  festen  vertikalen  Stab  OF  gefesselt.  Ein  Mann 
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h&lt  den  Stab  AB  in  einer  gewissen  Lage  fest.   Auf  einer 
kleinen,  vertikal  über  0  gelegenen  Platte  C  sitzt  ein  Affe. 
Plötzlich  springt  der  Affe  in  horizontaler  Bichtang  von  G 
ab  und  lässt  sich  in  dem  Mittelpnnkte  S  des  Stabes  A  B 
nieder,  au  welchem  er  sich  festklammert.    Wie  ist  die  Be- 
wegung des  Stabes  AB  in  dem  Augenblicke  nach  der  An- 
kunft des  Affen  in  jSi  beschaffen,  wenn  der  Mann  augenblick- 
lich vorher  den  Stab  losgelassen  hat? 
Lasse  sein  AS=a  =  BSf  2S.'^B0^&j  m  =  der  Masse  des  beweglichen  Stabes, 
m' =  derjenigen  des  Affen,  u=:der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Affe  von  C  ab- 
springt, ]^  =  der  vertikalen  Hohe  von  C  über  8,  dann  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 
von  ^B,  in  dem  Augenblicke  nach  der  Ankunft  des  Affen  in  S,  gleich 

3m'    y2gh,co8ß'-\-usin& 
a    *  4m-i-8w' 

25.  Ein  kleines  Tier  sitzt  in  dem  Mittelpunkte  einer  dünnen,  gleichförmigen, 
ruhenden  Stange.  Die  Enden  dieser  Stange  sind  mittelst  kleiner  Ringe  an  zwei  glatten, 
festen  St&ben  befestigt,  welche  rechtwinkelig  zu  einander  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegen.  Das  Tier  beginnt  mit  einer  gegebenen  relativen  Geschwindigkeit  die  Stange 
entlang  zu  wandern.  Wie  gross  ist  die  Winkelgeschwindigkeit,  welche  dadurch  anfangs 
der  Stange  beigebracht  wird? 

Es  sei  m  die  Masse  des  Tieres,  m'  diejenige  der  Stange,  2a  die  Länge  der 
Stange,  ^  die  Neigung  der  Stange  zu  einem  der  St&be,  V  die  gegebene  Geschwindig- 
keit des  Tieres,  dann  ist  die  verlangte  Winkelgeschwindigkeit  der  Stange  gleich 

8w F«n2^ 

3  »n-h4  m'  a 

26.  Ein  von  einem  Hunde  verfolgter  Fuchs  l&uft  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit über  einen  schwachen  Bogen,  welcher  die  Form  einer  Cjcloide  besitzt  Der 
Hund  steht  plötzlich  an  einer  schwachen  Stelle  stille  und  bricht  durch,  er  erreicht  den 
flachen  Boden  mit  einer  Geschwindigkeit  gleich  derjenigen  des  Fuchses.  Beweise,  dass 
der  Fuchs  keinen  Normaldruck  auf  den  Bogen  an  der  Stelle,  wo  der  Hund  durchbrach, 
ausübte. 

27.  Ein  Mann  vom  Gewichte  W  steht  auf  einem  glatten  Eise.  Beweise,  dass, 
wenn  er  allmählich  seine  gerade  gehaltenen  Beine  von  einander  entfernt,  während  seine 
Füsse  stets  mit  dem  Eise  in  Berührung  bleiben,  der  Druck  seiner  Füsse  auf  das  Eis 
konstant  ist  und  sein  Kopf  mit  einer  gleichförmigen  Acceleration  herabsinkt.  Beieich- 
net  f  die  Beschleunigung  seines  Kopfes,  wenn  seine  Füsse  keinen  Druck  auf  das  Eis 
ausüben,  so  ist  ihr  Druck  auf  das  Eis,  wenn  sein  Kopf  mit  einer  Beschleunigung  f' 
sinkt,  gleich 

f-r   jfr 

1—25.    Walton,  p.  630—642.  2ö  n.  27.    Walton,  p.  662. 


Verbesserungen  und  Zusätze. 


ersten  Bande. 


S.    6,  Z.    5  lies:  and  fallen  diese  Linien  zusammen. 
S.  11,  Z.  30     „      4r2X4  statt  4r2X 
S.  12,  Z.  11     ,      4r2X4      „     4r2X. 
S.  20,  Z.  28     „      a|9X        ,     aßX. 
S.  22,  Z.  88    «      X  =  a      „     X  =  0. 

S   28,  Z.    1     ,      X=:    ,_?J=  statt         ^ 


|/ä2"_  r2  Va«  —  r2 

S.  28,  Z.  22     „      aßX  statt  a /? X. 

Problem  5,  S.  20  etc.  Es  ist  zweckmässiger,  bei  der  Bestimmung  der  Gurve  (F) 
den  Ursprung  des  beweglichen  Coordinatensystemes  mit  dem  Punkte  B  zusammenfallen 
zu  lassen,  womit  sich  als  deren  Gleichung  ergiebt 

(X2  — r  r)2  =  a2(X2+  r2). 
S.  24,  Z.  4  tilge  -^aßX. 
8.  24,  Z.  12  lies:  rßX  statt  aßX. 
S.  24,  Z.  18     „      aßX     „     aßX. 

S.  26,  Z.  82    ,      +«2      ^     _a2  und  4a2(X2+  FZ  — eX)2. 
S.  80,  ?j.    1     ,      -'{r  —  e  —  a)  statt  — (r  — e-f-a). 

S.  31,  Z.  85    ,      =  ^4  statt  -+-  ^  • 

S.  83,  Z.  1  von  unten  lies:  &'  statt  &. 

S.  88,  Z.  81  lies:  2iOGM  =  n-y. 

S.  38,  Z.  82     „     2iCMX  =  ii  +  g>  —  y. 

S.  89,  Z.  89     a     dessen  Ordinatenaxe  J.PO  ist. 

S.  40,  Z.  10     ,      -♦-  2  ,i(o  «  —  /u /9)  r  statt  —  2  /?  (a  «  4-  ^  /?)  F. 

S.  40,  Z.  81     ,     2(«X-+-^r)  statt  2  («X— /«T). 

S.  42,  Z.  18     ,      {r^  —  ri^)  statt  (ri2  — r22). 

S.  42,  Z.  3  von  unten  lies:  (X2-^  r2)|  X2  +  ri2 -h  r22  — «2  J2  =  4r22  jX2-f  n  y2{2. 

S.  44,  Z.  13  lies:  ri  statt  r2* 

S.  45,  Z.  26    .      und ^^— statt  '*^— • 

S.  47,  Z.  3  von  unten  tilge  e  vor  den  Wurzelgrössen, 
S.  59,  Z.  17  lies:  archimedische  statt  archimetische. 

S.61,Z.22    ,     ?r  = «!L*       statt --i^-f. 

"      t%  ^   A    1  COS  ^  -h  l 
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S.  61,  Z.  28  lies:  OC-h^OA  statt  2,0A  —  0a 

8.  62,  Z.    Z    „     MMi  statt  Mq  Mi. 

Zusatz  zur  Tangentenkonstruktion  an  die  Ellipse,  S.  61  etc.: 

Professor  v.  Lang  gelangt  durch  folgende  Betrachtung  dazu,  dass  die  Normale 
an  die  Ellipse  den  Winkel  der  beiden  Fahrstellen  halbiert: 

„Um  durch  statische  Überlegungen  den  Satz  zu  beweisen,  gehe  man  von  der 
bekannten  Konstruktion  der  Ellipse  mit  Hilfe  eines  Fadens  aus,  dessen  Enden  mit  den 
beiden  Brennpunkten  zusammenfallen.  Die  Brennpunkte  wollen  wir  uns  in  Terschiedener 
Hohe  denken  und  den  Faden  durch  einen  Bing  gezogen,  an  welchem  Bing  ein  Grewicht 
mittelst  eines  zweiten  Fadens  befestigt  ist  Es  stellt  sich  dann  natürlich  ein  Gleieh- 
gewichtszustand  her,  bei  welchem  die  vertikale  Bichtung  des  zweiten  Fadens  senkrecht 
zur  Ellipse  sein  muss,  also  mit  der  Bichtung  der  Normalen  zusammenfällt. 

Man  kann  sich  aber  die  Sache  auch  so  vorstellen,  dass  der  Bing  unter  dem 
Einflüsse  dreier  Kr&ftc  im  Gleichgewichte  sei,  indem  ausser  dem  Gewichte  noch  zwei 
Kräfte  nach  den  Brennpunkten  gerichtet  auf  den  Bing  wirken.  Diese  zwei  Kräfte, 
durch  die  Spannung  des  ersten  Fadens  repräsentiert,  müssen  natürlich  gleich  gross 
sein  und  ihre  Besultiereude  wird  daher  den  Winkel,  den  sie  mit  einander  bildent 
halbieren.  Da  diese  Besultiereude  gleich  und  entgegengesetzt  der  dritten  Kraft  ist, 
so  ist  damit  der  Satz  bewiesen.*^ 

8.  68,  Z.  20  lies  Vy  =  cco8^  statt  t^y  =  cos  ^  • 

8.  66,  Z.  2  von  unten  lies  «>,  =  —  aefisintot  statt  9»,  =  —  am  sin  tot 
S.  75,  Z.  3  u.  ff.    Die  Lösung  der  Differentialgleichung 


ist  in  folgender  Weise  zu  bewirken,  denn  s  ist  nicht  konstant^ 

=  4gl»  r      /  +±. arc (tg  =^)  +  cT. 

2gIt9{i>o  —  v) 2yJS         i       f Pq  >v 

-  {2gli»-Vo^){igS^-Voi  +  v^)  "^  (2^iJ2_„o2)»  < "''  ^  *  ~  V2gI»-v^J 

Hieraas  folgt  mit  o  =  0  als  ganze  Steigzeit 


T  = 


i5j^|^.|..+(.,*.-V)W(«  =  j^=^=)}, 


S.  286,  Z.  10  lies:  «,  =  0  statt  t?.  =i— c. 
Damit  ergiebt  sich 

x  =  —  ■jg8in2a^t^,        y=z-^g  sin'^  a .  t^,        y  =  —  tga.Xf 

so  dass  die  relative  Bahn  des  Punktes  die  Gerade  ^  J3  ist.  Die  irrtümlich  als  rektive 
Bahn  gefundene  Bahn  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes,  wenn  die  geneigte  Ebene  in 
entgegengesetzter  Bichtung  sich  bewegt. 


VerbessecuDgen  und  Zusätze.  65 & 

S.  286,  b).  Hier  wird  vorausgesetzt,  dass  die  geneigte  Ebene  mit  der  gegebenen 
konstanten  Beschleunigung  p  sich  bewegt,  also  die  Druckbeschleunigung  auf  die  Be- 
wegung der  Ebene  keinen  Einfluss  hat. 

S.  287,  Z.  1  lies:  ^-^  =  —  -^gsin2a  statt  —  i-^gsin^a-^-py 

Die  Bewegungsgleichungen  ergeben  dann  für  die  relative  Bahn  des  Punktes 

yzi^  —  tga.x 

Die  irrtftmlich  als  relative  Bahn  gefundene  Bahn  ist  diejenige,  wenn  die  Ebene- 
die  Acceleration  — p  besitzt. 

S.  287,  Z.  7  und  folgende.  Ftlr  das  in  Figur  118  angenommene  Coordinaten- 
system  sind  die  Bewegungsgleichungen,  wenn  die  Ebene  im  Sinne  des  Pfeiles  transliert,. 

Fflr  die  relative  Bewegung  haben  wir  in  diesem  Falle 

d^x  <^y      A  A 

Anders  gestaltet  sich  die  L(toung  der  Autgabe  1,  b)  S.  285,  wenn  wir  voraus- 
setzen ,  dass  die  geneigte  Gerade  A  B  anfangs  die  Beschleunigung  p  besitzt  und  die 
Druckbeschleunigung  N  =  gcosa  —  psina  bei  der  Bewegung  der  Geraden  AB  mit 
in  Frage  gezogen  wird.  Die  Gleichungen  fflr  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  sind 
jetzt  mit  dem  Coordinatensysteme  in  Figur  112 

d^x  ,.  .  ,  •     V    . 

-=-=■  =  —  JY  «n  a  =  —  [geosa  — p8ina)3ma, 

■j^  =  —  Neos  a  -^  g  =:  (p  cos  a-^ g sin  a)  sin a, 

so  dass  seine  absolute  Bahn  durch  die  Gleichung  gegeben  ist 

pcosa-^  gsina 

y  = — : •  X. 

psina  —  gcosa 

Fflr  die  relative  Bewegung  des  Punktes  haben  wir 

.^^-^Nsma^p,        -^^  =  -Ncosa-^g, 

womit  wir  für  seine  relative  Bahn  die  Gleichung  erhalten 

y  =  —  tga.Xy 
welche  die  Gerade  A  B  ist. 

Ist  die  Acceleration  p  von  entgegengesetztem  Sinne,  dann  haben  wir  in  vor- 
stehenden Gleichungen  nur  — p  an  die  Stelle  von  p  zu  setzen,  um  die  Losung  der 
Aufgabe  zu  erhalten. 

Die  Gleichung  der  absoluten  Bahn  ist  in  diesem  Falle 

_gsina  —  p  cos  a 
gcosa  -hp sin a 
Soll  daher  unter  diesen  Verhältnissen  der  Punkt  eine  horizontale  Gerade  beschreiben,. 

dann  muss 

p=:  gtga 
sein. 

Gehen  wir  mit  den  in  Fig.  118  angenommenen  Coordinatenaxen  zu  Werke  und 

wirkt  p  in  entgegengesetzter  Richtung  des  Pfeiles,  dann  haben  wir  fflr  die  absolute- 

Bewegung  des  Punktes 

d^x                             d^y                                               psina  —  gcosa 
—^=-g8ma,        ^^=geoga-ps,na,       y -^jr^^ x, 

dagegen  fflr  seine  relative  Bewegung 


^56  Verbesserungen  und  Zusätze. 

■j^  =  — (jpcö«a-f-^siw«),        J^  =  ^»        X  =z  —-^{p  COS  a  +  g  sin  a)t^. 

Bewegt  sich   dagegen   die  Gerade  im  Sinne  des  Pfeiles,  dann  erhalten  wir  ffir  die 
relative  Bahn 

x=i-^{pco8a  —  g  sin  a)  fit 

^0  dass  mit  p  =  gtga  der  Punkt  eine  horizontale  Gerade  beschreibt. 
Siehe  auch  Band  II,  S.  345,  Aufgabe  8  etc. 


Im  zweiten  Bande. 

S.  462,  Figur  155  lies  S'  statt  8  für  den  Punkt  auf  der  Geraden  0  T, 


*o^>O^B<0»^>^H 


